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SUR  LA  FRÉQUENCE  ET  LA  TOTALITÉ 
DES  NOMBRES  PREIHIERS  ; 

par  M.  H.  Brocarb. 


Les  résultats  oblenus^  récemment,  par  quelques-uns  de  nos 
Collaborateurs,  dans  Tétude  des  questions  relatives  aux  nombres 
premiers,  nous  ont  paru  dignes  d*ètre  résumés  dans  un  travail 
d'ensemble.  Toutefois,  avant  de  les  faire  connaître  d'une  manière 
spéciale,  il  sera  utile  d'indiquer,  au  point  de  vue  historique,  le 
terme  auquel  se  sont  arrêtés  les  efforts  des  Géomètres  de  notre 
siècle  et  du  siècle  dernier.  Ce  travail  nous  a  été  largement  faci- 
lité par  la  publication  d'un  ouvrage  très-intéressant,  dû  à  M.  le 
D'  S.  GuNTHBR,  et  intitulé  :  lieU  und  Resultate  der  neueren 
mathematisch'historischen  Forschung.  Erlangen,  1876. 

Comme  on  pourra  s'en  convaincre,  cet  ouvrage  renferme  de 
curieux  renseignements  sur  la  question  des  nombres  premiers. 


Les  Géomètres  de  Pantiquité  n'ont  fait  que  démontrer  l'exis» 
lence  de  la  série  naturelle  des  nombres  premiers,  dont  l'ensemble 
V.  1 


se  trouve  implicitement  signalé  par  Euglide  :  il  dit  (Liv.  IX , 
prop.  20)  que  leur  nombre  est  indéfiniment  grand. 

De  son  côté,  Eratosthénb  inventa  une  méthode  qui  devait 
donner  très-positivement  la  suite  naturelle  de  ces  nombres.  Cette 
méthode  a  conservé  le  nom  que  lui  donna  lui-même  le  savant 
bibliothécaire  d^Alexandrie,  celui  de  crible  d' Eratosthéne. 

Comme  Ta  remarqué  Nesselmann,  ce  fut  le  seul  progrès 
accompli  dans  cet  ordre  de  recherches,  jusqu'à  Tépoque  des  per- 
fectionnements que  cette  méthode  reçut  de  Le  Besgue  (*). 

Mais,  dans  TintervallCy  la  connaissance  théorique  des  nombres 
s^était  étendue  y  et  les  arithméticiens  se  demandèrent  s'il  n'exis- 
tait pas  une  forme  déterminée ,  capable  de  représenter  tous  les 
nombres  premiers. 

Évidemment,  ce  problème  était  double.  On  pouvait,  par  exemple, 
chercher  un  caractère  spécial  aux  nombres  premiers,  comme 
font  fait  Waring  et  Montferrier,  au  témoignage  de  KlOgel.  Ces 
tentatives,  d'une  utilité  théorique,  n'ont  pas  donné  de  résultat 
sérieusement  pratique;  nous  ne  nous  en  occuperons  pas  davan- 
tage ici.  Mais,  en  revanche,  on  pouvait  songer  à  représenter  les 
nombres  premiers  par  des  formules  qui ,  sans  en  renfermer  la 
totalité,  n'auraient  donné  cependant  que  des  nombres  premiers. 
Pierre  Fermât,  le  fondateur  de  l'Arithmétique  supérieure  mo- 
derne, parait  avoir  eu  cette  pensée,  téméraire  et  hasardeuse,  de 
supposer  que  le  problème  se  résoudrait  ainsi  par  une  seule  for- 
mule. Son  inspiration,  si  heureuse  d'habitude  dans  les  recherches 
difficiles,  ne  le  servit  plus  cette  fois  avec  le  même  succès. 

Le  premier  mathématicien  qui  travailla  dans  le  sens  de  cette 
tentative  parait  avoir  été  Stifel;  mais  la  formules*»-*-*  —  1, 
qu'il  a  proposée  comme  type,  se  décompose  dans  certains  cas  par- 
ticuliers, ce  qui  détruit  son  assertion  : 

2«-^-.  1  =  541=15. 57. 
Fermât  ne  fut  pas  plus  heureux.  Il  croyait  avoir  résolu  le  pro- 


(•)  Voir  Note  I.  (E.  C.) 
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blême  au  moyen  de  Texpression  2^+  1,  dont  il  voulait  fonder 
Texactitude  sur  une  simple  induction,  et  non  sur  une  vérilBcation 
directe.  «  La  démonstration,  ëcrivait-il  à  Pascal  ,  en  est  très- 
malaisée  ,  et  je  vous  avoue  que  je  n*ai  pu  encore  la  trouver  plei- 
nement. »  A  la  vérité,  il  est  probable  qu'aujourd'hui  même  nous 
n^aUrions  aucun  doute  sur  Texactitude  de  cette  proposition,  si 
EcjLER  n'avait  eu  Theureuse  inspiration  de  nous  laisser,  dans  ses 
OEuvres,  Tidentiié  suivante  : 

2**  H-  i  =  2»*  H-  i  =4  294  967297  =  67004i7.64i  (*). 

Comme  ce  nouvel  insuccès  avait  fait  révoquer  en  doute  Fexis- 
lence  de  formules  répondant  au  but  proposé,  on  renonça  provi- 
soirement à  saisir  le  problème  dans  toute  sa  généralité,  et  Ton  se 
contenta  d'établir  seulement  des  formes  d'approximation  pratique, 
du  genre  de  celles  que  proposèrent  successivement  Euler  et 

LeGEN  DRE  , 

««^x-i.41,    s* -♦-29, 

qui,  pour  une  série  plus  ou  moins  étendue  d'arguments  entiers, 
donnent  des  nombres  premiers  (**). 


(')  On  peut  remarquer,  à  ce  sujet,  que 

641  ==29 +  2' -1-1. 

Pour  exprimer,  de  même,  l'autre  facteur  premier,  en  fonction  des  puis- 
sances de  2,  il  suflSt  de  diviser  2"  -«-  1  par  2*  +  2'  -f-  1.  On  est  ainsi  con- 
duit an  quotient 

6700417  =  2«»—  2««  -4-  2»«-  2"  -f-  2>»  —  2"  •  2'»-»-  2»  —  2^  h-I  , 

qu'il  était  intéressant  de  signaler  en  passant.  (H.  B.) 

(**)  EuLBB  a  montré  que  la  formule  x*  -f-  op  -I-  41  donne,  pour  op  =  0, 1 , 
2, ...,  une  suite  dont  les  quarante  premiers  termes  sont  des  nombres  pre- 
miers. On  peut  citer  aussi  les  formules  algébriques  entières 

<•-♦-«+ 17,    2u»  +  29, 

qui  renferment,  comme  la  précédente,  une  série  indéfinie  de  nombres  pre- 
miers, mais  qui  ne  peuvent,  évidemment,  donner  la  loi  générale. 

EuLBR  a  fait  de  nombreuses  et  importantes  recherclies  sur  les  nombres 
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Ces  formules  n'offraient,  naturellement,  qu'un  simple  moyen 
palliatif,  dont  on  se  contentait  à  défaut  de  règle  plus  générale, 
réellement  capable  de  répondre  aux  exigences  de  la  pratique. 

Environ  cent  ans  après  Fermât,  un  mathématicien  philosophe, 
Lambert  (*),  se  trouva  amené  fortuitement,  dans  le  cours  de  spé- 
culations cosmologiques,  à  une  série  désignée  depuis,  sous  son 
nom  : 


X  X*  x' 


4  —  X      1—  X*      i  —  x'      1—  X* 


(x«<i). 


Mais  il  ne  pressentit  nullement  qu'il  venait  de  donner,  sous 
cette  forme,  la  clef  des  méthodes  véritablement  susceptibles  de 
développer  la  connaissance  approfondie  de  cet  important  mys- 
tère arithmétique. 

La  série  de  Lambert,  convergente  pour  x*  <  1 ,  peut  être  rem- 
placée, d'après  Glausen,  pour  Tétudc  de  ses  propriétés,  par  la 
série  plus  convergente  : 

/!  -^  x\        ,  l\  -^  x«\        .  I\  -♦-  x»\ 

ScHERK  s'est  beaucoup  occupé  des  nombres  premiers,  et  surtout 
du  calcul  direct  et  de  la  démonstration  des  propriétés  de  ceux 


premiers,  de  formes  binômes  particulières.  Dans  le  t.  XI II  des  Mémoires  de 
Pétersbourg  {Quomodo  numcri  prœmagni  sint  exphrandi  tUrum  sint  primi 
nec  ne)  il  cite  (p.  85)  le  nombre  40091  401  comme  étant  le  plus  grand 
nombre  premier  vériBo  à  cette  époque.  Ce  nombre  est  de  la  forme  4  n-f*  4, 
et  EuLBR  s'est  assuré  qu'il  ne  peut  être  décomposé ,  en  une  somme  de 
deux  carrés,  que  de  la  manière  suivante  : 

10  091401  =:  1  251» -♦- 2  920». 

(Voir  N.  C,  M,,  t.  IV,  p.  36.)  Il  est  juste  de  rappeler  que  le  ifiéorème  de 
WiLsoN  permet  de  trouver,  à  coup  sûr,  un  nombre  premier  supérieur  à 
tout  nombre  donné;  mais  il  n'en  résulte  que  des  termes  isolés  de  la  série 
naturelle  indéfinie.  (H.  B.) 

(*)  Né  à  Mulhouse,  en  1738;  mort  à  Berlin,  en  1777. 
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qui  rentrent  dans  les  formes  4n  -f-  1 ,  4n  +  3.  Ce  Géomètre 
parait  avoir  remarqué,  le  premier,  la  relation  caractéristique  de 
la  série  de  Lambert  avec  le  problème  dont  il  s'agit  ici.  Ses  médi- 
tations ont  été  reprises  et  étendues  par  Burhennb. 

Ces  derniers  travaux  servirent  très-peu  à  résoudre  le  pro- 
blème, et  beaucoup  plus  à  le  caractériser  clairement;  ce  qui  a 
aussi  une  grande  importance.  Mais  ce  fut  Riemann  qui,  seul,  lui  fit 
accomplir  un  progrès  marqué.  Le  point  de  départ  de  l'analyse  de 
RiEicANN  fut  bien  différent,  et  nous  ne  croyons  pouvoir  mieux 
préciser,  dans  sa  substance,  le  caractère  particulier  de  son  travail, 
qu'en  citant  les  paroles  de  Hankel.  «  En  Tannée  1810,  dit-il, 
Gauss  observa  que  la  fréquence  des  nombres  premiers,  dans  les 
régions  élevées  de  la  série  naturelle  des  nombres,  est  en  rela- 
tion merveilleuse  avec  une  fonction  transcendante  découverte 
tout  récemment  :  le  logarithme  intégral.  » 

On  désigne  sous  ce  nom,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite, 

rintégrale 

dx 

l.x 


/ 


Cette  fonction  a  encore  une  grande  importance  en  Astronomie; 
elle  a  été  l'objet  des  travaux  de  grands  Analystes,  comme  Masghe- 
RONi,  Bretschneider  ct  ScHLÔMiLCH,  ct  d'Astrouomcs  tels  que 

SOLDNER  et  BeSSEL. 

«  Cette  proposition,  poursuit  Hankel,  si  étrangement  paradoxale, 
reconnue  d'abord  empiriquement,  a  été  entièrement  élucidée 
dans  ces  dernières  années,  lorsque  Riemann,  au  moyen  des  plus 
délicates  théories  du  calcul  intégral ,  parvint  à  découvrir  la  loi 
des  nombres  premiers,  exprimée  sous  une  forme  analytique.  » 

Cette  étude  d'un  éminent  Géomètre,  si  prématurément  ravi  à 
la  science,  n'a  pas  été  abordée  jusqu'à  présent  dans  son  en- 
semble, de  sorte  qu'il  faudra  attendre  qu'elle  ait  été  développée 
à  nouveau. 

On  doit  faire  remonter,  à  la  même  époque,  un  plus  important 
progrès  accompli  dans  les  autres  directions  dont  il  a  été  parlé. 
En  effectuant  les  divers  quotients  indiqués  dans  la  série  de  Lam- 
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BBRT»  on  la  transforme  en  ce  que  Ton  appelle  une  double  série, 
qui,  à  son  tour,  peut  être  ordonnée  suivant  les  puissances  posi- 
tives de  la  variable,  transformation  qui  n^est  pas  généralement 
permise,  mais  qui  est  applicable  à  ce  cas  particulier.  On  obtient 
ainsi  la  formule 

2=x  +  Sx* -♦- 2x* -♦-  3x* -4- âx" -♦- 4a:*  +  2x' -4-  4x*-f-3x* 
-I-  4a*'-t-  2x"  H-  6x"-i-  2x"  -¥■  ... 

On  reconnaitjque  le  coefficient  de  oc*"  est  égal  au  nombre 
des  diviseurs  de  m;Sde  sorte  que  si  ce  cofficient  est  égal  à  2,  le 
nombre  m  est  premier.  Cette  curieuse  propriété  de  la  série  de 
Lambert  renferme  le  principe  d*une  représentation  généralede  la 
loi  des  nombres  premiers ,  et  il  est  facile  d'indiquer  les  condi- 
tions de  ce  nouveau  problème. 

Supposons,  en  effet,  que  la  somme  2  soit  exprimée  sous  une 
forme  indépendante  :  on  pourra  la  développer  en  une  suite  de 
puissances,  au  moyen  de  la  formule  de  Mac-Laurin.  Le  coefficient 
de  chaque  puissance  pourra  être  déduit  de  2  par  des  différencia- 
tions successives  ;  en  exprimant  alors  que  le  coefficient  général 
ainsi  obtenu  est  au  plus  égal  à  2 ,  on  aura  la  loi  des  nombres 
premiers. 

Deux  problèmes  se  trouveront  ainsi  résolus  simultanément  : 

1"*  La  sommation  de  la  série  de  Lambert; 

3®  L'expression  du  m^*^  quotient  différentiel  de  cette  somme, 
sous  une  forme  indépendante. 

M.  CuRTZE  a  résolu  la  première  question,  au  moyen  des  inié- 
grales  définies  (^);  mais,  pour  traiter  la  seconde,  on  est  amené  à 
intégrer  des  fonctions  discontinues,  et  il  se  présente  de  grandes 
difficultés  analytiques,  non  encore  surmontées,  et  qui  arrêtent,  en 
ce  moment,  les  efforts  des  Géomètres. 

Index  bibliographique  relatif  à  l'article  précédent. 
Nesselmann.  Àlgebra  der  Griechen^  p.  186. 


0  Voir  Noie  II.  (E.  C.) 
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Le  Besgue.  Tables  diverses  pour  la  décomposition  des  nombres 
premiers,  Paris,  1864,  §  1. 

KvôGZh,  Mathematisches  Worterbuch.  Leipzig,  1808. 3"*  partie, 
p.  897. 

M.  SiiFEL.  Arilhmetica  intégra.  Nuremberg,  1544,  p.  14. 

Cantor.  Petrus  Ramus,  Michael  Stifel^  Hieronymus  Cardanus 
Urei  mathematische  Charakterhilder  ans  den  16.  Jahrbundert. 
Zcitschrift  f.  Math,  et  Phys.  ^^  année,  pp.  353,  374. 

EuLER.  De  theoremate  quadam  Fermatiano.  Comment.  Acad. 
Pertopol,  t.  VL 

Lambert.  Anlage  zur  Architektonik  des  Einfachsten  and  Ersten 
in  derphilosophischen  und  mathematischen  Erkenntniss.  1  "*'  cahier, 
Riga,  1771,  p.  507. 

Clausen.  Beitrag  zur  Thorie  der  Reihem.  Journal  de  Grelle^ 
3*  cahier,  p.  94. 

ScHERK.  Bemerkungen  ûber  die  Bildung  der  Primzahlen  aiM 
eimander.  Ibid.,  10**  cahier,  p.  207. 

ScHERK.  Bemerkungen  ûber  die  Lambertsche  Reihe.  Id.,  9**  ea- 
hier,  p.  162. 

BuRHENNE.  Ueber  das  Gesetz  der  Primzahlen.  Archiv.  de  Math, 
et  Phys.,  19"  cahier,  p.  442. 

IIankel.  Die  Entwickelung  der  Mathematik  in  den  letzten 
Jahrhunderten.  Tûbingue,  1869,  p.  22. 

RiEXANN.  £/e6er  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gelse- 
benen  Grosse.  Berliner  Monatsbcrichte^  1860,  p.  671. 

CuRTZE.  Notes  diverses  sur  la  série  de  Lambert  et  la  loi  des 
nombres  premiers.  Ann.  di  math,  pura  ed  applic,  2 1. 1,  p.  285  (*). 

{La  suite  prochainement.) 


C)_yoir  Note  III.  (E.  C.) 
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HOTE  SUR  QUELQUES  ÉQUATIONS  IHDÉTERHINÉESi 


par  M.  S.  Reaus. 


{Fin ,  Toir  t.  IV,  pp.  SIS,  S46,  309.) 


!•.  Sauf  la  solution  évidente  zi^=Z2  =  Zi,  toutes  les  solu- 
tions entières,  de  Téquation  indéterminée 

s!i  -*-  z]-^  zl=  ZZiZ^Ziy 

sont  comprises  dans  les  formules  : 

ic,«(a  — 6)»-f-(a-c)% 

«.«(c-a)»+(c-6)», 

où  Oi  6y  c  peuvent  recevoir  des  valeurs  entières  quelconques,  et 
où  Ton  supprimera  les  facteurs  communs  aux  valeurs  des  indé- 
terminées. 
On  peut  faire  0  =  0,  sans  préjudice  de  la  généralité. 

17.  Remarque.  On  résout  Téquation  considérée,  d*une  manière 
plus  simple  et  tout  aussi  générale,  en  donnant  à  z^,  z^  des  valeurs 
entières   quelconques,  premières  entre   elles,  et  en   prenant 

«5  =  — (Z|  ^  Z^). 

On  déduit  de  là  cette  conséquence,  que  :  $%  les  entiers  Z|,  Z],  Zg 
sont  assujélis  à  la  condition 

«I  -*-  «1  -♦-  J^««=»0, 
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ils  ieront  exprimables  par  les  formules 

(o-6)'  +  (a— c)» 
z. ^ 

(6-c)'  +  (6-o)' 
^  k 

(c  — o)'+(c  — 6)' 
*. ^ 

OÙ  a»  by  c,  k  désignent  des  nombres  entiers. 

Cela  s'applique  manifestement  aux  trois  racines  de  Téquation 
déterminée 

lorsqu'elles  sont  entières.  Par  exemple,  Téquation 

z*  —  39z  -♦-  70  «s  0 


a  pour  racmes 


4»  ■*■  3' 

z,=  _7  = — — 

la 

4»-»- 4» 


t 


Z3rBs5  = 


13 


résultat  qui  correspond  aux  valeurs  a^s  —  1,6=»  —  4,  c^aO, 
A:  =  13,  dans  les  formules  que  Ton  vient  d*écrire. 

18.  SiTégalité 

A«'  +  Bp*  H-  Cy»  =(A  -4-  B  -H  C)  «pr 
représente  une  solution  de  Péquation  indéterminée 

\z\^  BxJ  -♦-  Qî  =«  (A  H-  B  -f-  C)«,«,«s , 


9 

% 
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une  autre  solution  sera  donnée  par  les  formules 

z,  =  (A  +  B  ^-  C)(«»  —  (5r)  -f-  3(Bp*  -+-  Cr")  -  3«(Bp 
jr,=  (AH-B+  C)(p*-ra)-h  3(Cr'-*-Aa*)  — 5p(Cy 
z,  =  (A  H-  B  +  C)  (y«  —  «p)  +  3  (Aa«  +  Bp^  —  3r  (A« 

19.  Exemples,  l""  L*équation 

Z«  -4-  22$  +  34  =  6Z|2flZ„ 

dont  une  solution  est  donnée  par  Tégalité 

— 19»  — 2.4»^3.i7»  =  6.19.4.i7, 

se  trouve  aussi  vérifiée  par  Fégalité 

143» -t-  2.ii3»-h3.71»  =  6.i43.H3.7in. 


Cr), 
A*), 

Bp). 


3^  L*équation 


«î  H-  i^  -f-  52Î  =  7Z|Z,Z„ 


qui  admet  les  solutions 


2»+l»-i-5.i»=:7. 2.1.1, 
—  8»— D»+5.7'=7.8.3.7, 


admet  aussi  les  solutions 


3»-l»  — 8.1»«7.3.1.1, 
17»+  i3»  +  5.5»=7.17.15.5, 


90.  En  général,  lorsque  Téquation  considérée  (à  coefficients 
entiers)  est  résoluble  en  nombres  entiers,  remploi  combiné  des 


(*)  Voir  la  NouveUc  Correspondance ^  t.  IV»  p.  346. 
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formules  ci-dessus  et  de  celles  de  M.  É.  Lucas  (*)  dtHuiera  deux 
séries  distinctes ,  illimitées ,  de  solutions  successives. 

En  certains  cas,  la  solution  initiale  ne  s'obtient  pas  par  voie 
directe.  L'équation  particulière ,  citée  en  dernier  lieu,  en  offre  un 
exemple. 

%t.  En  exceptant  la  solution  évidente  z^  =  j^j^^i^s»  toutes  les 
solutions  entières  de  Téquation 

«î  -♦-  2Î  -4-  «t  =  ^î^  -♦-  ^8  -♦-  ^U 

sont  comprises  dans  les  formules 

z,=  o»-(6-».2c)aV  (26*-26c-*-  3c«)a— 6'-^t«c  — c», 

.«,=  6*—  (c  -♦-  2a)  6'-f-  (2c'—  2eo  -♦-  3a')6  —  c»-*-  c'a  —  o% 

«5=  c*—  (a  -♦.  26)  c* -♦-  (2a'—  2a6  -f-  36«)c  —  a* -^  a*6— 6% 

où  a,  b,  c  peuvent  recevoir  des  valeurs  entières  quelconques. 
On  peut  faire  c  =  0,  sans  préjudice  de  la  généralité. 

t%.  Exemples.  Prenant  aca  —  1,6«»1,C8=0,  on  trouve 

«f  =  — 5>    ««=7,    Zi^î'j 

et  Ton  a,  effectivement, 

—  6»-»-  7»+  1»=  5'.7  +  7'.i  —  l'.5=>219. 

Pour  a  =  —  1,  =2,  6  =  2,  c  =  0,  il  vient  : 

2,= —  19,    «,«23,    z»=— 5, 
—  19»+  23»—  5»=  49'.  23—  23'. 5  —  8'.  19  =  5183. 
etc. 


(*)  Voir  la  Nouvelle  Correspondance ^  t.  II,  p.  86. 
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QUESTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE; 

par  M.  ÉDOUABD  Lucas. 


I.  L'enveloppe  d'une  droite  qui  détache  ^  dans  deux  circonfé- 
rences, des  cordes  AB,  CD,  dont  le  rapport  des  longueurs  est 
donné,  est  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  F,  F'  qui 
divisent,  dans  le  rapport  donné,  la  distance  des  centres  des  deux 
circonférences. 

Il  suffit  de  démontrer  que  le  lieu  de  la  projection  M  du  point 
F,  sur  la  droite  mobile,  est  une  circonférence.  En  effet,  le 
point  M  divise,  dans  le  rapport  donné  A:,  la  distance  des  milieux 
des  cordes  AB ,  CD  ;  par  suite,  le  quotient  de  ses  puissances, 
par  rapport  aux  deux  cercles ,  est  k^  ;  donc  le  point  M  décrit 
une  circonférence,  qui  passe  par  les  points  d'intersection  des 
circonférences  données. 

Si  i  =  1,  Tun  des  foyers  s  éloigne  à  Tinfini  ;  le  point  M  décrit 
Taxe  radical  des  deux  circonférences,  et  la  droite  mobile  enve- 
loppe une  parabole.  (Voir  N.  C.  M,,  t.  III,  p.  357.) 

Cette  démonstration  ma  été  indiquée  par  M.  Tourettb,  élève 
du  lycée  Charlemagne. 

II.  L'enveloppe  d'une  droite  qui  détache^  dans  deux  circonfé- 
rences  données,  des  cordes  AB,  CD  telles  que  les  extrémités 
C,  D  de  l'une  divisent  l'autre  AB,  harmoniquement,  est  une 
conique  ayant  pour  foyers  les  centres  F ,  F'  des  deux  circonfé- 
rences, 

La  projection  M  du  point  F,  sur  la  droite  mobile,  est  le  milieu 
de  AB;  on  a  donc,  par  une  propriété  bien  connue, 

MA.MB  =  -MC.MD. 

Le  point  M  ayant  des  puissances  égales,  et  de  signes  contraires, 
par  rapport  aux  deux  circonférences  données,  il  décrit  une  cir- 
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conférence  passant  par  leurs  points  communs ,  et  dont  le  centre 
est  le  milieu  de  FF'. 

Les  tangentes  à  cette  circonférence  et  aux  deux  circonférences 
données,  en  Tun  des  points  communs ,  forment,  avec  l'axe  radi- 
cal, un  faisceau  harmonique. 

Par  projection  centrale,  on  étendra  cette  propriété  à  deux 
coniques  données  :  en  particulier,  Tenveloppe  des  cordes  d*une 
ellipse,  dont  les  milieux  sont  sur  une  droite  donnée,  est  une 
parabole. 

Cette  démonstration  ma  été  signalée  par  M.  Audert,  élève  du 
lycée  Charlemagne. 

III.  Si  les  diagonales  d'un  octaèdre  forment  un  trièdre  trirect- 
angle,  les  projections  du  point  de  concours  des  diagonales,  sur 
les  faces  de  l'octaèdre,  sont  situées  sur  une  sphère  (Steiner); 
les  perpendiculaires,  abaissées  du  point  de  concours  des  diago- 
nales, sur  chacune  des  faces,  rencontrent  les  faces  opposées  en  huit 
points  situés  sur  la  même  sphère. 

Soient  AOA',  BOB',  COG'  les  diagonales  de  Foctaèdre  ; 
Pf ,  P2,...  Pb»  les  projections  du  point  0  sur  les  faces  de  Foc- 
taèdre :  les  points  P  sont  les  intersections,  trois  à  trois,  de  six 
sphères  ayant  pour  diamètres  les  droites  qui  joignent  le  point  0 
aux  six  sommets  de  Toetaèdre.  Dans  Tinversion,  par  rapport  au 
point  0,  ces  six  sphères  deviennent  les  faces  d'un  parallélipipède 
rectangle  dont  les  huit  sommets,  réciproques  des  points  P,  sont 
situés  sur  une  même  sphère;  il  en  est  donc,  de  même,  pour  les 
points  P. 

La  seconde  partie  du  théorème,  qui  nous  parait  nouvelle, 
résulte  aussi  de  la  considération  de  la  figure  inverse.  (Voir 
iV.  C.  M.,  X.  m,  p.  210.) 

En  particulier,  si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  se  coupent  à 
angle  droit,  les  perpendiculaires ,  abaissées  du  point  de  concours 
des  diagonales,  sur  les  côtés,  rencontrent  chacun  des  côtés,  et  le 
côté  opposé,  en  huit  points  situés  sur  une  circonférence  (*)• 

(')  Théarèmet  cl  Problèmet,  p.  130. 
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BM  ■•i.laivbb; 

par  BiiBBRt  »i  Haaii. 

(Suite  fl  fin,  voir  t.  IV,  p.  386.) 


Sur  le  rohbrb  ir.  Vers  la  fin  du  XVI*  siècle,  il  régnait,  parmi 
les  mathématiciens ,  ce  qu*on  pourrait  nommer  une  épidémie  de 
Quadraleurs  (*).  Les  uns  trouvaient,  pour  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre,  des  valeurs  rationnelles  ou  des  expressions 
irrationnelles  très-simples;  les  autres  s^efforçaient  de  calculer  n 
avec  une  grande  approximation. 

La  Hollande  a  fourni  un  bon  nombre  de  quadrateurs.  Le  pre- 
mier en  date  est  Simon  Vander  Eycke  ,  appelé  aussi  Simon  Du- 
CHESNB  ou  Simon  a  Qubrcu.  En  1584,  il  publia  sa  Quadrature  du 


(*)  Elle  r^e  toujours.  Depuis  la  publication  de  TarUcle  intitulé: 
Quelques  Quadrateurs,  nous  avons  reçu  : 

|o  Une  démonstration,  imprimée,  de  ce  théorème  faux  :  La  circonférence 
du  cercle  égale  quatre  fris  le  périmètre  du  carré  inscrit  au  demi-cercle,  dimi- 
nué de  quatre  diamètres  ; 

d«  Un  Mémoire  in-quarto,  lithographie,  par  ***,  auteur  des  premières  études 
sur  la  division  du  diamètre  du  cercle,  en  moyenne  et  extrême  raison.  On  lit,  à 
la  dernière  page  de  cette  étrange  production  :  •  d'où  vient  la  différence  entre 
le  rapport  analytique,  5,14150...  e/  te  rapport  géométrique,  3,1446055400.  • 
Bien  entendu,  ce  dernier  est,  suivant  Pauteur,  le  rappoet  vébitablb  ! 

(E.  C.) 
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cercle,  dans  laquelle  il  prétend  démontrer  que 

m\       /39\« 

"'"184=  liai  <^' 

ou  que  le  rapport  entre  le  côté  du  carré  équivalent  à  un  cercle , 
et  le  rayon  de  ce  cercle ,  est  rigoureusement  égal  à  f|.  Cet 
ouvrage  provoqua  une  première  réfutation  de  Ludolph  van 
Ceulen  (Claer  Bemys) ,  laquelle ,  après  une  réponse  de  Vander 
Eycke  (Claerder  Bewiys)y  fut  suivie  d'une  seconde  réfutation 
(Proefsteen  et  Claerder  Widerleggingh).  Dans  le  «  Claerder  Be- 
wiys  >,  Fauteur  abandonne  sa  première  valeur  de  n  pour  y  sub- 
stituer Texpression 

1^1^5120  —  52  =  4\/2(|/5— i)  H, 

surtout  connue  par  la  mention  qu'en  fait  Nicolas  DiTHMABSUS,dans 
son  Fundamentum  astronomicum. 

Ludolph  Van  Ceuleu  (ou  Van  Collen,  ou  Van  Cdlen)  que  nous 
venons  de  citer,  est  né  à  Hildesheim  en  Saxe (***), en  ISiO.  Après 
avoir  enseigné  successivement  à  Breda,  Amsterdam ,  Deift,  Arn- 
heim  et  Leyde,  il  fut  chargé  de  cours  à  Técole  des  ingénieurs  de 
Leyde  (iv).  En  1596,  il  publia  un  ouvrage  in-folio,  sous  le  titre 
de  Van  de  Cirkel  (y),  dans  lequel ,  au  moyen  de  polygones  régu* 


f  *)  On  aurait  donc  r  r=  3,ii4605...,  valeur  qui  parait  identique  k  celle 

que  nous  avons  rapportée  ci-dessus  :  il  n'y  a  rien  de  nouveau  sous  le  Soleil  ! 

(E.  C.) 
(*'*)  Montucla  le  fait  naître  à  Cologne. 

(iv)  H.  B.  de  H.  donne  des  détails  très-curieux  sur  cette  école,  fondée 
par  Maurice  de  Nassau,  et  dont  le  programme  d'études  fut  élaboré  par  Simon 
Stcvin. 

Ludolph  a  eu  pour  successeurs,  dans  sa  chaire,  les  deux  Van  Schootcn. 

(v)  Dans  cet  ouvrage,  Ludolph  donne,  sans  solutions,  les  énoncés  de  cent 
questions  (fumdert  konstige  vragen),  La  57*  question,  qui  est  aussi  la  iO*  du 
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liers successifs  dont  le  dernier  a  S'^x  60  côtés ,  il  trouve  n  avec 
vingt  décimales.  Après  sa  mort  (1610) ,  sa  veuve  fit  imprimer 
une  seconde  édition  du  «  Van  de  Cirkel,  >  amsi  qu'un  ouvrage 
posthume  9  intitulé  :  Arithmetische  en  Geometriche  Fundamen- 
ten,  dans  lequel  r  est  calculé  avec  trente  décimales  (*).  Deux 
autres  ouvrages  posthumes  ont  été  publiés,  d  après  les  manuscrits 
de  Ludolphy  par  les  soins  de  son  collègue  Snellius;  ils  portent 
pour  titres  :  Fundamenla  Àrithmelicaet  Geometrica^iQlli),^ 
De  Circulo  et  adscriptis  liber  (1619). 

En  1621,Snellius  fit  paraître  un  ouvrage  de  sa  propre  compo- 
sition (**)  :  le  Cyclometricus  y  dans  lequel  il  détermine  n  avec 
trente-quatre  décimales,  par  des  méthodes  plus  expéditives  que 
celle  de  Ludolph. 

Une  valeur  de  tt,  avec  vingt-deux  décimales,  dont  les  trois 
dernières  seules  diffèrent  de  celles  de  Ludolph,  se  rencontre 
dans  les  Cyclometricae  Novae  libri  duo,  par  Ph.  van  Lansberghbn. 

Le  célèbre  Hdyghens  (***)  s*est  également  occupé  du  nombre  «r. 
En  1654,  il  publia  le  «  De  Circuli  Magniludine  inventa,  m  ouvrage 
dans  lequel  il  emploie  la  théorie  du  centre  de  gravité. 


livre  de  Diophante,  se  rapporte  à  l'analyse  indéterminée;  elle  consiste  à 
trouver  trois  nombres  tels  que,  si  on  les  retranche,  chacun,  du  cube  de  leur 
somme,  les  trois  restes  soient  des  cubes  parfaits,  La  solution  de  ce  problème 
se  trouve  dans  une  lettre  de  Van  Ceulen  à  un  ami ,  lettre  qui  est  reproduite 
dans  louvrage :  Tocsteen  van  de  Algebra speliosa,  door  Diedck  o'Hollanoer. 
Amsterdam,  1669.  (Bierens  de  Haan,  à  Tarlicle  47,  p.  536.) 

('  )  Cette  valeur  de  ^  se  trouvait  gravée  sur  la  tombe  de  Ludolph  Van 
Ceulen,  dans  l'église  de  S*-Pierrc,  à  Leyde.  On  peut  consulter,  au  sujet  de 
cette  inscription,  une  lettre  de  Lakanal,  publiée  dans  le  Bullettitio  du  prince 
Boncompagni  (1874).  Malgré  d'activés  recherches,  la  tombe  n'a  pu  être 
retrouvée.  (E*  C.) 

(**)  C'est  à  Snellius  qu'il  faut  attribuer  la  loi  de  la  réfraction  de  la 
lumière,  appelée  loi  de  Descartes,  ainsi  que  la  première  solution  du  pro- 
blème connu  sous  le  nom  de  Problème  de  Pothenot, 

(***}  Voir,  sur  l'orthographe  de  ce  nom,  la  N,  C.  if.,  t.  III,  pp.  77  et  360. 

(E.  C.) 
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11  convient  de  mentionner  aussi  les  valeurs  approchées  de  n  : 

V^bôbHW        15823       555 
255       '       4400*     TÏS' 

dont  les  deux  premières,  égales  respectivement ,  à  3J 41 5927... 
et  3J41509...y  ont  été  indiquées  par  Cornélis  van  Nienrodb 
en  i628  (*),  et  dont  la  troisième  est  due  à  Adrien  Antonis- 
ZOON  (**). 

Une  quadrature  qui,  de  son  temps,  a  fait  beaucoup  de  bruit, 
à  cause  de  la  grande  réputation  de  son  auteur,  est  celle  de  Joseph 
ScALiGER.  En  1594,  ce  savant  publia  les  Cydometrica  Eleinenta, 
libri  duo,  qui  ont  été  imprimés,  avec  grand  luxe,  par  Raphalin- 
gius,  gendre  de  Ch.  Plantin  (les  figures  et  leurs  lettres  sont  en 
encre  rouge ,  au  milieu  du  texte).  II  admet  que  les  résultats 
donnés  par  le  calcul  peuvent  ne  pas  être  d'accord  avec  ceux  que 
Ton  obtient  par  une  construction.  Voici  quelques-unes  des  pro- 
positions de  Scaliger  : 

Le  périmètre  du  dodécagone  régulier  est  plus  grand  que  la 
circonférence  circonscrite, 

Uaire  du  cercle  vaut  trente-six  fois  le  segment  sous-tendu  par 
le  côté  de  l'hexagone  régulier  inscrit. 

L'aire  du  cercle  est  équivalente  à  celle  du  rectangle  dont  les 
dimensions  sont  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit,  et  les  neuf 
dixièmes  du  diamètre. 

L'aire  du  cercle  est  plus  petite  que  celle  du  triangle  rectangle 
dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  le  rayon  et  la  circonférence. 


(*)  Dans  l^ouvrage  ayant  pour  titre  :  Volkotnen  Praporlie  des  CirkeU 
diameier  ieghen  zynen  ronden  omloop. 

(**)  Cette  valeur  est  connue  sous  le  nom  de  Rapport  d'Adrien  Melius, 
L'article  de  M.  B.  dé  H.  a  été  résumé,  dans  la  Nouvelle  Correspondance  Ma-- 
thématique,  par  M.  Mansion. 

V.  2 
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C'est  à  la  suite  de  telles  propositions  qu'il  trouve 

TT  =  1/70  =  5,16227    .... 

Cette  quadrature  de  Sealiger  a  été  réfutée  par  Ludolph  van 
Ceulen,  J.  Errard,  Adrien  Romain  (dans  Touvrage  Àpologia 
pro  Archimedé)y  Ch.  Clavius,  Cataldi  et  Fr.  Vièle.     (J.  N.) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M  Neuberg  à  M.  Deivulf.  —  «  Dans  la 
livraison  de  septembre ,  de  la  N.  C.  Jf.,  vous  signalez  une  con- 
tradiction entre  un  théorème  de  M.  Folie  et  la  théorie  généra- 
lisée de  Tinvolution.  La  contradiction ,  si  je  ne  me  trompe, 
n*est  qu'apparente. 

1.  Voici  d'abord  une  démonstration,  assez  simple,  de  ce  théo- 
rème.  Soient 

p=p,p,  ..p„=0,  q  =  q,q,...q„  =  0, 
p'=p;p;...p:=o,  q'=q;q;...q:=o, 

les  équations  des  deux  systèmes  de  deux  polygones  conjugués 

(P,Q)  et  (?',  Q'),  inscrits  à  une  même  courbe  C  ,  du  nf*^  ordre. 

L'équation  de  C^  peut  se  mettre  sous  l'une  et  l'autre  forme 


d'où  Ton  déduit 


xP-i'P'  =  A*Q-f*'0'. 
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Chacun  des  deux  membres  de  celte  identitéi  égalé  à  zéro,  repré- 
sente la  même  courbe  G'n.  On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  deux  systèmes  de  deux  polygones  conjugués 
(P,  Q)  et  (P',Q')^  inscrits  à  une  même  courbe  Cn ,  du  n**"'  ordre, 
ks  deux  systèmes  des  deux  polygones  conjugués  (P,  P')et  (Q»Q') 
peuvent,  également,  être  inscrits  à  une  même  courbe  Cn,  du  n'*""' 
ordre. 

Supposons  maintenant  que  n  +  1  côtés  du  système  (P,  Q) 
rencontrent  n  -h  1  côtés  du  système  (P*,  Q'),  en  n  -i-  1  points 
situés  sur  une  même  droite  D.  Il  est  clair  que  la  courbe  €«  sera 
composée  de  la  droite  D  et  d'une  courbe  Cn-.i,du(n — 1)**** ordre, 
et  que  n — 1  autres  couples  de  côtés  se  couperont  également  sur 
D  (*).  Or,  c'est  là  précisément  le  théorème  de  M.  Folie. 

t.  Je  vais  maintenant  montrer  comment  le  même  théorème 
résulte  de  la  théorie  des  involutions.  Pour  plus  de  clarté,  je 
rappellerai  les  premiers  éléments  de  cette  théorie. 

Considérons,  sur  une  même  droite  D,  des  groupes  de  n  points, 
et  supposons  que  chaque  groupe  soit  défini  par  une  équation  du 
n**^  degré,  dont  les  racines  représentent  les  distances  des  points 
du  groupe  à  une  même  origine,  prise  sur  la  droite.  Soient 

a{x)  =  0,    p(x)=0 

les  équations  de  deux  groupes  quelconques  A  et  B.  Tous  les 
groupes  qui  sont  définis  par  Téquation 


(*)  Par  exemple,  quand  deux  quadrilatèrei  ÂBCD,  A'B'G'D'  sont  inscrùi 
dans  une  conique,  ti  trois  côtés  AB,  BG,  CD  du  premier  rencontrent  respectif 
vement  trois  côtés  A'W,  B'C,  CD'  du  second  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  .*  le  point  de  rencontre  des  quatrièmes  côtés  DA,  D'A'  est  situé  sur  la 
même  droite.  (Chasles,  Sections  coniques,  p.  iO.) 

A-t-on  déjà  remarqué  que  les  quatre  points  (A'B',  CD'),  (A'B',  CD), 
(BC,  D'A')  et  (B'C  DA)  sont  situés  sur  une  seconde  droite  (le  lieu  C„  _  i  de 
ci-dessus)? 
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dans  laquelle  ^  et  fx  sont  des  constantes  arbitraires,  sont  dits 
appartenir  à  une  même  involution,  du  n**^  ordre.  Un  point  quel- 
conque de  D  ne  peut  faire  partie  que  d'un  seul  groupe  de  Tinvo- 
lution,  et  il  suffit  pour  le  déterminer.  A  et  B  appartiennent, 
évidemment,  à  Tinvolution. 

Deux  groupes  quelconques  de  Finvolution  peuvent  être  substi- 
tués à  A  et  B  pour  la  déGnir.  Car,  soient 

r{x)=0,    r'(x)  =  0,    r"(x)=o 

les  équations  de  trois  groupes  quelconques  de  Tinvolution  ;  on  a 
trois  identités  de  la  forme 

« 

r  (x)=>a(x)  — /*^(x), 

r"(x)  =  x"«(x)-p"p(x). 

Si  Ton  élimine  entre  elles  les  polynômes  a(x)  et  P(x),  on  aura 
une  nouvelle  identité 

r"(x)  =  pr(x)-py(x). 

Il  en  résulte  que  deux  séries  de  points  en  involuHon  de  Vordre 
n ,  qui  ont  deux  groupes  communs^  sotit  identiques.  (J*énonce  ici, 
sous  une  forme  plus  précise,  le  théorème  sur  lequel  vous  vous 
appuyez  pour  contester  la  proposition  de  M.  Folie.) 

Plus  généralement  :  si  deux  séries  de  points  en  involution  de 
l'ordre  n,  ont  un  groupe  œmmun  C,  et  qtie  n  +  1  points  de  deux 
groupes  A,  B ,  de  la  première  série,  coïncident  avec  n  -i-  1  points 
de  d^ux  groupes  A',  B',  de  l'autre  série,  les  deux  séries  sont 
identiques  {*).  En  effet,  soient  : 

a(x)a'{x)=0,     p(x)(5'(x)  =  0, 
«(x)«"{x)=0,     plx)p"(*)  =  0 


(*)  Celle  proposilion  a-t-clle  déjà  été  énoncée? 


—  ai- 
les équations  des  groupes  A,  B,  A\  B';  a(x)  =  0  étant  celle  de  p 
points  communs  à  A  et  A',  P(x)  «=>  0  étant  celle  de  n  -h  t  —  p 
points  communs  à  B  et  B'.  Le  groupe  C  peut  être  défini  par  Tune 
ou  Tautre  des  équations  : 

X  'a  (x)  cl"{x)  -  pt'p  (x)  p"{x)  =  0. 

Par  conséquent,  on  peut  écrire 

a  {X)  [Xa'(x)  -  >'a"(x)]  s  ?  (x)  [f.p'  (x)  -  f*'  P"(x)]  ; 

et  les  p  racines  de  Téquation  a(x)  =>  0  devront  annuler  le  poly- 
nôme fAp'(^)  —  |ut'P"(«)>  qui  est  du  (p  —  1  )'*"•  degré.  On  en 
conclut  que  fJt(3'(a?)  est  identique  à  tt'(3"(x),  et  hdÇx)  identique 
à  Wa"(x).  Donc  les  groupes  A  et  B  ne  différent  pas  des  groupes 
A'  et  B'. 
De  là  résulte,  très-simplement,  le  théorème  de  M.  Folie.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Dewulf  à  M.  Neuberg.  —  «  Vous 
avez  raison:  non-seulement  deux  faisceaux  différents  peuvent 
marquer  une  même  involution  sur  une  droite,  mais  on  peut 
même,  étant  donné  un  faisceau  F»  et  x  droites,  trouver  un 
second  faisceau  qui  marque ,  «tir  les  x  droites ,  les  mêmes  invo- 
lutions  que  celles  qu'y  marque  Fn,  à  /a  condition  que  x  soit  infé- 
rieur à  ^^^.  En  effet ,  par  les  points  des  x  droites,  déterminés 
par  une  courbe  Cn  du  faisceau  Fn,  on  peut  mener  une  infinité  de 
courbes,  si  xn  est  <  "^"^^^ .  Soit  (p»  une  des  courbes  différentesde 
Cm.  De  même,  par  les  xn  points  déterminés,  sur  les  x  droites,  par 
uneautre  courbeC'n.du  faisceau  Fn,  onpeutmener  une  infinité  de 
courbes  d'ordre  n,  si  xn  est  <^^^~^ .  Soit  cp'n  une  des  courbes  dif- 
férentes de  C'n,  Les  deux  courbes  9»  etç'n  déterminent  un  fais- 
ceau qui  trace,  sur  chacune  des  x  droites,  des  involulions ayant 
deux  groupes  communs  avec  les  involulions  marquées  par  Fn^et 
qui,  par  conséquent,  se  confondent  avec  elles.  » 
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Extrait  d'une  lettre  de  M,  Le  Lasseur.  —  «...  pour  moi  »  qui 
ai  vérifié,  après  eux  (*),  leur  assertion ,  j'ai  mis  moins  de  vingt 
minutes  à  faire  cette  vérification. 

M.Prolh  ne  parle  pas  de  la  division  de  2^" -h  1  par  167  772 161  : 
j*ai  vérifié  également  ce  résultat ,  et  j'ai  employé  environ  deux 
heures  pour  cette  vérification.  Je  n*ai  pas  compris  ce  que 
M.  Prolh  ajoute  pour  2**  h-  1  ; ...  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  E.  Cesaro.  —  «Ce  théorème  (**) 
n'est  qu'une  transformation  du  théorème  suivant,  que  nous 
avons  déjà  démontré  : 

Si  Sn  est  la  somme  des  restes  du  nombre  entier  n ,  divisé  par 
chacun  des  nombres  entiers  qui  le  précèdenty  et  siJV  désigne,  sui- 
vant l'usage,  la  somme  des  diviseurs  de  k,  on  a 

S„  -^/i  -*-/2  +  ...  -^/n  =-  n«  »  (***). 


Note  du  Rédacteur.  —  Cela  est  vrai  ;  mais  comme  la  réciproque 
est  également  vraie ,  nous  avons  cru  pouvoir,  sans  faire  tort  à 
notre  jeune  Correspondant,  substituer,  à  son  énoncé,  un  énoncé 
plus  simple. 


{*)  MM.  Lucas  et  Pervouchine.  Fotr^dans  le  numéro  de  décembre^  la  lettre 
de  M.  Proth. 

(**)  Question  447.  —  La  somme  des  diviseurs  des  nombres,  i,  2,  3  ...  n^ 
Jgale  la  somme  des  plus  grands  multiples  de  ces  nombres,  non  supérieurs  à  n. 

(E.  C.) 

(•'*)  VoiriV.  C.  M.,  l.  IV,  p.  529. 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  333. 

Discuter  le  nombre  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  b, 

au  moyen  de  la  substitution  y  =  ^nj. 

(Jagobi.) 

Il  est  évident  que  toute  valeur  de  x,  comprise  entre  a  et  b, 
donne  pour  y  une  valeur  positive  ^  et  que  toute  valeur  de  x,  non 
comprise  entre  ces  limites,  donne  pour  y  une  valeur  négative.  Il 
n  y  a  donc  plus  qu'à  étudier  le  nombre  des  racines  positives  de 
1  équation  en  y,  obtenue  après  la  substitution;  c'est-à-dire  qu'il 
suffit  d'appliquer  ensuite  le  (héorème  de  Descartes. 

(A.  Laisant.) 


Questions  384,  43d. 

Ces  deux  énoncés  font  double  emploi.  Prenons  celui  qui  porte 
le  n*  3S4  : 

Le  sommet  A  cCun  angle  droit,  rigide,  se  déplace  sur  l'axe  OX. 
Un  coté  AC  passe  toujours  par  un  point  C  de  l'axe  OY,  et  l'autre 
côté  AB  est  de  longueur  constante.  On  demande  le  lieu  des  points 
d'intersection  M  de  AG  avec  OB.  (H.  Brocard.) 

Posons 

OC  =6,    AB  =  /,    BÂX  =  ACO  =  d. 

Prenons  C  pour  origine,  Cy  pour  axe  polaire,  et  écrivons  CM  =  r. 
On  a,  immédiatement 

6  —  r  sin  0  /  sin  $ 


rsine         6tge-i-/cose' 


d où  Ion  déduit 
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r      l 


6      6. 

j  sin  e  -f-  1 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  construire  et  de  discuter  la 
courbe.  (A.  L.) 


Qtiestioiui  41d«  43S* 

Encore  deux  énoncés  qui  font  double  emploi  (*).  Celui  qui 
porte  le  n""  435,  et  qui  nous  semble  plus  précis  que  Fautre,  est 
ainsi'conçu  : 

Par  un  point  M  d'une  conique  y  on  peut  faire  papier  trois  ctr- 
conférences  osculafrices  à  cette  courbe ^  en  des  points  P^Q^R.  Le 
centre  de\gravité  du  triangle  PQR  se  trouve  sur  l'un  des  axes  de 
la  conique.  (K.  Zàhradrick.) 

L'équation  de  Fellipse  étant 


a?' 


y' 


1, 


on  sait,  par  un  théorème  de  Joachimstal,  que  si  Ton  pose 
—  s=cos(py  et  si  une  circonférence  passe  par  quatre  points  de  la 
courbe  :  M^,  M2,  M3,  M4,  on  aura 

?i  ■*-  ?i  •*-  93  -♦-  9*  =»  2A*ir. 

En  supposant  que  la  circonférence  devienne  osculatrice , 
trois  points  M^^Ms»  M4  se  réunissent  en  un  seul,  et  il  reste 
(p^  -).  3(p'=a2A:7r^  en  appelan  1 9' la  valeur  commune  9)=  93=94. 


(*)  Prière,  à  nos  honorables  Collaborateurs,  de  vouloir  bien  ne  pas  pro- 
poser deux  fois  les  mêmes  questions.  (E.  C.) 
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Donc,  pour  le  point  P,  par  exemple, 

ç 5 

De  même,  pour  les  points  Q,  R  : 

2t»r-y,          „      2A;»r  -  y. 
ç g ?    =—5 

De  là  9  en  donnant  à  k  des  valeurs  entières  successives , 

costp'  -f-  C0S9"  -f-  C0S9'"  =  0, 

ce  qui  démontre  le  théorème.  II  resterait  à  l'étendre  à  Thy- 
perbole.  (A.  L.) 


Question  41T. 

Étant  donnée  une  feuille  de  carton,  ayant  la  forme  d'un  poly* 
gone  régulier  quelconque ,  en  faire  une  boite  dont  le  volume  soit 
maximum.  (Abbé  Gelin.) 

Il  s'agit  de  tracer  un  polygone  intérieur  dont  les  côtés  soient 
parallèles  et  partout  également  distants  de  ceux  du  polygone 
donné,  puis  de  relever  les  bords.  La  question  ne  présente  aucune 
difficulté»  soit  pour  les  polygones  réguliers,  soit  pour  le  triangle, 
soit  pour  tout  polygone  circonscrit  à  un  cercle.  Car,  en  obser- 
vant que  le  centre  du  cercle  est  en  même  temps  centre  d*ho- 
mothétie,  on  a,  en  appelant  S  Taire  du  polygone  donné,  s  celle 
du  polygone  intérieur,  x  la  distance  des  côtés,  a  le  rayon  du 
cercle  inscrit  : 

g       (a  —  ar)' 

Le  volume  étant  sx,  il  s'agit  donc  de  rendre  maximum 
X  (a  —  ac)';  ce  qui  donne  «  =  |. 

On  peut  se  proposer  de  résoudre  le  même  problème  pour  un 
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polygone  convexe  quelconque.  Si  x  représente  toujours  la  dis 
tance  des  côtés ,  P  le  périmètre  du  polygone  donné ,  p  celui  du 
polygone  intérieur  correspondant  à  x,  S  et  «  les  aires ,  on  a 

Mais,  en  construisant  la  figure,  et  en  observant  que  les  sommets 
des  polygones  intérieurs  sont  tous  situés  sur  les  bissectrices ,  on 
reconnaît  immédiatement  que  ^^  est  un  rapport  invariable  ik^ 
qu'on  peut  donc  déterminer  en  construisant  un  polygone  inté- 
rieur quelconque ,  dont  les  côtés  soient  équidistanls  de  ceux  du 
premier.  L*aire  s  prend  ainsi  la  forme  S  —  P  x  -♦-  Ax*,  et  le  volume 

devient 

Sx  —  Px»  -f^  Ax*. 

Le  maximum  sera  donc  donné  par  Féquation 

S  — 2Px-+.3ib;'=0 (I) 

Pour  abréger  y  nous  passerons  sous  silence  la  discussion  et 
rintcrprétation  des  résultats ,  ainsi  que  la  démonstration  de  ce 
fait,  que  la  condition  de  réalité  P'  >  3SA:  est  toujours  remplie. 
Cela  nécessiterait  peut-être  des  développements  assez  longs  et 
plus  qu  élémentaires. 

Nous  nous  contenterons  de  faire  observer  que,  pour  le  rect- 
angle dont  les  côtés  sont  6  et  c,  on  obtient  Téquation 

6c  — 4(6-^c)x +42x'=0; (î2) 

de  telle  sorte  que  nous  pouvons  ramener  le  problème  au  cas  du 

rectangle,  en  posant 

bc      2(6  +  c)_4 

?""      p  *' 

c'est-à-dire  en  construisant  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  dé- 
terminés par  réquation 

jfc-jt_2Pz-t-4S=0. 

(A.  L.) 
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Question  «IST. 

Soient  M  tin  point  d'une  courbe  (S) ,  C"  le  point  correspon- 
dant de  la  seconde  développée,  0  le  milieu  du  rayon  de  courbure 
en  M.  La  tangente  en  0,  au  lieu  géométrique  de  ces  milieux,  est 
perpendiculaire  à  la  droite  MC\  (Meiinesson.) 

Appelons  G'  le  centre  de  courbure.  Le  déplacement  élémen- 
taire du  point  0  peut  se  décomposer  en  un  déplacement  00|, 
suivant  le  rayon  de  courbure  MC  =  p,  égal  à  -|,  et  en  un 
déplacement  OO2,  normal  à  MC,  égal  h^da;  da.  désignant  Tangle 
de  contingence.  Or 

dp  ^  ce,  d« ,    p  =  CM. 

Le  triangle  OO^Os  est  donc  semblable  à  CMC";  ce  qui  établit 
la  propriété  en  question,  dès  qu*on  examine  la  figure. 

On  peut  appliquer  une  méthode  analogue  à  la  recherche  de  la 
tangente  au  lieu  du  point  0,  qui  diviserait  le  rayon  de  courbure, 
non  plus  par  moitié,  mais  dans  un  rapport  donné  quelconque. 
Et  si  Ton  suppose  ensuite  que  le  point  0  varie  sur  la  normale , 
toutes  les  tangentes  obtenues  de  la  sorte. sont  tangentes  à  une 
même  parabole  :  nous  nous  contentons  d'énoncer  cette  propriété, 
dont  la  démonstration  ne  serait  pas  difficile  à  établir  (*). 

(A.  L.) 


Question  43S< 


Le  centre  de  gravité  d'un  nombre  quelconque  de  points  maté- 
riels,  qui  décrivent  des  circonférences  dans  l'espace,  avec  une 


(*)  Si  une  droite  se  meut  dans  un  plan,  les  tangentes  aux  trajectoires  de 
tous  ses  points,  sont  tangentes  à  une  même  parabole.  (Ghaslbs.) 

Plus  généralement,  si  une  courbe  G  se  meut  dans  un  plan,  les  tangentes  aux 
trajectoires  de  tous  ses  points,  sont  tangentes  à  Vanti-podaire  de  C,  relative- 
ment au  centre  instantané  I.  (E.  C.) 
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même  vitesse  angulaire  ^  se  meut  sur  une  ellipse  ayant  pour  centre 
le  centre  de  gravité  des  centres  des  circonférences. 

Ce  théorème  a  été  proposé ^  dans  les  Nouvelles  Annales,  par 
M.  Genty;  j'en  ai  donné  une  solution  par  les  équipollences.  Mais 
je  n*avais  pas  fait  attention  que  Ton  peut  en  présenter  très-sim- 
plement la  généralisation,  et  établir  la  propriété  suivante  : 

Soient  plusieurs  points  matériels,  dont  les  mouvements,  par 
rapport  à  des  systèmes  d'axes  quelconques  (rectangles  ou  obliques) 
sont  déterminés  par  les  équations 

«  =  /"(0,  y =9(0»  «  =  4'U); 

les  unités  de  long^ieur  pouvant  même  différer,  non^seulement 
d'un  système  à  l'autre,  mais  aussi  d'un  axe  à  l'autre,  dans  le 
même  système. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  des  points  mobiles  sera 
déterminé  par  trois  équations  pareilles  aux  précédentes,  par  rap- 
port à  un  certain  système  d'axes  coordonnés. 

En  effet,  si  OA,  OB,  OC,  représentent  des  unités  de  lon- 
gueur, dirigées  suivant  OX,  OY,  OZ,  la  position  du  point  mobile 
M  sera  représentée  par 

OM=.OA./'(0  +  OB.9(0h-  OC.^{t). 

Écrivant  autant  d'équipollences,  analogues  à  eelle-ei,  qu'il  y  a 
de  mobiles;  ajoutant,  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  les  masses,  et  divisant  par  la  somme  des  masses,  on  trouve 

aQ=aG.f(t)  +  aU,(f(t)  h-  nK.vp(f); 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Q  est  le  centre  de  gravité  des  origines  0;  6,  H,  K  sont  les 
centres  de  gravité  des  points  A,  des  points  B,  des  points  C,  res- 
pectivement, en  supposant  que  ces  divers  points  soient  affectés 
de  masses  égales  à  celles  des  mobiles  correspondants. 

Cette  proposition  générale  a  de  nombreuses  conséquences, 
notamment  pour  les  courbes  semblables  parcourues  par  des 
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points  dont  les  positions  simultanées  soient  homologues;  pour 
les  eorps  pesants,  lancés  comme  l.^on  voudra,  d^autant  de  points 
qu*on  voudra,  à  la  surface  de  la  Terre,  et  dont  le  centre  de  gra- 
vité décrit  une  parabole. 

Ajoutons  que  :  1"*  si  Tun  des  centres  de  gravité  6,  H,  K,  coïn- 
cide avec  le  centre  de  gravité  Q  des  origines,  la  trajectoire  est 
plane;  2®  si  cela  se  produit  pour  deux  dVntre  eux,  la  trajectoire 
est  une  droite;  S"*  si  les  trois  centres  de  gravité  6,  H,  K  coïn- 
cident avec  û,  le  centre  de  gravité  des  points  matériels  reste 
immobile.  (A.  L.) 


Question  4L30. 

S» 


et 

A  H-  tB  =  («1  ^-  Ip.)  (a,  -*-  tpj)  (a,  -^  tp,)  ... , 

le  nombre  des  facteurs  étant  arbitraire,  on  a 

B                 Ô|  j3,  6, 

aretg-ssarctg h  arctg—  -*-  arclg  — -+-  ••• 

A  a^  aj  ag 

(J.  W.  L.  Glaishbr.) 
Celte  propriété  est  évidemment  lexpression  de  ce  théorème 
très-connu  :  «  Targument  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des 
»  arguments  des  facteurs.  >  (A.  L.) 

Même  solution  par  M.  E.  Gesaro  (*). 


Question  44G. 

Le  moment  (Pinertie  d'un  triangle j  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque, situé  dans  le  plan  de  la  figure,  égale  Vaire  du  triangle  ^ 

(*)  M.  £.  Ccsaro  nous  a  remis,  il  y  a  déjà  longtemps,  des  solutions  des 
Questions  359,  560,  370,  371,  392,  405,  417.  Le  manque  d'espace,  et  quel- 
quefois la  forme  de  la  rédaction,  nous  ont  empêché  de  les  publier. 

(E.  G.) 
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multipliée  par  la  moyenne  arithmétique  des  carrés  des  distances  ^ 
à  l'aocCf  des  milieux  des  côtés.  (G.  Gbsaro.) 

Soit  un  triangle  ABC  et  un  axe  ocy  situé  dans  son  plan. 
Menons  ÂAS  BB',  GC,  perpendiculaires  sur  xy;  et  soient 
AA'=a,  BB'=6,  CC'  =  c.  Menons,  en  outre,  BH  parallèle  à 
xy^  H  étant  le  point  où  cette  droite  coupe  la  droite  BC:  soit 
BH  a=  /.  Menons  enfin  une  droite  quelconque  parallèle  à  xy;  et 
soient  E,  F  les  points  où  elle  coupe  AC,  AB.  Si  l'on  désigne  par 
x  la  distance  de  cette  droite  à  xy^  on  voit,  sans  difficulté,  que  la 
différentielle  du  moment  d*inertie  du  triangle  ABH ,  est 

(x  — a)x'rfx. 


6-a 
Le  moment  d*inertie  de  ce  triangle  est  donc  : 

l        f\  ,  ,.        ,  r(6 -t- a)  (6«  +  a')  6»H-a6H-aM 

; /    (a?  — a)xVx=/   ^ a • 

h—aj    ^  '  L  4  3  J 

a 

On  verrait,  de  même,  que  le  moment  d'inertie  du  triangle  BHC 
est 

'L' 3 4 1 

La  somme  a  pour  valeur  : 

— — —  (a*  -♦-  6*  -f-  c'  -*-  6c  H-  ca  -4-  ah\ 

En  désignant  par  S  Taire  du  triangle,  par  <x,  (3, }/  les  dis- 
lances des  milieux  des  côtés  à  la  droite  xy^  et  tenant  compte  de 
la  relation 

on  voit  que  le  moment  d'inertie  du  triangle  est  bien 

S(a«  -♦-  p'  -4-  r ') 

■  • 

3 

V.  Jaiiet  , 

Professeur  au  Lycée  de  Toulouse . 
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QUESTIOHS  PROPOSÉES. 


449.  Si  une  sphère  est  inscrite  à  un  tétraèdre^  les  quatre 
points  de  contact  coïncident  quand  on  fait  le  rabatUment  intérieur 
de  trois  des  faces,  sur  la  quatrième.  De  plus,  le  point  commun  de 
contact  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par 
les  trois  rabattements  du  quatrième  sommet.      Hermart, 

capitaine  d' Artillerie. 

450.  Soient  N  un  nombre  impair^  A  le  nombre  des  chiffres  de 
la  première  période  de  la  fraction  ^ ,  réduite  en  décimales.  Si  A 
est  premier,  et  si  2A  -H  1  surpasse  l/K,  le  nombre  N  est  pre- 
mier. (F.  Proth.) 

451.  Si  le  nombre  ta*  +  1   est  premier,  la  division  de 

3*  —  3*  par  2*  —  3«  H-  1  donne  pour  quotient  entier  un  carré, 
et  pour  reste  encore  un  carré  (Je  =  2").         (F.  Proth.) 

45».  Si  l'on  a 

2* -4-  1  s=mp, 

les  nombres  m —  1  et  p  —  1  sont,  chacun,  divisibles  par  la 
même  puissance  de  2  (A;  =  2").  (F.  Proth.) 

45S.  Le  nombre  2*  +  1  est  premier  ou  composé ,  suivant 
quil  divise  ou  qu*il  ne  divise  pas  3  "  -4-  i(ft  =»  2**). 

(F.  Proth.) 

454.  Le  nombre  2^'  —  2*^  +  1  est  toujours  composé  (P  est 
premier,  et  supérieur  à  3).  (F.  Proth.) 

455.  Géométrie  descriptive.  I.  L*hyperboloîde  est  engen- 
dré par  la  droite  de  front  (ab,  a!b')  tournant  autour  de  la  verti- 
cale (o,  o„  o"). 

o6  =  0-,02,    oo'  =  0,06,    o'6'«0,04,    oV=0,04- 

Le  cylindre  a  pour  'trace  horizontale  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  aob  ;  la  droite  (a6,  a'b')  est  une  de  ses  génératrices.  On 
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demande  :  1®  de  trouver  l*inlerseelion  de  Thyperboloîde  et  du 
cylindre;  2*  de  représenter  Thyperboloîde  supposé  plein  et  exis- 
tant seul,  en  le  limitant  au  plan  horizontal  de  projection  et  au 
plan  symétrique  de  celui-ci  par  rapport  au  centre,  et  en  suppri- 
mant la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre. 

Pour  avoir  un  point  (m,  m')  de  Tintersection,  on  a  coupé  par 
un  plan  horizontal  p'  q\  et  on  a  projeté  les  deux  cercles  obtenus, 
sur  le  plan  horizontal  de  projection ,  à  Taide  de  projetantes  paral- 
lèles à  (abf  a'6');  le  cercle  situé  sur  le  cylindre  se  projette  sur  la 
trace  de  ce  cylindre  ;  le  parallèle  de  Thyperbololde  se  projette 
suivant  un  cercle  dont  le  centre  est  en  (r',  r)  et  dont  a  est  un 
point;  on  mène  ensuite  la  projetante  (nm^  n'm')  du  point  commun 
(n,  n')  jusqu'à  sa  rencontre  (m,  m')  avec  la  parallèle  p'  q'. 

La  tangente  (bim,  u'nt')  a  pour  trace  horizontale  Tintersection 
o  des  traces  horizontales  ruù^iuv  des  plans  tangents,  en  (m,  m'), 
au  cylindre  et  à  Thyperboloide. 

{Exameni  d'admission  àVÈcoîe  polytechnique*  —  iSTSJ 

456.  IL  On  donne  un  losange  ABGD,  dont  la  diagonale  AOC 
est  égale  à  20  centimètres  et  la  diagonale  BOD  à  12  centimètres. 
Le  plan  du  losange  est  horizontal  et  situé  à  3  centimètres  au- 
dessus  du  plan  horizontal  de  projection;  le  côté  AB  est  situé  dans 
le  plan  vertical  de  projection.  Le  losange,  en  tournant  autour  de  la 
diagonale  AG,  engendre  un  double  cône.  Le  cercle  circonscrit  au 
triangle  COD,  en  tournant  autour  de  AB,  engendre  un  tore. 

On  demande  de  représenter  le  double  cône,  supposé  plein  et 
existant  seul  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  située  au-des- 
sous du  plan  horizontal  de  projection,  ainsi  que  la  partie  com- 
prise dans  le  tore. 


BRHATIJM. 


Tome  IV,  p.  370,  dernière  ligne  :  au  Heu  de  : 

-  B6"  4-  C ,  lisez  :     h-  B6«  -  CcV 
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SUR  LA  FRÉQUENCE  ET  LA  TOTALITÉ 
DES  NOMBRES  PREMIERS; 

par  M.  H.  BnocARD. 

{SuiUf  voir  t.  V,  p.  1.) 


II 

Ces  détails  historiques,  extraits  de  Touvrage  de  M.  S.  Gunther, 
nous  ont  suggéré  Tidée  de  rechercher,  dans  les  Œuvres  de  Gausê, 
les  renseignements  à  Tappui  de  ceux  qui  précèdent.  On  pourra 
ainsi  constater  que  la  formule  de  Gauss  n'est  pas  encore  d'une 
perfection  absolue. 

Voici ,  en  effet ,  ce  que  Ton  trouve  dans  ses  Œuvres  com' 
plèles  (*)  : 

Ayant  eu  &  vérifier  une  formule  analogue  qui  lui  avait  été 
indiquée  par  l'Astronome  Encke,  Gauss  lui  adressa,  le  24  décem- 
bre 1849^  le  résultat  de  ses  comparaisons,  et  rappela,  incidem- 
ment, les  efforts  qu'il  avait  tentés  dans  cette  voie.  «  C'est  en 
1793  ou  1793  qu'il  commença  à  s'occuper  de  cette  question.  Il 
avait  bientôt  reconnu  que  la  fréquence  des  nombres  premiers 
est  en  relation  avec  la  transcendante^ j^—.  Il  n'avait  encore,  à 
sa  disposition,  que  les  Tables  de  Wég\,  datées  de  1796,  qui 
s'arrêtent  au  nombre  400  031. 

En  1811,  il  eut  communication  du  Crible  de  Chernac,  puis, 
plus  tard,  des  Tables  de  Goldsmitu  et  de  BuackHARDT.  »  En  voici 
un  court  extrait: 


n  Tome  II,  4876,  p.  Ui. 
V. 
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DEPUIS  1  JUSQU'A 

LES    TABLES 
UCDIfiCE5T 

PAB  LE  LOGAHITHME 
UTÈGBAL,  05  A 

ËCABTS 

500  000 

41  556 

41  606,4 

50,4 

i  000  000 

78  501 

79  627,5 

126,5 

1  500  000 

114  112 

114  263,1 

151  J 

2  000  000 

148  885 

149  054,8 

171,8 

2  500  000 

183  OIG 

183  245,0 

2â9,0 

5  000  000 

216  745 

216  970,6 

225,6 

nombres  premiers. 

pareieis. 

L'application  de  la  formule  proposée  par  Enckb  et  delà  formule 
de  Legendre  {*)  avait  conduit  Gauss  à  Tensemble  de  résultats 
dont  voici  le  tableau  comparatif: 


PAB  LA  FOBMCLE 
D*EMCRE. 

ÉCARTS 

PAR  LA  FORMULE 
DE  LECENDRE 

ÉCARTS 

41  596,9 

-^     40,9 

41  552,7 

—    25,3 

78  672,7 

H-  171,7 

78  545,2 

+     42,2 

114  374,0 

-\-  204,0 

114  180,1 

-+-     68,1 

149  233,0 

-+-  550,0 

148  975,8 

+     92,8 

183  495,1 

-+-  479,1 

185  175,1 

-^  159,1 

217  308,5 

-f-  563,5 

216  912,6 

-f-  167,6 

Gauss  constate  que  la  formule  de  Legendre  est  plus  approxi- 
mative. «  Ces  différences,  dit-il,  sont  encore  plus  petites  quavec 
rintégrale,  mais  elles  semblent  augmenter  avec  n  plus  rapi- 
dement que  les  précédentes;  de  sorte  qu'il  serait  bien  possible, 


(')  FORMULE  D'EKCKE. 

log .  a  V 
Lettre  ù  Gauss  (4  décembre  18 il)}. 


FORMULE  DE  LEGENDRE. 


n=s 


la— 1,08366 

Théorio  des  nombres  (t.  H,  p.  65). 


1 


55 


que  pour  une  série  beaucoup  plus  étendue,  elles  unissent  par  les 
dépasser.  »  Jusqua  présent,  le  fait  n'a  pas  été  vérifié,  et  Gauss 
ne  le  donne  qu'à  titre  de  conjecture  (*). 

Il  détermine  la  constante  numérique  par  la  condition  que  la 
formule  donne  les  mêmes  valeurs  que  les  Tables.  11  trouve  alors 
la  série  suivante  : 

1,09040     1,07682     1,07582     1,07529     1,07179     1,07297. 

Enfin,  dans  le  même  Recueil,  il  donne  ce  curieux  renseigne- 
ment :  La  26379*  centade  ne  renferme  aucun  nombre  premier, 
et  la  27050"  en  renferme  17  :  autre  preuve  de  Textréme  irrégu- 
larité de  la  position  des  nombres  premiers  {**). 


III 

Aux  noms  des  Géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  série 
de  Lambert,  il  faut  joindre  encore  ceux  d'ËiSENSTEiN  et  de 

SCIILÔMILCH. 

EiSENSTEiN  a  transformé  la  série  en  fraction  continue,  en  substi- 
tuant à  X,  4>ce  qui  donne  (Crelle,  1844,  t.  XXVII,  p.  195)  : 

^    x»» 1 


t'-1  — 


e*-i î!(flr^) 


,.«, î!(r-^) 


t^^i^  ''(^'-^)' 


«'- li- 


mais cette  expression  parait  plutôt  un  exercice  d'algèbre  qu'une 
transformation  avantageuse. 

ScHLôxiLCH  a  indiqué  une  modification  plus  essentielle,  qui 


(•)  Voir  Note  IV. 
(••)  Voir  Noie  V. 
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s^applique  à  l'hypolhèse  pard'culiére  où  x  diffère  1res -peu  de 
Funilé  : 

c-lt(l) 

C,  Gf^  C2  ...  désignant  des  eoeffieients  numériques,  déduits ,  à 
partir  du  second,  de  la  série  des  nombres  de  Bernoulii.  G  est  la 
constante  d'Euj.ER  :  0,  577  215  664  9  ; 


C»« 


C,= 


1.2.2       144' 

130/ 


1 


1.2.5.4.4       86  400' 


Cs= 


(fj 


1 


i.2...0.6       7  620  480' 


ScHLôsirLCH  déduit  2  de  Tidentitë 

f(z)  -+-  fi^^z)  -¥•  f{ôz)  -«-  — h  f(mz) 

=  ;f"  fiu)  du  +  i  [f{mz)  -  f{o)]  +  ^  [nmz)  -  /"(o)]  -  •• . 

0 

avec  les  conditions 

fonction  qui  a  une  grande  analogie  avec  celle  qu'on  rencontre 
dans  l'étude  de  la  formule  de  Stmimo  (*).  (Journal  de  Liouville , 
1863,t.  VIII,  p.99.) 


(•)  Voir  Note  VI. 
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IV 


La  monographie  de  M.  le  D'  Gûnther  indique,  en  particulier, 
les  travaux  exposés  dans  les  ouvrages  allemands.  Mais  Fauteur  ne 
s  est  pas  imposé  la  tâche  de  résumer  tous  les  travaux  accomplis 
dans  cet  ordre  d'idées. 

Les  publications  françaises  renferment  également  des  indica- 
tions utiles,  comme  le  montre  la  curieuse  formule  de  Legendre, 
dont  remploi  parait  justifié  par  une  approximation  d'autant  plus 
grande,  que  les  limites  entre  lesquelles  on  cherche  à  l'appliquer 
sont  elles-mêmes  plus  étendues.  Elles  contiennent  aussi ,  dans  le 
même  ordre  de  recherches,  de  précieux  renseignements  qu'il 
nous  a  paru  nécessaire  de  résumer,  parce  qu'on  y  trouvera  la 
solution  de  plusieurs  problèmes  très-imporlants,  qui  se  ratta- 
chent à  la  formule  de  Legendre  et  à  la  fréquence  des  nombres 
premiers. 

Une  grande  partie  de  ce  qui  va  suivre  est  tirée  du  t.  XVII  (1 852) 
du  Journal  de  mathématiques. 

Lejeune-Dirichlet  est  parvenu  à  démontrer,  par  une  brillante 
analyse,  que  :  Toute  progression  par  différence,  dont  le  premier 
terme  et  la  raison  sont  premiers  entre  eu,x,  renferme  une  infinité 
de  nombres  premiers,  ou  que  :  La  formule  ax  +  b,  ou  a  e/  b  sont 
des  entiers  donnés,  sans  diviseui^s  communs,  renferme  une  infinité 
de  nombres  premiers, 

M.  J.  A.  Serret  démontre  que,  dans  le  cas  où  la  raison  est 
8  ou  12,  le  théorème  de  Dirichlet  se  déduit  des  principes  les 
plus  élémentaires  de  la  théorie  des  nombres. 

Soient  N  un  nombre  quelconque,  et  2,  5,  5,  7,  11, ...  p,  les 
nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  N.  Posons 

A=(2.5.5.7.1i...p)*4.1,     B  =  (5.5.7.1l...|j)'-t-5, 
C=(5.5.7.H...p)*+2%       l)  =  (3.5.7.i1...p)«— 2. 
E=(2.3.5.7.11...p)*— (^.3.5.7.1i...p)'-4-l, 
F=(2.5.7.11...p)*-f-l,         G  =  (2.5.7.ir..p)'H-  3, 
H=::3(2.5.7.1l...pj»— 1. 
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Ces  nombres  ont,  respeciivemenl,  les  formes 

OU 

(*  -  3a%    «»  -+-  tt%     «'  +  3u«,    3«*  —  tt»; 

d  où  Ton  déduit  aisément  la  proposition  énoncée. 

Le  Besgue  a  remarqué  (t.  VIII,  p.  51)  que  le  théorème  sur  la 
progression  par  diiïérence  peut  se  déduire  d'un  théorème  d'EuLBR, 
dans  le  cas  particulier  où  la  raison  est  un  nombre  premier,  et 
le  premier  terme,  Tunité. 

Par  un  raisonnement  du  même  genre,  on  peut  prouver,  plus 
généralement,  que  :  Toute  progression  par  différence,  qui  com- 
mence par  l'unitéy  renferme  une  infinité  de  nombres  premiers. 

Quelques  années  plus  tard ,  des  considérations  sur  la  formule 
mx  +  r  ont  fourni,  à  Prouhbt^  1  occasion  de  résumer  en  quel- 
ques mots  rétat  de  la  question  des  nombres  premiers. 

En  rendant  compte  d'un  Mémoire  sur  des  démonstrations 
élémentaires,  relatives  à  la  théorie  des  nombres  premiers ,  par 
M.***,  Prolhet  s'exprimait  en  ces  termes  : 

«  L'auteur  se  plaint  que  nos  traités  d'Arithmétique  se  bornent 
à  enseigner  les  calculs  nécessaires  aux  besoins  de  la  vie,  et  il 
espère  qu'un  jour  viendra  où  on  y  trouvera  la  théorie  géné- 
rale des  nombres.  Gela  nous  parait  diflicile ,  car  la  théorie 
générale  des  nombres  est  loin  d'être  faite,  et  le  peu  que  nous 
en  savons  exige  la  connaissance  des  parties  les  plus  relevées  de 
l'analyse.  Après  ce  début.  M.***  énonce  des  propositions  qu'il 
croit  neuves  et  intéressantes,  comme,  par  exemple,  que  tous  les 
nombres  premiers  sont  de  l'une  des  formes  6n  db  1 ,  que  la 
formule  mx  -+■  r,  où  m  et  v  sont  premiers  entre  eux,  ne  donne 
pas  toujours  des  nombres  premiers ,  etc.  M.***  conclut  de  là  que 
la  formule  mx  -h  r,  qui  a  été  l'objet  de  tant  de  travaux,  méri- 
tait à  peine  l'attention  qu'on  lui  a  donnée. 

N.  B.  — «  Les  gens  qui  ont  ainsi  perdu  leur  peine  s'appelaient 
Lcgcndrc,  Dirichlct,  Gauss,  etc. 
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>  Tout  le  monde  sait  que  mx  +  r  ne  donne  pas  toujours  des 
nombres  premiers;  mais  démontrer  que  cette  formule  en  donne 
un  nombre  infini  est  une  chose  un  peu  moins  à  la  portée  du 
vulgaire.  »  (La  suite  prochainement,) 


SUR  LE  PLANIMÈTRE  POLAIRE  DE  M.  AMSLER; 


par  M.  G. -A.  Laisant  ('). 


Dans  le  Mémorial  de  l'officier  du  Génie  (n®  22),  M.  le  lieute- 
nant-colonel Peaucellicr  a  publié  une  Note,  fort  intéressante,  sur 
l'emploi  du  planimélre  polaire  dans  le  dessin  de  la  fortification , 
et  aussi  sur  les  méthodes  usitées  en  général  pour  la  détermina- 
tion des  quadratures  et  des  cubatures.  J'ai  pensé  que  des  notions 
extraites  de  cet  article,  et  concernant  Tappareil  de  M.  Amsier, 
seraient  de  nature  h  offrir  quelque  intérêt  aux  membres  de  la 
Société  des  sciences  physiques  et  naturelles.  L*appareil  en  ques- 
tion est,  en  effet,  assez  peu  connu  généralement  ;  et  cependant  je 
ne  crois  pas  qu'il  en  existe  beaucoup  qui  soient  plus  ingé- 
nieux comme  conception,  et  d'un  emploi  plus  simple  et  plus 
pratique. 


(*)  Cette  Note  a  déjà  paru  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des  sciences 
physiques  et  naturelles  de  Bordeaux  {^^  série,  t,  I,  p.  389,  1876).  Elle  a  été 
tirée  à  part,  mais  à  un  fort  petit  nombre  d^cxemplaircs.  Suivant  les  conseils 
de  plusieurs  personnes  J'ai  demandé,  à  la  rédaction  de  \9i  Nouvelle  Correspoti- 
danee  matlUmatique^  de  vouloir  bien  en  publier  une  reproduction,  qui  est 
absolument  conforme  à  la  rédaction  première.  Qu'il  me  soit  permis  de 
remercier  ici  M.  Catalan,  pour  Tempressement  qu'il  a  mis  à  accueillir  cette 
offre.  (L.) 
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Dans  la  présente  Noie,  ma  part  est  presque  nulle,  puisque  je 
n'ai  guère  autre  chose  à  Taire  que  d'ciposer  ce  que  le  lieutenant- 
colonel  Peaucellier  a  fort  bien  exposé  déjà.  Toutefois,  j'ai  cm 
devoir  changer  un  peu  la  forme  de  son  travail,  en  lui  donnant 
un  caractère  moins  technique,  et  en  en  retranchant  ce  qui  est 
relatif  aux  méthodes  générales  de  quadrature  et  de  cubature 
par  approximation.  Je  résume,  avec  moins  de  développement,  la 
partie  relative  aux  applications,  et  surtout  aux  applications  spé- 
ciales à  l'art  de  l'ingénieur  militaire.  D'un  autre  côte,  j'ai  cru 
devoir  donner  un  peu  plus  de  généralité  à  l'étude  du  principe 
du  planimèire,  laquelle  se  prèle  à  des  considérations  géométri- 
ques pleines  d'intérêt,  en  dehors  de  tout  emploi  pratique. 


PRINCIPE  DU   PLANIHËTRE   POLAinE. 

1 .  Supposons  qu'une  droite,  de  longueur  constante,  se  meuve 
dans  un  plan,  d'une  manière  quelconque,  et  revienne,  à  un  instant 
donné,  ft  sa  position  initiale.  Il  en  résulte  qu'à  cet  instant,  chacune 
de  ses  extrémités  aura  par- 
couru une  ligne  fermée. 

Uaîs,  avant  de  revenirà  cette 
position  initiale,  cette  droite, 
dans  son  mouvement,  aura  pu 
prendre  successivement  toutes 
tes  directions  possibles  sur  le 
plan,  ou  bien  elle  aura  oscillé 
entre  deux  directions  limites.  Il 
pourrait  même  arriver  qu'elle 
eût  parcouru  p/tMteiir« /bu  tous 
les  azimuts;  mais,  pour  plus 
de  simplicité,  nous  laissons 
complètement  de  cdté  cette  hy- 
pothèse, qui  est  d'ailleurs  d'un 
usage  assez  rare  dans  la  pratique,  et  ne  donne  lieu,  lorsqu'elle 
se  présente,  à  aucune  difficulté  réelle. 
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t.  Prenons  le  premier  cas,  c*est-à-dire  celui  où  la  droite  a  fait 
un  tour  entier,  indépendamment  du  déplacement  de  son  extré- 
mité, et  représentons-la  dans  deux  positions  infiniment  voisines, 
en  ÂB,  Af  Bf.  Désignons  par  a  l'aire  de  la  courbe  fermée,  décrite 
par  lexfrémité  A,  par  ^  Taire  de  la  courbe  fermée,  décrite  par 
Textrémilé  opposée  £•  Soient  en  outre  :  /  la  longueur  constante 
de  la  droite  AB,  u  Fangle  de  cette  droite  avec  une  direction  fixe 
arbitraire. 

Prenons  un  point  fixe  quelconque  0  sur  le  plan ,  et  traçons 
OA,  OB,  OAi,  OBf.  Menons  A|G  égale  et  parallèle  à  AB;  tra- 
çons aussi  BG,  CB|.  Appelons  enfin  o-  Taire  du  triangle  OAB, 
et  e  la  distance  des  deux  droites  parallèles  AB,  A^G. 

Nous  avons  : 

OBBi  ^  OA,B,  =  OAA,  4-  AAtCB  -^  A,B,C  -f-  OAB  -i-  BC'B, 
OBB,  --  OAA,  =  AA.CB  ^-  A,B,C  —  (OA,B|  —  OAB)  +  BCB,. 

Mais  il  est  aisé  de  reconnaître  que  BCB|  est  un  infiniment 
petit  d'ordre  supérieur  au  premier;  de  sorte  que  ce  terme  peut 
être  effacé  de  Téquation  précédente,  laquelle  devient 

t 

dp  — da  =  /t' -♦- -  Wfi  —  rf<r (\) 

en  vertu  des  notations  ci-dessus. 

Si  nous  intégrons,  en  désignant  par^^e  la  somme  de  toutes  les 
distances  infiniment  petites  e^  il  vient 

carydu  »=  in,  en  vertu  de  Thypothèse  d'après  laquelle  la  droite 
a  fait  un  tour  entier,  eij'dd  =s  0,  puisque  la  droite  revient,  fina- 
lement, à  sa  position  primitive. 

Maintenant,  pour  déterminer  A,  supposons  que  la  droite  AB 
soit  une  Uge  rigide,  et  que  sur  cette  tige  comme  axe,  en  un  point 
quelconque,  on  ait  monté  une  roulette  R,  qui  glisse  sur  un  plan 
rigide,  parallèle  à  celui  du  déplacement  de  la  droite  AB.  Lorsque 
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cette  droite  glissera  dans  le  sens  de  sa  longueur,  la  roulette  ne 
tournera  pas.  Si  la  droite  se  transporte,  au  contraire,  parallèle- 
ment  à  elle-méme,la  roulette  tournera,  et  Tare  décrit  par  un  point 
quelconque  de  sa  circonférence  sera  égal  au  déplacement  normal 
de  la  droite  AB.  Enfin ,  si  la  droite  tourne  autour  d*une  de  ses 
extrémités,  le  déplacement  d'un  point  de  la  circonférence  de  la 
roulette  sera  égal  à  Tare  décrit  par  le  point  R  de  la  droite,  sur 
lequel  tombe  le  centre  de  la  roulette. 

Si  donc  nous  appelons  p  la  longueur  AR,  D  le  déplacement 
total  d*un  point  de  la  circonférence  de  la  roulette,  à  la  fin  du 
mouvement,  nous  avons 

d'où 

et,  par  conséquent, 

p-a  =  /D4-T(i«  — 2/p) (2) 

Ainsi  ladifiercnce  des  aires  des  deux  courbes  fermées  (A)  et  (B), 
diminuée  d'une  quantité  constante  t  (P  —  2/]Ei),est  égale  au  pro- 
duit de  la  longueur  de  la  droite,  par  le  développement  de  la 
roulette. 

Si,  en  particulier,  la  roulette  a  été  placée  à  moitié  de  la  lon- 
gueur de  la  droite,  /=:  2p;  et  il  reste  simplement 

Remarque.  Nous  avons  du  supposer  un  cas  particulier  pour 
faire  la  figure  sur  laquelle  reposent  les  raisonnements  qui  pré- 
cèdent; mais  le  lecteur  se  convaincra,  sans  peine,  que  les  conclu- 
sions ci-dessus  subsistent  dans  toute  leur  généralité,  quelle  que 
soit  la  disposition  des  diverses  parties  de  la  figure,  pourvu  qu'on 
ait  égard  aux  conventions  habituelles  sur  les  signes  des  angles  et 
des  aires. 

S.  Passons  maintenant  au  second  cas  :  celui  où  la  droite 
revient  à  sa  position  première,  après  une  suite  d'oscillations  entre 
deux  directions  limites. 
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La  même  figure  nous  servira»  et  nous  aurons  encore  l'équa- 
tion  (1).  Mais  en  Fintégrant,  à  cause  dey*(iM  ==s  0»  il  restera 
simplement 

Dailleurs 

dD  =  s  -{-  p.du, 

comme  ci-dessus  ;  d  où,  par  intégration, 

Donc 

p  — tf=i.D (3) 

Dans  tous  les  cas^  le  développement  total  de  la  roulette  R  nous 
permet,  on  le  voit,  d'évaluer  la  différence  des  aires  fermées,  dé- 
crites parles  deux  extrémités  delà  droite  mobile. 

4.  Si  la  ligne  fermée,  parcourue  par  l'extrémité  A,  vient  à 

s'aplatir  progressivement  jusqu'à  se  réduire  à  un  arc  de  courbe, 

a  =3  0,  et  il  vient  : 

dans  le  premier  cas, 

p  =  fD-^  t(/*  — 2/p); (4) 

et,  dans  le  second, 

p  =  (D (5) 

ft.  La  théorie  précédente  est  principalement  fondée  sur  la 
considération  des  infiniment  petits  e  et  dD,  liés  entre  eux 
comme  on  vient  de  le  voir  :  t  pourrait  être  appelé  déplacement 
normal  élémentaire  de  l'extrémité  A ,  et  dD,  déplacement  normal 
élémentaire  du  point  quelconque  R  de  la  droite. 

II  est  visible  que  dD  se  réduit  à  e  lorsque  R  vient  en  A;  au 
contraire,  lorsque  R  coïncide  avec  B,  dD  =  e  -4-  /.dti. 

Dans  le  second  cas,  le  développement  D  est  indépendant  de  la 
position  du  point  R  sur  la  droite.  Ainsi  le  déplacement  normal 
total  est  le  même  pour  tous  points  d'une  droite  qui  revient  à  sa 
position  première  sans  avoir  fait  un  tour  complet. 

Dans  le  même  cas,  (î — a  =  LD.  On  aurait,  aussi, (3' — <x=l'D, 
et  5^  =  2^^;  donc  les  différences  des  aires  décrites  par  deux 
points  quelconques  de  la  droite  mobile,  sont  proportionnelles  à 
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la  distance  qui  les  sépare.  Si  L,  M,  N  sont  trois  points  équi- 
distants  sur  la  droite,  décrivant  des  courbes  fermées ,  dont  les 
aires  soient  i,  fx,  v,  on  aura  (*=  ^^;  etc. ... 

Mais  nous  ne  voulons  pas  pousser  plus  avant  ces  considéra- 
tions exclusivement  théoriques;  nous  avons  tenu  à  indiquer, 
simplement  y  quelques  conséquences  de  Tingénieuse  conception 
senant  de  base  à  la  théorie  du  planimèlre  polaire  de  M.  Amsler. 

(La  suite  prochainement.) 


• g.. 


DEMOHSTRATIOH  ELEHEHTAIRE  DE  LA  FORMULE 

DE  STIRLIHGi 

d'après  M.  J.  W.  L.  GuLiian,  F.R.  S  , 
par  M.  P.  Marsiox,  professear  à  l'UniTersilé  de  Gand  (*). 


Formule  fokdamentale. 
Considérons  l'expression 

■A')=(:-^:r(iH)"-(i^;^r' 


(')  Proof  of  StirHng's  Thcorcm,  by  J.  W.  L.  Glaisoer  F.  R.  S.  (Quarlerly 
Journal  of  Malhematics,  n«  57,  4877,  pp.  57-63).  Addition  by  Professor 
Catley  (/6id.,  pp.  65-64).  Nous  complétons  la  démonstration  des  savants 
anglais  en  prouvant  que  1.^.3....  n  est  compris  entre  les  deux  valeurs  appro- 
chées trouvées  par  eux.  Du  reste,  le  principe  qui  donne  la  formule  fonda^ 
mentale  peut  servir  à  trouver  les  valeurs  d'un  grand  nombre  de  produits 
indéfinis. 
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Prenons  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres  : 


,             ,3,5                          ^         "In-^i 
\f(x)=z\ H-5l H-...4-(î2/i-i-1)l 

X  ^  X  ^  X 


3  5  2n  H-  i 

Développant  ehaeun  des  logarithmes  en  série,  par  la  formule 
connue,  on  a  : 

[i  X*  \  xf  n 
— I-  — h ...  I 
3  5«       5  5*  J 


En  parliculier 

ou 

si  Ton  pose 


^r1       x'  1       x«  1 

L3(2n-f1)'      5(2»-f.l)*         J* 

|/-(i)  =  2n-^2M, 
11        1  1 


ri  1       11  n 


rM       11         -1 

Ls  5*       5  5*          J 
-♦- 

ri  1  11  1 

•4-    I  .«  Il  ■   -    —A—   -  — — —    — 4-    •  •  •    I  • 

L5(2»n-1)'       5(2/1  +  1/  J 

D'autre  part,  Texpression  qui  définit  f(x)  devient,  pour  x  «»  1 , 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  f(i)^  on  trouve  : 

(1.2.3.  ...n)' 
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Mais 
donc 

Nous  allons  prouver  que  le  dernier  facteur  est  compris  entre 
1^2^  et  Kaï^eîs. 

II 

Valeur  approchée  de  u, 

La  quantité  u  est  la  somme  de  n  séries.  La  première, 

11        il       i  i 

3  3*       5  3*      7  3*  • 

est  moindre  que 

3L3'*"*"5*'*"3'"*"'J""3  3'— 1  ""êVi      4/' 
Lcs(n  -—  1)  suivantes  sont,  respectivement,  moindres  que 

gU      6/'     6  U      8/'     ""'     6  Un      2«-+-2/' 
La  quantité  ti  est  donc  inférieure  à 


1^/1  1      \  ^ J 1^ 

6  la""  2n-^2/  ~"i2      12n 
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Considérons  maintenant 

ri       1  i       i  n 

M   SES  I -4- -4-    ...    I 

L3(2n-t.3)«      5(2w4-3)*  J 

ri         i  i         i  -| 

"*■  L3  (2n  -t-  5)*  "*■  5  (2n  -t-  5/  "*^  "  J 

"*"  13  (2n  -f-2f)  -^  i)*  "*"  5  (2«  -f-  2p  h-  i)*  "*"  "' J 
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On  trouve  sans  peine,  comme  ci-dessus, 

»<i(-J '. ). 

6  Vin  -f-  a      î2«  -♦-  2p  -4-  2/ 
Par  conséquent 9 

^  6  \2      2n  +  2p  -♦-  2/ 

Si,  n  étant  fixe,  je>  croit  indéfiniment, u  +v  tend  vers  une 
limite  G,  indépendante  de  n  et  de  p,  et  inférieure  à  ^.  En  même 
temps,  V  tend  vers  une  limite  plus  petite  que 

6  2n  ■♦-  2 "^  12/i  H-  12  ~"  T2n  \  -ni' 
A  cause  de  lim.  t;  =  G  —  u ,  on  a  donc 

c  est-à-dire,  si  n  est  supérieur  à  1, 

14  1 

—  C<  —  ti<— Ch r -♦-  --— :  — etc.; 

^  i2w      12n»       12/»' 

et,  si  n  =  1  : 

^  ^  24 

Ces  inégalités  vont  nous  en  donner  d'autres,  plus  importantes. 

III 

Valeur  approchée  de  (n  -4-  J)  1  (1  -f-  A)  —  u. 

On  a,  n  étant  égal  ou  supérieur  à  1, 

\3      2.2/ «»       U       2,5/»»       \S       2.4/ M* 

i  1  3 

=  i  -\ : :  H 7  —  clp.; 

12«»       12«'       40«* 
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car  le  terme  général  du  second  membre  est 


U L]l= 

\Jk  -4-  !        ni  n' 


A—! 


1 


n(k-^\)  n* 


Même  pour  n  =  1 ,  les  termes  de  ce  développement  vont  en 
décroissant,  en  valeur  absolue,  à  partir  du  troisième.  En  effet» 
le  rapport  de  deux  termes  consécutifs,  pris  positivement,  est 

quantité  inférieure  à  Tunilé,  si  k  est  égal  ou  supérieur  à  3.  On 
peut  donc  écrire,  même  pour  n  ==  i , 


\        2/     \         ni  <2n*      i2 


2/i"       40n* 


—  etc. 


Par  suite  (11)  : 

1-C<(n^l)l(l^l)-.<I^CH-^ 


i2M 


11?: 


tt» 


\i2      40/ «*      \I2      13/n» 


Le  terme  général  de  la  série  u?  est 

A  étant  au  moins  égal  a  4.  Le  rapport  de  deux  termes  consé- 
cutifs, pris  positivement, 

JA_-j^)(ifc  — 2) *(*:-♦- 1)   i  k{k-\)     1      /  6      \l 

(fc  —  2)  (* — 3)  (fc  T"l  )  {k  H-  2)  n  ~"  (fc4-2)(*-.3)n  "~  V  "*"  ^«-A  -  (>/  »  ' 

va  sans  cesse  en  diminuant,  si  k  augmente.  Lorsque  n  «  2,  il 
est  égal  à  1,  pour  k=:i;  inférieur  à  1,  pour  les  autres  ^'aleurs 
de  k.  La  série  w,  dont  les  termes  vont  toujours  en  décroissant, 
en  valeur  absolue,  et  sont  alternativement  positifs  et  négatifs, 
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a  donc  une  somme  positive.  Par  conséquent,  n  surpassant 
Tunité  9  on  a 

l-C<(n+-)I(l  -^  J-ti<i-C-^— . 
\        2/    \        ni         ^  12n 

La  même  propriété  subsiste  pour  n  «si.  On  a,  dans  ce  cas, 
comme  le  prouve  un  calcul  direct,  à  cause  de  12  =  0,69315  : 

.<(«H.l)l(lH-i)<<,04<i-».'l; 
puis 

*-C<(„^l)l(i-.i)-«<i-C^l. 


Donc,  pour  toute  valeur  entière  de  n, 


\        2/  V        ni  iS 


0 
2n 


0  étant  compris  entre  0  et  1 . 


IV 

Détermination  de  la  constante. 

D*aprës  le  paragraphe  précédent,  la  formule  fondamentale 
devient 

ou,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  et  posant 
i— C  =  G: 

I(1.2.3...ti)-G4.(nH-i)ln-n+^-^.     .     .    (1) 

De  même,  6'  étant  compris  entre  0  et  1, 

1(1 .2  .3...2W  — 1 . 2n)  =  G  +  Un  -h  - )l2n  —  2n  h-  —-r- » 
^  \  2/  12.2n 

V.  4 
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OU 


l(i  .2.3  ..  2n— i  .2n)==G  +  f2n  -».-jln  +  fsn h-- jl2-2n-i- 


Un 


.(2) 


Ajoutons,  aux  deux  membres  de  Tégaliié  (1),  l(2")  =  n(l2); 
il  viendra 

1(2. 4.  G  ...  2n)  =  G  -4-  In  -hijln  -h nl2  -  n  -4-  -^  .     (3) 

Donc,  par  soustraction, 

l(l.3.5...2n— i)=nln+  (n  +J|2  — n  +  -- ;  .    (4) 

puis  : 

If )  =  G-f-  ~ln 12  + —; — .    .    (5) 

Vi.3.5...2;rrTy  2  2  24n  ^^ 

Doublons  les  deux  membres  de  la  dernière  égalité,  puis  retran- 
chons l(2n)  ==  In  -f- 12.  Le  résultat  est 


,/2.2.4.4.6.6...2n— 2.2w  — 2.2n       \  4e  — e' 

1  =2G~212  -^——.(6) 

\l.3.3.î{.5.7...2n— 3.2n-i.2n-l/  *2n 

Si  n  croît  indéfiniment,  on  a,  d'après  la  formule   de  Wallis, 
(Duhamel,  Calcul  intégraly  n®  69;  Serret,  Trigonométrie,  n*  188), 


n      ,.     2.2.4.4... 2n--2.2n 
2  1.3.3.5...2n  — 1  .2n— 1 


La  relalion  (6)  donne  donc 


—  2l2, 


ou 


G=l2-^lQ  =  ll^- 


Par  conséquent, 


gG^gl-c^g/^ar 


l/i^; 


—  Si  - 
et,  finalement, 


1.2.3...n  =  l/2itin»c  ****•; 


ee  qui  est  la  formule  de  Stirling,  sous  sa  forme  élémentaire. 

M.  J.  Serret  a  donné,  de  eette  formule  célèbre ,  une  démon- 
stration très-élégante  (*),  qui,  de  même  que  la  précédente, 
repose  uniquement  sur  la  formule  deWalIis,et  le  dévelop- 
pement de  I  (1  -^  x)  en  série,  pour  x*  <  1  ;  mais  elle  est  moins 
naturelle,  et  le  principe  en  est  moins  fécond.  Toutes  les  autres 
démonstrations  sont  basées  sur  des  recherches  très-délicates, 
relatives  à  la  théorie  des  intégrales  définies.  La  plus  simple, 
insérée  par  M.  Liouville  à  la  fin  des  Leqons  d'Analyse  de 
Navier  (**)  est  loin  d  être  rigoureuse;  et,  quand  on  y  fait  les 
modifications  nécessaires  pour  la  rendre  inattaquable,  on  lui 
fait  perdre  son  caractère  élémentaire. 

Notes  du  Rédacteur.  —  I.  Cette  démonstration  élémentaire 
est,  on  doit  Tavouer,  longue  et  difficile.  De  toutes  les  démon- 
strations de  la  formule  de  Slirling,  la  plus  simple,  sans  contredit, 
est  celle  que  M.  Serret  a  insérée  à  la  suite  du  Calcul  intégral  de 
Lacroix  (1862,  t.  II).  On  en  trouve  une  autre,  plus  complète, 
dans  les  Mélanges  mathématiques. 

II.  Si  nous  avons  publié  la  Note  de  M.  Glaisher,  c  est  à  cause 
de  la  formule  fondamentale.  Comme  le  fait  observer  M.  Mansion, 
ridée  du  savant  Géomètre  anglais  est  souvent  applicable.  Parmi 
les  produits  indéfinis  remarquables,  citons  seulement  celui-ci  : 


2  /4\  i  /6^\i  /10.i2.U.16\l 


dont  la  limite  est  le  nombre  e  (***). 


(*)  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral;  t  II,  pp.  206-313. 

(**)  Réêumé  des  Leçons  d'Analyse  données  à  T  École  polytechnique  ^  par 
M.  Navier,  suivi  de  Notes  y  par  M.  J.  Liouville;  Paris,  Carilian-Gœury  et 
y*  Dalmont.  iSiO;  t.  II,  Note  IV,  pp.  332-339. 

(***)  Sur  la  constante  d'Euler  et  la  fonction  de  Binet  (JouaNAL  de  Rbsal,  t.l). 
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III.  D'après  les  dernières  formules  des  paragraphes  Ili  et  IV  : 

li".[{«H-î)l(lH-i)J-lia.«=l_C  =  ll(2,). 


Mais  : 


liml  n\{\  -+-1]     =le=:=^    Hm    I  (i  -i-i)     =0; 

donc 

liintf  =  i  —  il(iir). 
ou  bien 

^=iL3(2ii  -f  iy  ■*"  5(2n  +  4)*  "**  7(2n  +  1)'  ■*"  "  j""  *  -*/(2»-). 

Ainsi,  la  «me  doublet  contenue  dans  le  premier  membre,  a  une 
limite  remarquable. 

IV.  Pour  la  transformer  en  série  simplcy  il  suffit  d'employer 
la  formule  connue 

55 -*■  F' ■^^•*- '••==-•  *=^^-'-L2:::2r' 

dans  laquelle  B^p-i  est  le  p'  nombre  de  BernouUi.  On  trouve 

r_  1  ^  B/^in^^il .  r-1  _  B^lzzl^] 

L     3  1.2.5   J       L     5      ^1.2.3.4.5j 

etc. 

V.  La  formule  de  Siirling,  complète,  esi,  comme  Ion  sait, 

i  .2.5 ...  n  =  n^t^i^l^  (  I  h-  f  J  , 
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En  ayant  pour  limite  zéro.  De  plus, 

1    r2/i-4-i   2n-t-1     2n-t-3     li     r2n-t-2         4n   li 
V/^L     2»       2«-t-2     2w-h2      J       L2n-*-l       in-lJ 
r4«-*-2  8/»    ni  ,,. 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  304. 

Démontrer  que  :  1®  les  surfaces  représentées  par  les  équations 

X*      if      z^  a"      ô«      r' 

admettent  huit  points  de  contact,  si  la  condition 

a        p        y 

abc 

est  remplit^;  2"  si  l'on  mène,  en  ces  points,  les  plans  tangents, 
on  détermine  un  corps  dont  les  faces  opposées  sont  semblables  et 
parallèles^  et  dont  le  volume  a  pour  expression 

4  {abc)  i 
3  {aprY 

(TODHUNTER.) 

Les  plans  tangents  à  ces   surfaces  ont  respectivement  pour 
équations  : 

Xx       Yy       Zz_  a|X      ^      'y^_ 

^■*"ir»"*"  ?■""*'    x'  '^Y"^  ^'  " 

X,  y,  z  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

(')  Journal  de  Resat,  tome  I,  p.  253. 
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Ces  équations  sont  identiques  si 

a:*=oV,    y'=Vp\    z'^ày^ 

les  valeurs  de  x,  y  et  z  tirées  de  ces  équations,  combinées,  cor- 
respondent à  huit  points  qui  appartiennent  aux  deux  surfaces,  si 
la  condition  indiquée  est  remplie. 

La  figure  en  question ,  symétrique  par  rapport  aux  axes ,  se 
décompose  en  huit  (rièdres  trirectangles  égaux.  Le  plan  tangent 
à  rellipsoïde,  au  point  représenté  par 

détermine,  sur  les  axes,  des  segments  égaux  à 

ai       6j       c£ 
ai'      Pi'     yi* 

Le  volume  demandé  est  donc 

4  (a6c)t 

3(apy)4 

BOHBLED, 
ÉIcTe  à  rÉcole  des  miDes  (Liège). 


Question  308. 

Trouver  une  courbe  qui,  tournant  autour  d'un  point  fixe,  ren- 
contre  une  droite  fixe  sous  un  angle  constant.  (Courbe  théorique 
des  cisailles  de  tôle.)  (H.  Brocard.) 

Supposons  le  mouvement  inverse ,  la  rotation  amenant,  non  le 
point  M  de  la  courbe  en  M',  sur  la  droite  AB,  mais  le  point  M' en 
M,  AB  tournant  autour  du  point  fixe  0,  de  manière  à  rester  tan- 
gente à  la  circonférence  dont  le  rayon  et  le  centre  sont  OA,  O. 
On  voit  que  la  courbe  est  une  trajectoire  des  tangentes  à  ce 
cercle.  Pour  en  trouver  Téquaiion,  prenons  pour  pôle  et  pour  axe 
polaire  le  point  0  et  la  droite  parallèle  à  AB;  puis  faisons  0A«=1. 
L'angle  constant  est  la  difierence  des  angles  de  la  tangente  et  de 
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AB  avec  le  rayon  vecteur  n.  Donc  : 
u  i 


=  m,     (f«  =      .    .       — -au. 


1  ,       ^  v(i/;7irï-m) 

Posons  ti*  =  (1  H-  z*).  Il  vient  : 

w»  =  n :r-r :  (fz  =  m 


d  OÙ  : 


«  4-  cons^  =  ml  (z  —  m)  -♦-  arc  tg  z 

=  ml  (v^  tt*  —  1  —  Ml)  -♦-  arc  cos  -  • 

u 

(BOMBLED.) 


Question  360. 

Si  les  nombres  u^,  u^,  U5...  Un,  continuellement  croissants,  ten- 
dent vers  une  limite  finie,  la  série 

Ui  —  tii4-  tij»»'  db  u„  =p..» 
est  indéterminée,  (E.  C.) 

Ce  théorème  se  démontre  à  très-peu  près  comme  celui-ci^  qui 
est  bien  connu  :  une  série  dont  les  termes,  alternativement  posi- 
tifs et  négatifs,  décroissent  continuellement,  en  tendant  vers  une 
limite  finie^  est  indéterminée  (*)• 

Sur  une  ligne  Ox,  portons,  vers  la  droite»  une  longueur  OA, 
proportionnelle  à  u^;  puis,  vers  la  gauche,  A^A2  proportionnelle 
à  u^;  puis,  vers  la  droite,  A51A3  proportionnelle  à  u^;  et  ainsi  de 


(*)  Catalan.  Coun  d'Analyse, 
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suite.  OA)  rcprésenlc  la  valeur  du  premier  terme»  OA^Ia  somme 
des  deux  premiers,  OA3  celle  des  trois  premiers  ;  etc.  En  général, 
OAc|»_-^  représente  la  somme  des  2n  —  1  premiers  termes,  el 
0A2n»  celle  des  2n  premiers.  Chacune  de  ces  sommes  est 
moindre  que  la  valeur  A2ii-iA2n9  dont  la  limite  est  finie.  Ainsi 
la  série  n'est  pas  divergente.  Elle  n'est  pas  non  plus  conver- 
gente, puisque  le  reste  ne  tend  pas  vers  zéro.  C'est  ce  que 
montre  la  construction.  La  différence  des  sommes  à  indices 
pairs  et  des  sommes  à  indices  impairs,  serait,  à  la  limite, 
proportionnelle  à  la  droite  qui  représente  limite  de  Un. 

(BOMBLED.) 


Question  3TO« 

La  somme  des  produits  cp(N)  —  là  ^(N)  —  1 ,  de«  (p(N)  no^n- 
bres  premiers  à  N^  et  iton  supérieurs  à  N,  est  divisible  par  N. 

(Mennesson.) 

On  obtient  tous  ces  produits  en  excluant  successivement,  du 
produit  total  «t^a3...<x^(N)>  chacun  des  9(N)  nombres  qui  y 
entrent;  or,  tous  ces  nombres  peuvent  se  grouper  deux  à  deux, 
de  sorte  qu'à  tout  nombre  a^,  il  en  corresponde  un  autre  oç,  tel 
que  op  H-  oç  =  N  :  la  somme  des  produits  correspondant  à 
chaque  couple  est 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque. — 11  existe,  pour  tous  les  théorèmes  sur  les  fonctions 
symétriques  des  nombres  a^,aj,a3,...a^(N),une  méthode  générale, 
basée  sur  ce  que  les  nombres  N  —  «j,  N  —  «2»  N  «j,...  N  — a^^^^ 
sont,  dans  un  certain  ordre,  égaux  aux  nombres  a^,  ^9.-oe^(H);  ce 
qui  permet  d'écrire  l'identité 
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f  représentant  une  fonction  symétrique  :  en  faisant  varier  la  forme 
de  cette  fonction,  on  obtient  différents  théorèmes.  Par  exemple, 

«I  -♦-  «t  -*-•••  -♦-  «f  (H)  =  (N  —  ai)  -»-  (N  —  o,)  ^ h  (N  —  aj>(H)) 

==  N9(N)  -  («I  -♦-  «j  -♦-  ...  +  «ç,(„)); 

d*où 

«I  -♦-  «f  -♦-  -  -^  «î»(H)  =  4  Nç(N), 

formule  démontrée  par  M.  Postula  (iV.  (7.  if.,  t.  IV,  p.  204).  Nous 
nous  bornons  aux  deux  théorèmes  qui  suivent. 

Théorème  I.  La  somme  des  produits  m  à  m,  des  nombres 
premiers  àJi  et  non  supérieurs  à  ce  nombre,  est  divisible  par  N, 
si  m  est  impair. 

Désignons  par  fTm  cette  somme  ;  rideniité  (A)  devient 
<^m=  «i«f  -  ««  -*-  —  «=  (N  —  a|)(N  —  a,) ...  (N  —  «J  -I-  ...  ; 
et,  en  développant, 

et,  si  991  est  impair. 

Les  m —  1  premiers  termes  sont  évidemment  divisibles  par  N  ; 
quant  au  dernier ,  le  dénominateur  2  divise  9  (N)  —  m  +  1,  vu 
que  f  (N)  est  généralement  pair,  et  que  nous  supposons  m 
impair;  par  suite  le  dernier  terme  est  aussi  divisible  par  N;  donc 


<^m 


JJtN. 


Remarques.  —  h  Le  théorème  de  M.  Mennesson  est  un  cas 
particulier  de  celui-ci;  car  <p(N) —  1  est  généralement  impair. 

IL  Pour  «n=  1,  on  retrouve  ^i  =  4  N<p(N). 

Théorème  IL  La  somme  des.  m^^"'*  puissances  des  nombres 
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premiers  àîi  et  non  supérieurs  à  ce  nombre^  est  divisible  par  N, 
si  m  est  impair. 

Soit  Sm  cette  somme;  en  suivant  toujours  la  marche  générale 
indiquée  par  Tidentité  (A),  nous  aurons 

cl,  en  développant, 
Donc,  si  m  est  impair, 

Si  N  est  impair,  le  ihéorèmQ  est  démontré;  mais,  si  N  est 
pair,  il  faut  prouver  que  la  quantité  entre  parenthèses  est  un 
nombre  pair.  Or,  si  N  est  pair,  les  nombres  a^,  (X2,  ...  af^^^) 
sont  tous  impairs;  leurs  puissances  sont  impaires;  et,  comme 
leur  nombre  9(N)  est  pair,  les  sommes  S^,  S^,  S3  . .. ,  de  leurs 
puissances,  semblables,  sont  toutes  paires  :  le  théorème  est 
donc  démontré. 

Remarques.  —  1.  Pour  m  =  ^  nous  retrouvons  encore 
S,  =  i  Ncp(N). 

IL  Les  deux  formules  précédentes  ne  pourraient  servir  au 
calcul  numérique;  car  dm  dépend,  non-seulement,  des  nombres 
N  et  ?(N),  mais  encore  des  nombres  a;  et  Ton  ne  pourrait  obtenir 
une  expression  générale  de  Cm ,  en  fonction  de  N  et  9(N),  que  si 
Ton  connaissait  une  formule  donnant  les  nombres  a.  en  fonction 
de  N  et  (p(N)  :  problème  qui  se  rattache  à  la  recherche  de  la  for- 
mule générale  des  nombres  premiers.  Si =94  fait  seule  exception, 
parce  que,  dans  la  sommation ,  les  nombres  a  disparaissent.  C*est 
pour  cela  que  la  formule  S^  ==  o*^  =  y  N  ç(N)  ne  peut  servir  à 
la  recherche  de  la  formule  générale  des  nombres  premiers,  tan- 
dis que  la  solution  du  problème  suivant  serait,  au  même  point  de 
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vue,  très-importante  :  trouver  la  somme  des  carrés  des  nombres 
premiers  àN  et  non  supérieurs  à  N  (*).  (E.  Cesaro.) 


Question  418M«. 

On  donne  une  droite  D  dont  l'équation,  par  rapport  à  deux 
axes  rectangulaires,  est 

P      9 

On  considère  les  différentes  coniques  qui,  ayant  pour  axes  OX 
et  OY,  sont  fiormales  à  la  droite  D.  Chacune  d'elles  rencontre  la 
droite  en  deux  points.  En  ces  points  on  mène  les  tangentes  à  la 
conique. 

Trouver  l'éqtuition  du  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes. 
Démontrer  : 

1®  Que  ce  lieu  est  une  parabole; 

2*^  Que  la  distance  du  foyer  au  sommet  de  celte  parabole  est 
le  quart  de  la  distance  du  point  Oà  la  droite  D. 

Construire  géométriquement  l'axe  et  le  sommet  de  la  parabole. 

(École  pûlyleehiiique.  —  Coneottri  de  1878.) 

Soit 

ay+6V=aV (1) 

Féquation  d*une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 
L'équation  d'une  corde  normale  est 

yssszfnx-i zzz=^ (2) 

L'équation  de  la  polaire  d'un  point  (a,^)  étant 

ax      ôy 


(*)  Est-il  bien  sûr  que  ce  problème  soit  difficile?  (E.  C.) 
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ces  deux  droiles  coïncideront,  sous  les  conditions 


Par  suite, 


i/o*  -I-  6'ot*      -mVa*-*-h*m*      <?m, 

<^V  a*  +  b*m} 
" ? • ^"^^ 

b*Vtf-^b*m* 

P  = ï (6) 

cm 

Mais  la  corde  doit  coïncider  avec  D.  On  a  donc  les  relations 

-^  =  m, (7) 


P 


c*m 


q^  ,  t») 

L*équauon  du  lieu  du  pôle  (a,|3)  résultera  de  réliminalion  de 
Qy  b,  entre  les  équalions,  (5),  (6),  (8).  Celte  élimination  n  offre 
aucune  difficulté,  et  conduit  à  lequation 

(ap  — p9)'  =  «p»H-p9», (9) 

qui  représente  une  parabole  passant  par  Torigine  et  par  les 

points  X,  Yy  où  la  droite  D  rencontre  les  axes  de  coordonnées. 

Si,  plus  généralement,  on  considère  la  parabole  représentée 

par  Téqualion 

(Ax  H-  Cy)'=  Dx  H-  Ey  -I-  F, 

Taxe  a  pour  équation 

AD-^CE       ^ 

et  la  valeur  du  paramètre  est 

AE  — CD 

P«= T. 

2(A«-+-BV 

Par  conséquent.  Taxe  de  la  parabole  trouvée  pour  le  lieu  du 
point  (a,|3)  a  pour  équation 


—  Cl- 
ou 

p-i-f("-i) ('») 

Cette  droite  est  donc  perpendiculaire  à  D,  et  passe  par  le  milieu 
du  segment  XY  de  cette  droite  D,  compris  entre  les  axes  de 
coordonnées. 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  sommet,  il  suffit  de  tirer  a,  p 
des  équations  (9),  (10).  On  trouve 

as^  — — — »      p*^      » 

4p  49 

en  supposant  qyp.On  en  déduit 

p  =s a ("l) 

Ainsi  le  sommet  est  Tintersection  de  la  droite  (10)  et  de 
la  droite  (11)  menée  par  lorigine,  et  symétrique  de  la  per- 
pendiculaire à  la  droite  D,  par  rapport  à  Tun  des  axes  de  coor- 
données. 

Ces  deux  remarques  renferment  la  construction  géométrique 
demandée. 

La  distance  d,  de  Torigine  à  la  droite  D,  a  pour  expression 


Quant  au  paramètre  de  la  parabole,  il  a  pour  longueur 

P9 


2l/p'  -I-  q^ 

Mais,  par  définition,  la  distance  du  foyer  au  sommet  de  la 
parabole  a  pour  valeur  j  ;  ce  qui  établit  la  propriété  énoncée. 

(H.  Brocard). 

Autres  solutions  par  MM.  Bombled  et  Lambiotte. 
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Queation.  410. 

On  donne  une  conique  et  deux  points  fixes  A.  elB  sur  cette 
conique.  Une  circonférence  quelconque,  passant  par  les  deux  points 
A  et  B,  rencontre  la  conique  en  deux  autres  points  variables  C  et  D. 
On  mène  les  deux  droites  AG  et  BD  qui  se  coupent  en  M,  les 
droites  AD  et  BC  qui  se  coupent  en  N.  Déterminer  : 

^'*  Le  lieu  des  points  M  c^  IV  ; 

2®  Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  droite  MN  avec  la  cir- 
conférence à  laquelle  elle  correspond. 

Construire  les  deux  lieux. 

(École  normale.  —  Concoure  de  £878,) 

Prenons  pour  origine  le  point  A,  pour  axe  des  x  la  corde  AB, 
dont  la  longueur  est  3/.  Désignons  par  (3  l'ordonnée  du  centre  de 
la  circonférence  variable. 

La  conique  a  pour  équation 

et  la  circonférence  : 

y*-*-a;'  — «(3j/  — 2/x  =  0.    .    •    .    .    .    (2) 
On  en  déduit,  par  soustraction, 

(A-l)y«-hBxy  +  (2p-D)y  =  0. 
Celte  équation  se  décompose  en  deux  autres, 

qui  représente  Taxe  des  x,  ou  la  sécante  AB,  et 

(A--i)iy-+-Ba?-4-2p  — D  =  0,     ....    (3) 

qui  représente  la  sécante  CD. 

Cette  droite  rencontre  ABX  en  un  point  P,  dont  les  coor- 
données sont 

D  — 2ô 
x= — -—il,     ys=0. 
B  ^ 

Mais,  en  vertu  de  propriétés  bien  connues,  la  droite  MN  est  la 
polaire  du  point  P,  par  rapport  à  la  conique  ou  à  la  circonférence. 
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Or,  en  général,  la  polaire  d*un  point  (X|,  j^i),  par  rapport  à  une 
conique  dont  Téquation  est 

A^*  H^  Bxy  -+-  Cx'-f-  Dt/  -♦-  Ex  +  F  =  0, 

est  représentée  par  Téquation 

2Ayyi  +  B(xy4-t-  yx,)  -♦-  2CxX|  -♦-  D(y  +  y,)  +  F(x  h-xJ  -h  2F  =  0. 

Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  la  droite  MN  a  pour  équation 

Bpy-*-(2p-^B/— D)x-f-/(D-2p)  =  0.     .     .     (4) 

L'équation  du  lieu  des  points  d'intersection  de  MN  avec  la  cir- 
conférence correspondante  résultera  de  Téliniination  de  P,  entre 
les  équations  (2)  et  (4)  de  ces  lignes.  On  a,  immédiatement, 

(B/  — D)x-^Df       x*+y»  — 2/x 
2/  — 2x— By  "^  2y 

En  faisant  y  =  0,  on  trouve  oc  =  0,  a?  =  /,  x  =  2/.  La  courbe, 
du  troisième  degré,  passe  par  Torigine,  le  point  B  et  le  milieu 
I  de  AB. 

On  trouverait  facilement  l'asymptote  unique,  et  les  autres 
particularités  du  lieu. 

I|  reste  à  trouver  Téquation  du  lieu  géométrique  des  points 
M,  N.  Ce  problème  est  indépendant  de  celui  que  nous  venons 
de  traiter.  C'est  pourquoi  nous  n'avons  pas  suivi  l'ordre  des 
questions  données. 

Pour  obtenir  ce  lieu,  il  suffit,  évidemment,  d'exprimer  que 
les  polaires  d'un  point  (xn,  y^)  du  plan,  par  rapport  à  laconique 
et  à  la  circonférence,  coïncident. 

Or,  ces  deux  lignes  ont  pour  équations  : 

2Ayyi  +  B{xy4  -*-  yX|)  -*-  2xX|  —  D(y  4-  yO  —  2/(x  -*-  x*)  =  0, 
2yyi  -*-  2xxi  —  2p(y  -*-  yO  —  2/(x  -f-  Xi)«s  0. 

On  a  donc  les  égalités 

By,  +  2X|  —  2/       2Ay^  h-  Bxj  —  D  _  Dy<  -f-  2/x< 
flc— /  yi  — p  Pî/i  -*-  tel 
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entre  lesquelles  il  reste  à  éliminer  (3,  ce  qui  donne,  après  sup- 
pression des  indiees,  etdu  faeteury, 

B(y*— *')■*- 2(<  -  A)xy  — 2/0  — A)y  ^-2<Bx  =  0, 

équation  d'une  hyperbole   équilatère  passant  par   les   points 
A,  B. 

Nous  laissons  à  nos  lecteurs  le  soin  de  compléter  cette  discus- 
sion, qui  ne  parait  pas  offrir  de  difficulté.        (H.  Brocard.) 

Autre  solution  par  M.  Lambiotte. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


457.  On  tire,  séparément,  les  nombres  p  et  9,  au  hasard, 
parmi  les  entiers  compris  de  —  n  k  -h  n,  inclusivement. 

Quelle  est  la  probabilité  que  Téquation 

x^-h  px  -^  ç  as  0 

aura  ses  racines  réelles? 

Même  question,  les  nombres  pet  9  étant  tîrés,au  hasard,  parmi 
les  entiers  positifs,  de  1  à  n,  inclusivement.        (Laisant.) 

458.  Un  triangle  étant  donné,  on  propose  de  construire,  sur 
ses  côtés,  six  autres  triangles  tels,  que  Taire  du  triangle  proposé, 
soit  une  moyenne  harmonique  entre  les  aires  des  six  triangles 
inconnus.  Esgart, 

Professeur  au  Lycée  de  Tarbes. 

459.  Un  tétraèdre  étant  donné,  on  propose  <](*  construire,  sur 
ses  faces,  vingt-quatre  tétraèdres  tels,  que  le  volume  du  télraè* 
dre  proposé,  soit  une  moyenne  harmonique  entre  les  volumes 
des  vingt-quatre  tétraèdres  inconnus.  (Escary.) 
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SUR  LA  FREQUENCE  ET  LA  TOTALITÉ 
DES  NOMBRES  PREMIERS  ; 

par  M.  H.  Brocard. 

{Suite,  voir  t.  V,  pp.  1,35.) 


Dès  1848  y  M.  TcHÉBYCHEF  présentait  y  à  rAcadémic  de  Saint- 
Pétersbourgy  une  Note  sur  la  totalité  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  une  limite  donnée. 

Le  point  de  départ  de  ce  travail  était  la  formule  de  Legendre, 
\ériflée  par  ce  Géomètre^  entre  10  000  et  1  000  QOO,  et  appliquée 
à  la  solution  de  plusieurs  questions. 

Plus  tard,  cette  même  formule  a  donné  lieu  à  des  recherches 
de  LEJEUNE-DiRiCHLETy  qui^  dans  le  t.  XVIII  du  Journal  de  Crelle, 
annonçait  avoir  traité  ces  questions  par  une  méthode  analytique 
rigoureuse. 

En  attendant  la  publication  du  travail,  encore  inédit,  de  cet 
illustre  Géomètre,  M.  Tchébtchef  a  cru  devoir  faire  connaître  le 
résultat  des  recherches  qu'il  avait  lui-même  entreprises  sur  ce 
sujet  curieux. 

Son  important  Mémoire  renferme  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  Si  l'on  représente  par  (f  (x)  la  totalité  des  nom- 
bres premiers  inférieurs  à  x  (*),  par  n  tin  entier  quelconque, 
enfin  par  p  une  quantité  >  0^  la  somme 


(*)  Ccst-è-dirc  :  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  inférieurs  à  x. 
V.  5 
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jouira  de  la  propriété  de  s'approcher  d'une  limite  finie,  à  mesure 
que  p  converge  vers  zéro. 

Théobêmb  II.  La  fonction  f  (x)  satisfera^  entre  les  limites 
X  8=  2  el  X  =  00  y  une  infinité  de  fois,  aux  deux  inégalités 

dx  atx  .  .       r*'  dx  ox 


''^*^>/'i^x-i^*   ''(')</'l^ 


log"x 


quelque  petite  que  soit  la  valeur  de  a,  supposée  positive,  et  quelque 
grand  que  soit,  en  même  temps,  le  nombre  n. 

Théorème  III.  L'expression 

— ---logx, 

(f{x) 

pour  X  sa:»  ce ,  ne  peut  avoir  une  limite  différente  de  —  i . 
ThéorAmb  IV.  Quand  l'expression 

log"xr  /••  dx 


F[«')-/"i^]- 


log«. 

B 

pour  x  =  QO ,  a  pour  limite  une  quantité  finie  ou  infinie,  la  fonc- 
Uon  f  (x)  ne  peut  représenter  <f  (x)  exactement^  en  quantités  de 
l'ordre  jj^  inclusivement. 

Corollaire  I.  La  formule  de  Legendre  : 

X 

^""loga:  — ^08366* 

ne  peut  exprimer  f  (x)  avec  un  degré  de  précision  allant  jus- 
qu'aux quaritités  de  l'ordre  |jj~  inclusivement. 

Corollaire  II.  De  toutes  les  fonctions  de  la  forme  ^^^  \^b'  '** 
seuley  y^  ^__, ,  peut  exprimer  cp  (x)  avec  une  précision  poussée  aux 
quantités  de  l'ordre  j-p^  inclusivement. 

Théorème  V.  Si  la  fonction  (f  (x)  peut  être  représentée^  algébri- 
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quementy  avec  une  précision  pmissée  aux  quantités  de  l*ûrdre  j~^ 
inclusivement,  au  moyen  des  fonctions  x,  logx,  e\  alors  elle  s'ex- 
primera par  la  formtUe 

X  \.x        4.2x  i.2.3...(n— 1)x 


logx       log'x      log'o;  log^a: 


Comme  ces  sommes  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  suc- 
cessives de  l'intégrale 

dx 
log 


/^'  dx 

J      logx' 


z  = 


poussées  aux  quantités  des  ordres 

X  x  x 

logx       log'ac      log* or*  '"' 

on  est  en  droit  de  conclure  que»  dans  toutes  ces  hypothèses, 
rintégrale 

/*  dx 
logx 

s 

exprimera  9  (x)  avec  exaelitude,jusqu*aux  quantités. de  Tordre 
pour  lequel  elle  peut  encore  s^exprimer»  algébriquement ,  au 
moyen  de  x»  logx,  e'. 

Il  est  facile  de  se  convaincre  »  par  les  Tables  des  nombres  pre- 
miers ,  que  rintégrale 

/'  dx 
logx' 

pour  X  très-grand  y  exprime,  avec  assez  de  précision»  combien  il 
y  a  de  nombres  premiers  inférieurs  à  x.  Mais  ces  Tables  sont 
irop  peu  étendues  pour  que  Ton  puisse  décider  de  la  supériorité 
de  la  formule 


z  = 


z 


t 


logx 


sur  la  formule  de  Legendre,  ou  sur  toute  autre  formule  ana? 
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logue.  Dans  les  limites  de  ces  Tables,  zei  y  diffèrent  peu  entre 
elles;  mais  leur  différence,  ayant  un  minimum  pour 

a:=c»«"*  =  4  247646, 

croîtra  constamment  jusqu^à  Tinfini  après  cette  valeur,  et  déji, 
pour  x  >  10  000  000,  aura  une  valeur  considérable.  C'est  pour 
des  nombres  de  cette  grandeur  que  Tavantage  de  lune  des  deux 
formules  devra  se  manifester.  Mais,  pour  effectuer  cette  vériBca- 
tion ,  il  faudrait  avoir  des  Tables  de  nombres  premiers  beaucoup 
plus  étendues  que  celles  que  Ton  possède. 

M.  TcHÉBYCHEF  résout,  ensuite,  deux  questions  traitées  par 
Legendre.  Il  trouve 

i      i      i  *      ^      I.    ^ 

(<-l)(<-D(-ï)-('-ï)-l^x= 

au  lieu  de 

log  (log  X  —  0,08366)  -«-C, 

Ce 
logX  — 0,08366* 

qu'avait  trouvé  Legendre. 

En  1850,  Tauteur  publia  un  autre  Mémoire  sur  les  nombres 
premiers.  Nous  en  avons  extrait,  pareillement,  les  principales 
conclusions. 

Toutes  les  questions  qui  dépendent  de  la  loi  de  répartition  des 
nombres  premiers, dans  la  série  naturelle,  présentent,  en  général, 
de  grandes  difficultés.  Ce  qu'on  parvient  à  conclure,  d'après  les 
Tables  des  nombres  premiers,  avec  une  probabilité  très-grande, 
reste  le  plus  souvent  sans  démonstration  rigoureuse.  Par  exem< 
pie,  les  Tables  des  nombres  premiers  nous  portent  à  croire  qu'à 
partir  de  a  >  3 ,  il  y  a  toujours  un  nombre  premier  compris  entre 
a  et  2a — 2;  mais  la  démonstration  de  cette  proposition  (connue 
sous  le  nom  de  Postulatum  de  Bertrand)  a  manqué  pour  des 
valeurs  de  a  qui  surpassent  la  limite  de  nos  Tables. 
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Ce  postulatum  a  été  énoncé»  par  M.  Bbrtrand»  dans  le  XXX* 
Cahier  du  Journal  de  l*ëgole  polytechnique,  184S  {Mémoire  sur  le 
nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  quand  on  y  per- 
mute les  lettres  qu*elle  renferme,  p.  129).  L*auteur  admet,  comme 
un  faity  que  si  n  surpasse  6,  il  y  a  toujours  un  nombre  premier,  au 
moinS;  compris  entre  n  —  2  et  ^'  Cette  proposition,  ajoute-t-ii, 
est  vraie  pour  tous  les  nombres  inférieurs  à  6  000  000,  et  tout 
porte  à  croire  qu'elle  est  générale. 

Il  y  a  une  autre  espèce  de  questions  très-difficiles,  qui  dépen- 
dent aussi  de  la  loi  de  répartition  des  nombres  premiers,  dans  la 
série  naturelle,  et  dont  la  résolution  est  très-nécessaire.  Ce  sont 
les  questions  sur  la  valeur  numérique  des  séries  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  des  nombres  premiers.  Euler  a  prouvé  que  la 


série 

t         1        1        1          1          1 

-  -  H 1 H 1 -1 

2^       3^       5^       7^       iP       lD« 

devient  divergente,  pour  les  mêmes  valeurs  de  a  que  celles  qui 
rendent  divergente  la  série 


1 

1 

\ 

1 

1 

1 

-♦- 

-^ 

-t- 

— » 

-♦- 

—m— 

"1- 

— • 

H- 

— » 

-f- 

...; 

2« 

3* 

4* 

S* 

6* 

7« 

7 

savoir,  pour  a^l  ;  mais,  pour  certaines  formes  du  terme  u,,  la 
convergence  de  la  série 

Ih  -♦-  «8  -»-  «4  +  «5  -*-  ttg  -«-  W7  -♦-  tig  -♦-  ••• 

ii*est  plus  une  condition  nécessaire  pour  que  la  série 

Ils  H-  tl,  -I-  Ug  +  II7  -4-  tf  H  +  tl|s  H — 

conserve  une  valeur  finie.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas  de 

i 


ti.= 


nlogn 
En  effets  la  somme  de  la  série 

1  1  i  1 


2log2       31og3       5log5       71og7 


•^  •  •  • 
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ne  surpasse  pas  i.TS»  tandis  que  la  série 

1  i  i  I  1 


21og2      31og3       41og4        51og5        61og6 

est  divergente. 

M.  TcHÉBYCHEF  résout  ces  diverses  questions,  et  arrive  à  un 
critérium  pour  juger  de  la  convergence  ou  de  la  divergence 
de  séries  de  ce  genre. 

Voici  d^aulres  conclusions,  non  moins  intéressantes. 

L*auteur  démontre  qu*il  existe  nécessairement  un  nombre  pre- 
mier entre  les  limites  /et  L ,  si  Ion  prend 

,     ^r       «.*      25log«L        12»logL       25 
6  i6log6A  24A  6A 

avec 

2*3*5* 
A  =log r-=  0,92129202. 

Ceci  le  conduit,  très-simplement,  à  prouver  le  postulatumde 
M.  Bertrand. 

Il  n*est  pas  difficile  de  s*assurer  que  les  limites  a  et  2a  —  3, 
dans  le  cas  de  a >  160,  comprennent  ces  deux  limites  /  et  L, 
cette  dernière  étant  une  valeur  convenablement  choisie.  En  effet, 
pour  que  ces  limites  tombent  entre  a  et  2a —  2,  on  n*a  qu*è 
satisfaire  aux  conditions  : 

2o  — 2>L,    a</. 

Or,  on  vériBe  la  première  en  prenant  L=^  2a — 3.  Quanta  la 
seconde,  elle  devient,  pour  L  <=»  2a  —  3  : 

6^  16log6A  24A  6A 

ce  qui  est  exact,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  supérieures  à  la 
plus  grande  racine  de  Téquation 

0^  i61og6A  24  A  6  A 
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racine  que  nous  trouvons  comprise  entre  les  limites  189  et  160. 
Donc,  toutes  les  fois  que  a  surpasse  160,  on  peut  assigner,  entre 
a  et  2a  —  9,  deux  nouvelles  limites  l  et  L;  et  comme  celles-ci 
comprennent  nécessairement  un  nombre  premier,  on  sera  certain 
qu'il  existe  un  nombre  premier  >  a  et  <  2a  —  3.  Le  postula- 
tum  de  M.  Bertrand  est  donc  établi  pour  toutes  les  valeurs  de  a 
'  qui  surpassent  160.  Quant  aux  valeurs  de  a  ^  160,  le  postula- 
tum  se  vérifie,  directement,  par  les  Tables  des  nombres  pre- 
miers. 

Les  détails  que  nous  venons  de  donner  suffiront  peut-être  pour 
indiquer  ce  qu'il  y  a  de  fait  et  ce  qu*il  reste  à  faire  dans  Tétude 
générale  des  nombres  premiers.  Il  y  aurait,  évidemment,  bien 
è  ajouter  à  ce  qui  précède  :  on  nous  excusera  de  n'avoir  pas 
mentionné  d'autres  travaux  dignes  d'intérêt.  Nous  aurons  sans 
doute  l'occasion  d'y  revenir,  à  propos  de  recherches  récentes, 
entreprises  dans  un  but  plus  spécial  (*). 


SUR  LE  PLAHIHËTRE  POLAIRE  DE  M.  AMSLER; 

par  M.  G.-A.  Laisant. 
(Suite,  voir  t.  V,  p.  S7.) 


DESCRIPTION  ET  PRATIQUE  DE  L'INSTRUMENT. 

6.  L'appareil  connu  sous  le  nom  de  planimètre  polaire ,  n'est 
que  la  réalisation  matérielle  de  la  première  figure,  précédemment 


(*)  Les  Notes  paraîtront  dans  le  numéro  d'airiY. 
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étudiée ,  dans  le  css  particulier  où  la  courbe  (A)  est  une  cireon- 
féreaoe.  On  conçoit  qu'on  pourrait  aussi  bien  prendre,  pour 
directrice  d'une  des  eitrémités  de  la  lige  mobile,  une  ligne 
quelconque;  mais  la  disposition  consistant  à  lui  Taire  parcourir 
une  circonférence  est  assurément  la  plus  simple  et  la  plus 
pratique. 


Il  suflît  de  jeter  les  yeux  sur  la  ligure  (perspective)  et  sur  la 
légende  suivante,  pour  se  rendre  compte  du  râle  de  chacune 
des  parties  composant  l'appareil  : 

E.  Pointe  que  l'on  fixe  dans  le  plan  de  la  courbe  k  mesurer: 
c'est  le  centre  de  rotation  de  t'appareil. 

C.  Articulation  réunissant  les  branches  A  et  B. 

A.  Branche  mobile  dans  une  gaine  H  e(  portant,  &  une  extré- 
mité, le  style  ou  traçoir  F  avec  lequel  on  parcourt  la  courbe. 

La  distance  comprise  entre  la  pointe  du  style  et  l'axe  de  rota- 
lion  C  est  variable,  et  correspond  &  diverses  valeurs  de  la 
quantité  précédonment  désignée  par  t. 

D.  Roulette  divisée  en  1 00  parties  :  un  vernier  permet  de  lire 
le  dixième  de  divisÙHi. 

G.  Compteur  indiquant  le  nombre  de  lours  de  la  roulette  D. 

J.  Arèle  intérieure  de  la  gaine  H  :  on  la  fait  coïncider  avec 
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une  des  divisions  de  la  tige  A.  Ces  divisions  correspondent  à 
100  millimètres  carrés,  90  millimètres  carrés,  ete.,  pour  une  divi- 
sion de  la  roulette  mobile. 

En  regard  de  ces  traits,  sur  la  surface  supérieure,  on  lit  des 
nombres  correspondant  à  la  constante  que  Ton  doit  ajouter  à 
Findication  de  la  roulette,  dans  le  cas  du  n""  2,  c'est-à-dire  lorsque 
le  pivoi  est  intérieur  à  la  courbe  décrite,  et  que  la  branche  EG 
fait  une  révolution  conoplète  autour  de  E.  Cette  constante  (éqnnr 
tion  (2))  est 

pourvu  que  a  a»  nà^.  Nous  renvoyons,  aux  numéros  précédents, 
pour  Tinterprétation  de  /  et  de  p. 

Le  mouvement  exécuté  par  la  roulette  s'apprécie  par  une  dif- 
férence de  lectures  ;  on  ne  ramène  pas  la  première  à  un  zéro  : 
eela  introduirait  plus  de  difficultés  et  de  complications  que  la 
simple  soustraction  qu'il  y  a  lieu  d'effectuer. 

7.  Pour  donner  une  idée  de  l'emploi  du  planimètre  polaire, 
nous  ne  pouvons  mieux  faire  que  de  reproduire  deux  exemples 
numériques  donnés  par  M.  Peaucellier,  cl  répondant,  respecti- 
vement, aux  cas  des  numéros  3  et  2  ci-dessus. 

ExEMPLBS. — L(Casdun^  3;  c'estoelui  de  la  deuxième  figure.)  Le 
style  étant  placé  sur  la  courbe,  en  un  point  pris  comme  origine, 
on  lit,  sur  le  compteur  6,  le  nombre  2;  et  le  zéro  du  vernier  cor- 
respond à  91,5;  Yétatdu  planimètre  est  291,5.  Après  avoir  par- 
couru la  courbe  avec  le  style,  de  manière  à  revenir  à  l'origine,  on 
lit  5  sur  le  compteur  fst,  au  zéro  du  vernier,  58^9  ;  ce  qui  donne 
558,9.  La  différence  558,9  —  291  »  267,4.  En  multipliant  ce 
nombre  par  100,  qui  correspond  au  trait  vertical  placé  en  regard 
de  l'arête  J ,  on  a  26  740  millimètres  carrés  pour  la  surface 
cherchée. 

IL  (Cas  du  n"*  2.)  L'état  du  planimètre  est  318,2  à  l'origine, 
et  744,8,  une  fois  la  courbe  parcourue.  On  lit,  sur  la  face  supérieure 
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de  la  tige  A,  en  regard  de  Taréte  J,  le  nombre  1  912,6.  Formant 
alors  le  nombre 

1  912,6  +  743,8  —  318,2  =  2  338,2 

et  multipliant  par  iOO^on  a  233  820  millimètres  carrés. 

d.  Le  degré  d'exactitude  du  planimètre  polaire  est  plus  que 
suffisant  pour  les  besoins  ordinaires  de  la  pratique.  Sans  entrer 
dans  aucun  détail  à  ce  sujet,  nous  nous  contenterons  de  citer 
Texpérience  faite  par  M.  Peaucellier,  dans  les  conditions  sui- 
vantes. Un  quart  de  cercle ,  de  10  centimètres  de  rayon,  a  été 
divisé  en  10  segments,  par  des  ordonnées  parallèles.  En  appli- 
quant, à  cette  figure,  les  méthodes  de  quadrature  les  plus  usitées, 
concurremment  avec  le  planimètre;  mettant  la  branche  mobile 
de  celui-ci  à  son  maximum  de  longueur,  c'est-è-dire  dans  les  con- 
ditions les  moins  favorables,  et  mesurant  20  fois  la  surface, 
en  déplaçant  le  pivot  à  chaque  épreuve,  on  a  trouvé  les  résultats 
suivants  : 

Méthode  de  la  moyeDne  des  hauteurs 75/104  3/439 

»       des  cordes T7/6ii  0/929 

>       de  Thomas  Simpson 78/i73  0^367 

»       des  tangentes 78^809  0/969 

Y       de  Poncelet 78/403  0/137 

»       de  Poncelet,  perfectionnée  par  le  général  Par- 

menlier 78/763  0/223 

Indication  moyenne  da  planimètre 78/665  0/115 

Mesure  exacte 78/540  0/000 

•.  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  apprécier  toute  la  valeur 
pratique  du  planimètre  polaire  de  M.  Amsier.  C*est  un  appareil 
simple,  d'un  petit  volume,  et  qui  n'exige,  on  vient  de  le  voir, 
aucun  apprenlissage.  Il  réalise  enfin  des  conditions  d'économie 
qui  le  rendent,  certainement,  supérieur  aux  instruments  très- 
compliqués  connus  sous  le  nom  de  planimètre  sommateur  et  de 
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planimètre  à  cône,  le  premier  dû  à  M.  Beuvière,  le  second  à 
HM.  Oppikoffer  et  Ernst.  Cea  divers  instruments  se  construisent 
chez  M.  Secrelan,  à  Paris.  Le  planimètre  sommaleur  est  du  prix 
de  32S  francs;  le  planimètre  à  cAne,  de  41S  francs;  et  le  plani- 
mètre pobirc,  de  SO  francs  seulement.  On  voit  que  ce  dernier  est 
le  seul  instrument  doDt  l'emploi  ajl  chance  de  se  généraliser. 


APPLICATIONS. 

10.  Nous  allons  maintenant  passer  rapidement  en  revue 
quelques-unes  des  applications  du  planimètre  polaire.  Le  lecteur 
voudra  bien  nous  permettre  de  supposer ,  dans  ce  qui  va 
suivre,  les  notions  générales  relatives  aux  courbes  planes,  dont 
nous  aurons  peut-être  occasion  de  nous  servir,  et  qu'on  trouve 
dans  tous  les  traités  de  Géométrie  analytique  ou  de  Calcul 
infinitésimal. 

11.  Addition  et  loustraction  d'aires  plane».  K  l'on  veut  ajou- 

ter entre  elles  deux  aires  ABC  •=  S, 
DEF  <=  S',  cela  se  pourra  faire  par 
une  seule  opération  du  planimètre. 
Réunissons,  en  effet,  les  deux  con- 
tours  par  une  ligne  auxiliaire  AD 
quelconque ,  et  suivons  le  parcours 
ABCADEFOA.  Il  est  clair  que  les  indicaiions  de  la  roulette, 
répondant  aux  parcours  AD,  DA,  se  sont  détruites  ;  de  sorte  que 
l'indication  définitive  répond  à  ABCA  +  DEFD,  et  nous  donne 
S  +  S'. 

En  parcourant,  au  contraire,  l'une  des  courbes  S'  dans  le  sens 
rétrograde ,  et  suivant,  par  exemple,  ABCADFEDA,  l'indicalion 
définitive  de  l'instrument  donnera  S —  S'. 

Ceci  peut  s'appliquer  à  la  somme  algébrique  d'un  nombre 
quelconque  d'aires.  Seulement,  il  importe  de  ne  pas  oublier 
d'ajouter  toujours  la  constante,  dans  te  cas  du  n*  3,  autant  de 
fois  que  cela  peut  être  nécessaire. 
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Si,  par  exemple,  nous  voulons  évaluer  S — S'-*-S" — S"'-*-&*, 
nous  suivrons  le  con- 
lour,  indiqué  par  les  flè- 
ches, suivant 

AaB6AAVB'A"a"B" 
A"'o'"B"'A''«"B"VA" 
B"'6"'A"'B"6"A"B'fr'A'A. 

Les  parties 

(AA'.A'A),  (B'A",A"B')... 
scdé(ruisant,l'iRdicalion 
du  planîmèlre  donnera 
la  somme  algébrique  de- 
mandée. 
(La  fin  prochainemml.) 


SUR  U  MDLTIPUCATION  DES  DÉTERHIRAITTSi 

par  M.  C.  Ll  PAIGE. 


Les  remarques  inléressantes,  sur  les  déterminants  nuls,  pré- 
sentées par  M.  Falk  (*),  ont  rappelé  noire  attention  sur  une 
démonstration  fort  simple,  nous  semble-t-il ,  de  la  régie  de  mul- 
tiplication des  déterminants,  que  nous  avons  donnée  atilrefoîs. 
Cette  démonstration  ayant  été  l'objet  de  critiques,  assez  Tondées, 
de  la  part  de  M.  Jahet,  nous  en  avons  cherché  une  seconde, 
analogue  à  la  première,  mais  un  peu  plus  compliquée.  Nous 

(')  Sur  une  propriéli  de)  dédrminanli  nuU,  iV.  CM.,  (.  IV,  p,  373. 
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nous  permettons  de  revenir  sur  ce  sujet,  afin  de  mettre  notre 
démonstration  primitive  à  Tabri  de  toute  objection  (*). 
Soient  les  deux  déterminants 

A  —  2  =*=  [««««1  -  ^nn]  I     B  =  2  =fc  [bnbn  ...  b„„] , 

au  moyen  desquels  nous  formons  le  troisième  déterminant 


où 


Cela  posé,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lemme.  Si  l'on  ajoute ,  aux  éléments  de  la  première  œlonne  de 
A ,  les  éléments  correspondants  des  autres  colonnes ^  respective- 
ment  multipliées  par  des  constantes  l^,  \f  ...  >,..o  le  déterminant 
C,  formé  avec  A ,  ainsi  modifié  »  et  B ,  est  égal  à  C. 

Les  éléments  de  la  première  colonne  de  A'  {**)  sont  de  la  forme 

«41  =  «H  -♦-  ^iOm  -♦-  x^'a  -*-  •••  -♦-  K-i^t»' 
Par  suite,  les  éléments  c'a  de  C  sont  donnés  par  la  formule 

Représentons  par  ai,  pour  un  instant,  la  quantité  entre  paren- 
thèses :  C  devient,  par  des  propriétés  connues. 


1 


0 


0 


0 


(*)  Voir  nos  deux  Notes  et  les  obseryatioos  de  M.  Jamet,  N.  C.  M.,  t.  Ilf, 
pp.  Ul,  247  et  275. 
{**)  NoQs  désignons  par  A',  ce  que  devient  A,  après  la  modification  indiquée. 
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Si  nous  retranchons,  des  colonnes  3,  3, ...  n+  I ,  la  première^ 
successivemeiH  multipliée  par  6(1 ,  6^1 ,  ...  bni,  nous  aurons 


i  —  6|i  —  bt^    ...  —  6,1 

«I  ^H  C«       •••  <^4ii 


C'  = 


Cii 


Cn 


•*. 


Cu 


ou 


C'=C  + 


*ii  Cul  Cul       •••  6„„ 


0  —  6^,  —  hti    ...  —  6,1 


«I 


Cn        c„ 


<^i« 


<^ii 


c« 


«"•I       c,t 


'nn 


Or ,  ce  second  déterminant  est  nul. 

Pour  le  démontrer,  ajoutons, aux  éléments  des  rangées  3, 3,.. ., 
n  +  1»  ceux  de  la  première,  succesâivemenl  multipliée  par  a^i , 
a2i,  «..y  Ont  :  les  mineurs  des  éléments  -^6||,  —  6^^,  ...  —  6ni, 
prennent  la  forme 

iiCrt -+->,ai8 -♦-•••+ >,»-ia„    6|ta|,+6|8ai8't— • -i-6|,ai,  ...    6,ia«  i  *,5a«H-—-4-6„fli.  j 
)ia«-*-M«-*-"*-*- ViOiii    6«a« -+-6i8ats  4- ••  4-61,08,   ...   6,ia«-t-6,3a48-t---*-6„tti. 


Mais,  si  Ton  décompose  cette  fonction  en  déterminants  à  élé- 
ments monômes ,  tous  ces  déterminants  ont ,  au  moins ,  deux 
colonnes  dont  les  éléments  sont  proportionnels. 

Si  Ton  applique  les  remarques  de  M.  Falx,  il  est  visible  que 
Ton  peut  toujours  choisir  les  constantes  ^|,  ^^  •••  ^— i»  de  telle 
sorte  que  A'  ait  deux  colonnes  identiques,  lorsque  A  s'annule. 
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Mais  nous  avons  fait  voir  que,  dans  ce  cas,  G'  a  aussi  deux 
colonnes  identiques. 

En  conséquence  si  A  s^annule,  G',  et  par  suite  G,  s^annule 
également. 

11  en  résulte  que  Ton  peut  écrire^  comme  nous  Pavons  fait , 

C  s  fit.   Â  .   By 

et  déterminer  la  constante  m,  par  un  choix  convenable  des  élé-^ 
ments  de  A  et  de  B,  méthode  qui  avait  été  déjà  employée  par 
Caucht. 

Le  lemme,  que  nous  avons  énoncé,  n'a  pas  encore  été  démon- 
tré, que  nous  sachions,  indépendamment  de  la  régie  de  multi- 
plication des  déterminants. 


SUR  LA  MULTIPUCATION  DES  DÉTERMINANTS; 


par  M.  Jamet,  professeur  au  Lycée  de  Toulouse. 


La  Note  publiée  par  M .  Falk,  dans  la  N.  C.  M.  (décembre  1 878), 
m*a  donné  Tidée  de  chercher  à  simplifier  la  démonstration  de 
la  règle  pour  la  multiplication  des  déterminants,  donnée  par 
M.  Le  Paige  (tome  III,  pages  141  et  275).  Voici,  je  crois,  com- 
ment on  peut  présenter  simplement  cette  dénionstration. 

Soit  le  déterminant 

A  = 


/|«,-f-/jflt4-4-...-4-/^a„    <ipi  -♦-/,p8+  —  H-i„P„    /l>|H-fe>«-*--+'«^n    I 


Si  le  déterminant 


A4  = 
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a^  bi     Cl     .«.  Il 

6,  &,     ff     ...  ^ 

•  ••.*■  . 

^#1  *^«        ^n       •••  '« 


est  nul,  on  peut,  d'après  le  théorème  sur  lequel  s'appuie  M.  Palk, 
trouver  n  quantités  x^,  x^  ...  x„,  différentes  de  0,  et  vérifiant  les 
équations 

QlTi  -+-  6|X,  -^  •■•  -♦-  liX„  «=  0, 


ii„x,  -•-  6„x,  -+- ...  4-  /,x„  «r  0. 

Mais,  d'après  une  propriété  connue,  le  produit  de  A  par  x^ , 
peut  s'obtenir  en  remplaçant,  dans  le  déterminant  A,  la  première 
ligne  par  la  suivante  : 

ai(aiX|  -4-  6|X,  -4-  •••  -♦-  lix„) -+-  ffi(asX|  -♦-  6,Xi  -♦-  •••  h-  6„x„)  4-  —, 
x,(a|X|  -*-  Ojx,  -♦- ...  -♦-  a„x„)  4- ...  -+-  a„(a„x«  4- ...  -h  /„x„). 

Comme  tous  les  éléments  de  cette  ligne  sont  nuls,  et  que  x^  est 
sifpposé  différent  de  0,  A  est  nul. 

On  démontrerait,  de  méme^  que  A  est  nul  quand  le  déter- 
minant 

«I     Pi      •••      ^1 

Ai=       «î    P«    ...    ^ 

est  nul. 

Donc  le  développement  du  déterminant  A  admet,  comme  fac* 
leurs,  les  développements  de  Ai  et  de  A^. 

Soit 

A  ss  A  AiAt. 


—  8i  — 

Le  facteur  A  est  indépendant  des  éléments  de  Af  et  de  A2;  car 
chaque  terme  du  développement  de  A  est  du  n*^*^  degré  par  rap- 
port aux  éléments  de  Ai  et  de  Aj.  Dès  lors,  pour  trouver  A,  on 
peut  supposer  nuls  tous  les  éléments  de  Ai  et  de  A^»  autres  que 
ceux  de  la  grande  ligne.  Oh  voit  donc  que  A  se  réduit  à 

afi^s  ,„ln  ,  cl^p%yi  ••.  >„. 
Ainsi 

A«1,    A  =  A,A,. 


SUR  LES  COURBES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ; 

par  M.  H.  Van  Adbel. 

(Voir  t.  IV,  p.  358.) 


1.  TflioRàiiB*  —  5i  A,  B^  C,  D  sont  les  points  de  contact  des 
quatre  tangentes  menées  d'un  point  quelconque  M  d'une  courbe 
du  troisième  degré;  les  points  d'intersection  respectifs  des  droites 
DA,  DB,  DC,  avec  les  droites  BG,  CA,  AB,  appartiennent  à  la 
courbe. 

Soient  x,  a,  a',  a"  les  points  d'intersection,  avec  la  courbe,  de 
la  tangente  en  M  et  des  droites  DA,  DB,  DG;  et  P,  ^',  ^"  les 
points  où  elle  est  rencontrée  par  les  droites  BG ,  CA ,  AB.  Les 
points  D,  A|  a  étant  en  ligne  droite,  les  points  où  les  tangentes 
en  D,A;  a  rencontrent  la  courbe,  le  sont  aussi.  Or,  les  deux  pre- 
miers de  ces  points  se  confondent  en  M  ;  donc  le  troisième  est  le 
point  d'intersection  x  de  la  courbe  et  de  la  tangente  en  M.  D'où 
Ton  voit  que  la  tangente  en  a  passe  par  le  point  x. 

On  ferait  voir,  de  la  même  manière,  que  les  tangentes  en  a^a'^ 
V.  6 
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al\  ainsi  que  les  tangentes  en  (3,  ^\  P",  rencontrent  la  courbe  au 
même  point  x. 

Mais,  du  point  x,  on  ne  peut  mener  que  les  quatre  tangentes 
xoiy  rra'y  xcf!\  xM  :  donc  les  points  de  contact  (3 ,  [3\  P"  coïn- 
cident,  dans  un  certain  ordre,  avec  a,  a',  ci\  Le  point  (3,  qui 
est  le  point  de  rencontre  de  BC  avec  la  courbe,  ne  peut  se  con- 
fondre, ni  avec  a  (car  Ba'  rencontre  la  courbe ,  non  en  G ,  mais 
en  D),  ni  avec  a"  (car  Ca"  la  rencontre,  non  en  B,  mais  en  D); 
donc  il  coïncide  avec  a. 

De  même,  P'  coïncide  avec  a',  et  P"  coïncide  avec  a". 

Donc  a,  a  ,  «''  sont  les  points  d'intersection ,  respectifs,  des 
droites  DA ,  DB,  DG  avec  les  droites  BG,  GA ,  AB. 

Remarque.  Dans  ce  qui  va  suivre,  pour  indiquer  des  quadri- 
latères homologiques,  nous  conviendrons  de  disposer,  dans  le 
même  ordre,  les  lettres  des  sommets  homologues  ;  de  sorte  que, 
si  ABCD  et  A'B'G'D'  sont  deux  quadrilatères  homologiques, 
nous  entendons  que  le  sommet  A  est  homologue  de  A'^  B  homo- 
logue de  B',  etc. 

%.  Théorème.  Si  ABGD,  A'B'G'D'  %oni  deux  quadrilatères, 
ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  des  tangentes ,  menées 
de  deux  points  M ,  M'  d'une  courbe  du  troisième  degré ,  et  pour 
centre  d'homologie  d  ;  le  quadrilatère  DGBA  qu*on  obtient  y  en 
intervertissant  l'ordre  de  deux  sommets  du  premier,  ainsi  que 
celui  des  deux  autres ,  est  aussi  homohgique  au  second  quadrila- 
tère A'B'G'D',  et  leur  centre  d'homologie  se  trouve  sur  la  courbe. 

Soient  a,  a',  ûl"  les  points  de  rencontre  des  droites  DA',DB',DG' 
avec  la  courbe.  Le  quadrilatère  ax'a^'i  est  homologique  à  chacun 
des  quadrilatères  ABGD,  A'B'G'D'  (t.  IV,  p.  355);  le  point  D 
est  le  centre  d'homologie  de  oaVd  et  A'B'G'D'  ;  le  point  D',  celui 
de  aa'a"i  et  ABGD.  Les  trois  points  A,  a,  h'  sont  donc  en  ligne 
droite;  et,  comme  a  est  le  point  où  la  droite  DA'  rencontre  la 
courbe,  il  est  le  point  d'intersection  des  droites  AD',  DA'. 

La  droite  Ba  rencontre  la  courbe  en  un  point  K,  qui  doit 
se  confondre  avec  un  des  quatre  points  A',  B',  G',  D'.  Gar, 
si  M''  est  le  point  de  concours  des  tangentes  en  a,  a',  a",  d,  les 
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trois  points  M,  M',  M''  sont  en  ligne  droite;  deux  des  points  où 
les  tangentes  en  B,  a»  K  rencontrent  la  courbe,  étant  M  et  M'^  la 
tangente  au  troisième  point  K  doit  la  rencontrer  en  M'.  Donc  K 
est  Tun  des  quatre  points  de  contact  A',  B\  C,  D\  des  tangentes 
menées  du  point  M'.  Ce  ne  peut  être  ni  le  point  A'  (car  A'a  ren- 
contre la  courbe,  non  en  B,  mais  en  D),  ni  le  point  B'  (car  B'B 
la  rencontre,  non  en  a,  mais  en  d),  ni  le  point  D'  (car  D'à  la 
rencontre,  non  en  B,  mais  en  A)  :  donc  la  droite  Ba  passe  par 
le  point  C. 

On  prouverait,  de  la  même  manière,  que  la  droite  Ca  passe  par 
le  point  B. 

Conséquemment ,  a  est  le  point  de  concours  des  droites  DA', 
CB',  BC,  AD;  et  DCBA,  A'B'G  D'  sont  deux  quadrilatères  homo- 
logiques,  dont  le  centre  d*homoIogie  a  appartient  à  la  courbe. 

De  même,  les  quadrilatères  CDAB,  BADG  sont  homologiques 
à  A'B'C'D',  et  leurs  centres  d*homologie  sont  a',  a'\ 

S.  Ce  qui  précède  permet  de  construirCf  au  moyen  de  la  règle 
seule,  autant  de  points  qu'on  le  veut  d'une  courbe  du  troisième 
degré  y  ainsi  que  les  tangentes  en  ces  points,  lorsque  l'on  cannait 
un  point  quelconque  M  de  la  courbe ,  et  les  points  de  contact  A, 
B,C,Ï)  des  tangentes  menées  de  ce  point. 

En  effet,  les  points  d'intersection  respectifs,  a,  ce',  a'^des  droites 
DA,  DB,  DG,  avec  les  droites  BG,  GA,  AB,  appartiennent  à  la 
courbe  (1);  et  les  tangentes  en  a,  a ,  a",  M  concourent  en  un 
même  point  x,  également  situé  sur  la  courbe  (t.  IV,  p.  35S). 
De  même,  les  points  de  rencontre  (3,  (3',  jî^de  Ma,  Ma',  Ma",  avec 
a'V,  a!'af  aux.',  se  trouvent  sur  la  courbe;  et  les  tangentes  en 
P,  |3',  ^",  X  concourent  en  un  même  point  y  de  cette  ligne. 

Pour  trouver  le  pointx,  où  concourent  les  tangentes  en  a,a',a", 
M,  désignons  par  y,  7',  /',  z  les  points  où  la  courbe  est  rencon- 
trée par  les  droites  D(3,  D|3',  D^'\  Dx.  Les  quadrilatères  ABGD, 
«aVM,  P(3'P"x,77y'z,  de  même  que  tous  ceux  qu'on  obtient 
en  permutant,  dans  ceux-ci,  deux  sommets  quelconques,  ainsi  que 
les  deux  autres,  sont  homologiques  deux  à  deux,  et  les  dlQërents 
centres  d'bomologie  se  trouvent  sur  la  courbe  (2).  Les  points  D, 
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P,  ^  étant  en  ligne  droite ,  le  point  y  sera  le  centre  d'homologie 
des  quadrilatères  DCBA,  P^'^'^x,  et,  par  suite,  le  point  de  con- 
cours des  droites  Dj3,  C^',  B(3'\  De  même  /,  centre  d'homologle 
de  CDAB,  pP'|3"a?,  est  le  point  de  concours  de  CP,  D^',  A^"  ;  /', 
centre  d'homologie  de  BADC,  p^'^^x,  est  le  point  de  concours 
de  BP,  AP',  D(3";  js,  centre  d'homologie  de  ABCD,  p(3'(3''x,  est  le 
point  de  concours  de  AP,  B(3',  G^''  ;  enfin  x,  centre  d*bomol(^ie 
de  ABCD,  y/'/'Zy  est  le  point  de  concours  de  ky^  B/,  Cy'\  Hz. 

Pour  trouver  le  point  de  concours  y  des  tangentes  en  (i,  P', 
P",  X,  on  suivra  une  marche  semblable  à  celle  qui  nous  a  servi  ù 
déterminer  le  point  x. 

Ainsi,  Ton  cherchera  d'abord  les  points  d'intersection  d,  i\  i'* 
de  xp,  xP',  x(3"  avec  p'p",  (3"(3,  P(3'.  Les  tangentes  en  *,  d',  (î", 
y  concourent  en  un  même  point  u,  situé  sur  la  courbe.  Ensuite, 
les  droites  Dd,  Dd',  Dd'',  Dy  rencontrent  la  courbe  en  quatre 
points  E,  E',  E",  U  Le  point  E  sera  le  point  de  concours  de  Dd, 
Cd',  B^"  ;  E',  celui  de  CJ,  D*',  Ad";  E",  celui  de  W,  Ad',  Dd"; 
I,  celui  de  Ad,  Bd',  Cd;  enfin  y  celui  de  AE,  BE',  CE",  Dl. 

On  peut  encore  observer  que  les  points  D,  x,  z  étant  sur  une 
ligne  droite,  les  points  M,  y^  t),  où  les  tangentes  en  D,  x,  z  rencon- 
trent la  courbe,  le  sont  aussi.  Donc  le  point  v  est  le  centre  d'homo- 
logie  des  quadrilatères  ax'a"Mj  i3'i"yf  et,  par  suite,  le  point  de  con- 
cours des  droites  ad,  a'd',  a"d^',  My. 
Pour  construire  le  point  de  con- 
cours u  des  tangentes  en  d, è\d", 
y,  on  opérera  comme  nous  l'avons 
fait  pour  trouver  x  et  y. 

Nous  avons  réuni,  dans  le  ta- 
bleau ci-joint,  les  différents  qua- 
drilatères homologiques  dont  il 
vient  d'être  question ,  ainsi  que  les 
points  de  concours  des  tangentes  à 
leurs  sommets  :  ce  qui  permettra 
de  suivre,  avec  plus  de  facilité,  les 
constructions  que  nous  avons  indi- 
quées dans  ce  numéro. 


QMdrilBtèrM 
hmnologlqiiM. 

Potolt  d«  eoMouf* 
•ni  Minmcu. 
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4.  On  sait  que  par  un  point  on  peut,  en  général,  mener  six 
tangentes  à  une  eourbe  du  troisième  degré ,  et  que  les  six  points 
de  contact  se  trouvent  sur  une  conique.  Si  le  point  d*où  Ton  mène 
les  tangentes  se  trouve  sur  la  courbe,  deux  des  six  points  de  con- 
tact coïncident  en  ce  point.  Conséquemment,  la  conique  passant 
par  les  points  A,  B,  C,  D,  M  est  tangente  à  la  courbe,  au 
point  M. 

De  même,  les  coniques  passant  respectivement  par  les  points 
a,  a',  a",  M,  X, ...  p,  P',  p",  X,  y, ...  y,  y',  /',  z,  v, ...,  sont  tan- 
gentes à  la  courbe,  aux  points  x,  y,  v,  etc. 

6.  On  sait  aussi  que,  si  Ton  considère  le  système  des  coni- 
ques passant  par  quatre  points  fixes  d*une  courbe  du  troisième 
degré,  toutes  les  cordes  qui  passent  par  les  deux  autres  points 
d'intersection  des  coniques  et  de  la  courbe,  concourent  en  un 
même  point,  situé  sur  la  courbe  (Carnoy,  Géom.  anal.). 

Parmi  les  coniques  circonscrites  au  quadrilatère  ABCD,  il  y 
en  a  une  qui  est  tangente  à  la  courbe,  au  point  M.  La  corde  qui 
passe  par  les  deux  autres  points  d'intersection  de  cette  conique  et 
de  la  courbe,  est  donc  la  tangente  en  M  ;  or  celle-ci  rencontre  la 
courbe  au  point  x  ;  donc  : 

Si  l'on  considère  le  système  des  coniques  circonscrites  au  gua- 
drilalère  ABCD,  toutes  les  cordes  qui  passent  par  les  deux  autres 
points  d'i/Her section  de  ces  coniques  avec  la  courbe^  concourent  au 
point  X, 

Nous  avons  vu  (3)  que  x  est  le  point  de  concours  des  droites 
Ay,  By\  Cy",  Dz.  D*où  il  suit  que  les  coniques ,  circonscrites  au 
quadrilatère  ABCD  et  passant  respectivement  par  les  points 
7f  Yi  i'y  ^9  ont  pour  sixième  point  dlntersection  avec  la  courbe 
les  points  A,  B,  C,  D,  et  par  conséquent  sont  tangentes  à  la  courbe, 
aux  points  A,  B,  C,  D. 

La  conique  circonscrite  au  quadrilatère  ABCD,  et  passant 
par  le  point  x,  doit  couper  la  courbe  en  un  sixième  point  tel, 
que  la  corde,  qui  le  joint  au  point  x,  rencontre  la  courbe  en  un 
troisième  point  qui  doit  aussi  être  x.  On  en  conclut  que  cette 
corde  touche  la  courbe  en  x;  et,  comme  la  tangente  en  x  la 
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coupe  en  y,  tes  six  points  A ,  B,  G^  D ,  x ,  y  «e  trouvent  sur  une 
conique. 

Si  Ton  applique  les  mêmes  raisonnements  au  quadrilatère 
oaVM,  on  trouve  que  les  cinq  coniques,  circonscrites  au  quadri- 
latère (xa!a"Hy  qui  passent  respectivement  par  les  points  e,  s!,  t'\  t^y, 
passent  aussi,  respectivement,  par  les  points  A,  B,  C,  D,  u. 

Les  quadrilatères  ^^'^"x,  yy'y'z,  etc.,  donnent  lieu  à  des  con- 
séquences analogues. 

6.  Proposons-nous  de  trouver  Téquation  de  la  courbe  du 
troisième  degré  ^  dont  on  connaît  un  point  M  et  les  points  de 
contact  A,^B,  G,  D  des  tangentes  menées  de  ce  point. 

A  cet  effet 9  prenons,  pour  triangle  de  référence,  le  triangle 
ABG,  qui  a  pour  sommets  (rois  des  points  de  contact;  désignons 
par  a,  6,  c  les  coordonnées  du  quatrième,  et  par  l,  m,  n  celles 
du  point  M. 

Les  trois  droites  AM,  BM,  GM,  dont  les  équations  sont  : 

np  — »wy  =  0,    ly^noLsrsO,    ma  — /p  =  0, 

étant  des  tangentes  aux  sommets  du  triangle  de  référence,  Téqua- 
tion  de  la  courbe  aura  la  forme  : 

kdpy  -*-  Aa'(np  —  my)  -f.  fip'(/y  —  n«)  +  vy*  {ma  —  /|3)  =  0. 

Pour  que  les  coordonnées  du  point  M  vérifient  cette  équation, 
A:  doit  être  nul;  ce  qui  la  réduit  à 

kof  (np  — 'wy )  -♦-  pp*  (/y  —  «a)  +  vy*  (ma  —  /p)  =  0.  .     .    (a) 

Pour  déterminer  X,  (x,  v,  faisons  successivement  «=0,(3=0, 
y=zO  :  nous  trouvons  que  les  droites  Aa,  ha',  Ga",  qui  joi- 
gnent les  sommets  du  triangle  ABC,  aux  points  d'intersection  de 
la  courbe  avec  les  côtés  opposés,  ont  pour  équations  : 

^p  — yy«0,    Ky  — x«=0,     xa— A£p»0. 
Ces  trois  droites  passent  par  un  même  point,  dont  les  coor- 
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données  jf  ^»  ^  satisfont  à  Téquation  de  la  courbe.  La  droite,  qui 
joint  ce  point  au  point  M»  a  pour  équation 

(my — n/*)«  ■+-  {nx  —  fo)p  -♦-  (^f*  —  m>)y  =  0, 

Éliminant  a  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe,  on 
trouve 

(f*P  —  »r)'(np  —  my)  =  0. 

Il  s^ensuit  que  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe,  au  point  dont 
les  coordonnées  sont  -^9  ^y  ^.Comme,  du  point  M,  on  ne  peut 
mener  que  les  quatre  tangentes  MA,  MB,  MG,  MD,  dont  les 
points  de  contact  soient  différents  de  M,  le  point  qui  a  pour  coor- 
données ^  >  ^  »  ^  9  doit  se  confondre  avec  D  ;  donc  : 

4  i       ,       i 


ou 


_i        _i       _i 

a  6'  c 


Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (a),  on  obtient  l'équa- 
tion cherchée  : 

bca*(n(i  —  my)  -¥•  caf{ly  —  na)  -*-  06^' (ma  —  lô)  =  0. 

On  peut  traiter  cette  équation  de  la  même  manière  que  celle 
de  notre  article  intitulé  :  Sur  un  lieu  géométrique  (t.  IV,  p.  261); 
et  Ton  trouvera,  analytiquement,  tous  les  résultats  auxquels 
nous  avons  été  conduit,  plus  haut  (3),  par  des  considérations 
géométriques. 
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REMARQUES  SUR  LES  THiORËMES  ARITHMÉTIQUES 

DE  FERMATi 

par  V.  P.  llANsioii,  professeur  à  l'CniTenité  de  Gtnd. 


On  sait  que  Fermât  a  énonce ,  sans  dëroonslration ,  un  très* 
grand  nombre  de  théorèmes  d'Arithmétique.  Les  plus  célèbres 
sont  les  quatre  suivants  ; 

I.  5t  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a,  il  divise 
l'un  des  termes  a*^  —  i  de  la  suite 

et  k  est  un  diviseur  de  (p  —  1).  (Brassinne^  Précis  des  Œuvres 
de  Fermât,  p.  143.) 

Ce  théorème  a  été  démontré  de  deux  manières  différentes  »  au 
siècle  dernier,  par  Tillustre  Edler;  M.  Catalan,  en  1842,  en  a 
donné  une  autre  démonstration,  appelée,  à  tort,  par  plusieurs 
auteurs,  démonstration  dePoiNSOT,  parce  que  ce  Géomètre  se 
Test  attribuée,  sans  aucun  droit,  en  1845  (*).  Euler  a,  de  plus, 
généralisé  le  théorème  de  Fermât,  comme  il  suit  :  a^ —  1  est 
divisible  par  p,  quand  p  est  un  nombre  quelconque  y  premier 
avec  a  ;  o  est  le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  d^entiers  pre- 
miers à  p  et  non  supérieurs  à  p  (*). 

II.  L'expression  2^  +  1 ,  ou  k =2"*,  ne  renferme  que  des  nom 
bres  premiers.  (Précis,  pp.  142-143.) 


(•)  Voir  N.  C.  M.y  t.  IV,  pp.  72-76. 


i 
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EcLBR  a  monlré  que  cette  proposition  est  inexacte,  en  observant 
que ,  pour  m  ■»  5»  Ton  a 

2»+  1  =4  294  967  297  =  6  700  417  X  641. 

M.  Éd.  Lucas»  de  son  côté,  a  prouvé  que»  pour  ms»  12,  on 
trouve 

jioN  ^.  1  ss  114  689  X  tin  nombre  entier. 

De  plus,  il  établit  que  641  est  le  plus  petit  diviseur  de  S'*  + 1, 
et  H4  689,  le  plus  petit  diviseur  de  2*^6  +  i  (*). 

III.  Tout  nombre  est  égal  à  la  somme  de  p  nombreê  de  la 
forme 

n(n  —  1), 

011  cfe  P  nombres  polygonaux  de  p  côtés.  (Précis^  p.  1 56.) 

Ainsi,  en  particulier,  en  faisant  p=  4,  on  trouve  ce  théorème  : 
un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre  carrés  (dont 
quelques-uns  peuvent  être  0  ou  1)  que  Lagrange  a  démontré,  le 
premier,  en  1770,  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  p.  123  (**).  Si 
p  3=  3  y  on  obtient  cette  autre  proposition  :  tout  nombre  est  la 
somme  de  trois  nombres  de  la  forme  ^'^^^\  ou  de  trois  nombres 
triangulaires,  théorème  que  ni  Euler,  ni  Lagrange,  ni  Legendre 
n'ont  pu  démontrer,  mais  dont  Gauss  a  établi  la  vérité,  dans  les 
Disquisitiones ,  §  288-293.  Enfin ,  Cauciiy,  pour  son  coup  d'essai 
en  Arithmétique  supérieure,  a  prouvé  la  proposition  générale, 
dès  1813  C**). 


(*)  Comptes  refidus  de  V académie  royale  de  Turin,  27  janvier  1878. 

(")  D'après  Gauss  ^  Disquisitioneê,  §  293.  Voir  cette  démonstration,  sim- 
pHGéc,  d'après  Eulbk,  dans  Leobndbb,  Esêai  sur  la  Théorie  des  nombres, 
i^  édition ,  2»«  partie,  §  IV,  pp.  198-204. 

(**')  Exercices  de  Mathématiques,  t.  I,pp.  26K-296. 
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IV.  71  est  impassible  de  résoudre,  en  nombres  entiers^  l'équaiion 

sauf  pour  m  «=  2.  (Précis,  p.  53.) 

EuLER  a  démontré  ce  tliéoréme  pour  mssi,  msB?  (*); 
Legendre,  pour  m=5  (*^);  Dirighlet,  pour  m  «s  14;  Lamé,  pour 
mt=a79  cas  qui  comprend  le  précédent;  KuMiiER,pour  une  infinité 
de  nombres  premiers,  et,  en  particulier,  pour  tous  ceux  qui  sont 
inférieurs  à  iOO  (***).  Mais  la  démonstration  générale  reste  encore 
à  trouver. 

Fermât  a  énoncé,  le  plus  souvent  sans  démonstration,  un 
grand  nombre  d'autres  théorèmes  d'Arithmétique.  Tous,  si  nous 
ne  nous  trompons,  ont  été  reconnus  exacts,  ce  qui  est  un  phé- 
nomène bien  curieux  de  Thistoire  des  Mathématiques,  quand  on 
songe  où  en  étaient  les  méthodes  d'investigation  de  l'Arithmé- 
tique supérieure,  à  l'époque  où  vivait  Fermât  (iv). 


II 

Gauss  croit  que  Fermât  a  trouvé  ses  théorèmes  par  induction, 
et  qu'il  n'en  avait  pas  de  vraies  démonstrations.  Dans  le  numéro 
du  10  mars  1817  du  Journal  des  Savants^  de  Gœttlngue  (Gôtten- 
gische  gelehrte  Anzeigen),  on  trouve  le  passage  suivant,de  l'illustre 
Géomètre  allemand  :  «  L'Arithmétique  supérieure  a  ceci  de  par- 
ticulier que  ses  plus  beaux  théorèmes  se  trouvent  aisément  par 
induction,  tandis  qu'on  n'en  découvre  la  démonstration  qu'avec 

beaucoup  de  peine Aussi,  l'un  des  plus  grands  mérites 

d'EoLER  est  d'avoir  démontré  plusieurs  des  théorèmes  de  Fermât, 


(*)  EuLBR,  Algèbre,  dernière  section,  chap.  XIII  et  XV.  Voir  Lbobndre, 
Eisai  sur  la  Théorie  des  nombres,  i^«  partie,  §  I ,  pp.  401-410. 
{**)  Mémoireê  de  V académie  de  Paris,  1832  (sauf  erreur). 
{*'*)  D'après  Valson,  Cauchy^  t.  Il,  p.  3. 
(iv)  Fermât,  né  en  1608,  est  mort  le  13  janvier  1665. 
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que  celui-ci  avait  obtenus^  ce  semble,  par  induction.  »  (Gauss, 
Œuvres,  i.U,^  édition,  pp.  lS9-i60.) 

Antérieurement  9  dans  le  même  recueil  (12  mai  1808,  flEu- 
vreSf  t.  II,  pp.  1S1-15S),  Gauss  avait  déjà  énoncé  la  même 
pensée  :  «  Les  plus  belles  propriétés  des  nombres,  dit-il  ^  et ,  en 
particulier  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques,  sont 
faciles  à  trouver  par  induction,  mais  très-difficiles  i  démontrer. 
Fermât  connaissait  le  caractère  quadratique  des  nombres  —  1 , 
d=  2,  di  3,  et.il  affirme  même  avoir  la  démonstration  des  théo- 
rèmes qui  y  sont  relatifs.  Comme  il  n'a  rien  publié  sur  laques- 
tion,  nous  ne  pouvons  savoir  s'il  ne  s'est  pas  trompé;  mais  cela 
est  très-possible  y  car  on  peut  citer  de  grands  Géomètres  qui  se 
sont  fait  illusion  sur  la  valeur  de  leurs  démonstrations  en  Arith- 
métique supérieure,  par  exemple,  Eu ler,  Legendre  et  Fermât 
lui-même,  > 

Ici,  comme  on  le  voit,  Taccusation  est  plus  précise.  En  résumé, 
Gauss  dit  :  I.  Il  est  probable  que  Fermât  a  trouvé  ses  théo- 
rèmes par  induction.  II.  Il  est  possible  qu'il  n'en  ait  pas  pos- 
sédé de  vraies  démonstrations;  car  :  1*  elles  sont  très-difficiles 
à  trouver;  2^  il  s'est  trompé  lui-même  sur  la  valeur  de  certaines 
de  ses  démonstrations. 

Nous  allons  essayer  d'établir  précisément  le  contraire  de  la 
seconde  assertion  de  Gauss  ;  ce  qui  affaiblira,  du  même  coup,  la 
première,  quoique,  à  la  rigueur,  on  puisse  admettre  celle-ci. 

(La  fin  prochainement.) 


QUELQUES  IDENTITÉS. 


I.     [x»  —  »*-!-  3xy  (2x  +  y)Y  -*-  [y'  — x»  -h  3xy  (%  +  x)]» 

=  27xy  (x  ^  y)  (x«  -♦-  xy  -f-  y*)'. 

(Edouard  Lucas.) 
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RsHARQUE.  D'après  le  Théorème  de  Fermai,  le  second  membre 
ne  saurail  être  un  cube  ;  donc  ; 

L'équation 

«i/(a+y)-.z' (!) 

e*t  tmpouible. 

La  rédproqueesl  vraie.  Par  conséquent,  si  l'on  pouvait  démon- 
trer, simplement,  ce  dernier  théorème,  celui  de  Fermai  s'ensui- 
vrait. Hais  l'équation  (t)  conduit,  tout  de  suite,  ii  celle-ci, 

x-'fy'*  =  z'*i (S) 

en  sorte  que  l'on  tourne  dans  un  cercle. 
If.  Si  3p— a-4-6-fc,  on  t, identiquement, 

p'  +  (p  —  o)'  +  (p  —  6)*  +  {p  —  c)*  —  a'  +  6*  -I-  c*. 
(E.  C.) 
A-t-on  imprimé ,  quelque  pari, 
cette  relation  évidente?  Quoi  qu'il 
en  soit ,  elle  donne  lieu  aux  pro- 
positions suivantes  ; 

1'  Soient, lur  le  coté  AB  d'un 
triangle  kBC,U,P.P',?"  les  poinu 
de  contact  du  cercle  inicrit  et  de» 
cercles  ex-intcrili  :  ta  somme  dei 
carrés  des  distances  du  sommet  A, 
à  ces  quatre  points ,  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  côtés; 
2"  Si  l'on  prend,  sur  wnc  droite 
AB,  deux  pointt  quelconques  M,  N  (*),  on  a ,  entre  les  six  distau' 
ces  AM.  AN,  AB,  HN,  MB, 
NB,  la  relation 

ÂM'  -^  MN'  -t-  BH*  •*■  AB'  — AN*  +  BM*  ■*■  (AH  +  BNjV 


(')  HoyennDnl  certaines  rcstriclioDs,  ce»  points  peuvent  cire  si 
les  prolongements  <le  )■  droite. 
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5"  la /Imcft'on  (a*  +  b*  +  c*  +  bc -f- ca  H- ab)S  cflfate  à 
[(a  •^e){a'^  6)]*  -♦-  [(6  -♦-  c)  {a  -♦-  6)]*  -*-  (c"  -♦-  ac  h-  6c  —  a6)*, 

el  ^afe,  aussi,  à 

£a(a  H- 6 -f- c)]"-»- [6  (a  H- 5  +  c)]* -H  [c(a -I- fc -H  c)]*-«- [6d -♦•  ca  4- a6]'(*), 

estégtdej  encore,  à 

j[a»— 6«+c»-|.(o-|.6)c— a6]«  ^-l[6«— a*H.  c*4-(o^-6)c— o6p 
-♦-l[oV6«— c*+(a  +  6)c-^3a6]'-f-[a*+6VcV3(o  +  6)cH-a6]». 

4"  £a  fonction  [a*  -i-  b*  -h  c*  -^  (a  h-  b  -f-  c)^]^  égale 

[o'  —  5'-i-  (?-¥-  6c-i-  ca  —  a6]*-*-[ — o*  -*-  6*-*-c'-*-6c -♦-<»  — oô]' 
-I-  [a*-*-6' — c'-»-  55c-*-  5ca-*-o6]*-v  [a*-*-  5'-i-  c*-t-6c  h-  ca  -*-  3a6]*. 

»•  La  fonction  [(b  -^  c)«  H-  (c  4-  a)2  h-  (a  -h  b)«]«  é^a/e 

(o* — 6*-i-  €^-«- 6c+  ea — «6)* -*- ( — o'-*-6" -i-  c' -i-  6c  -i-  ca  — a6)* 
-*- (a«-*- 6*— c"+ 6c  +  ca  +  3a6)*  ^  (a' -t- 6* -H  c*  H- 56c  +  5ca -f.  a6)» 
ssa{6* — <?-♦- o*-i- ca -H  a6 — 6c)'-»-(— 6*-*-c'-«-a'-i-  ca-^-  ab — 6c)* 
H-  (6'-f-  c*—  o*-i-  ca -I-  a6-*-  56c)*  -i-  (6*  -*-  c*  -h  a*  -*-  5ca  -*-  5o6  -♦-  6c)* 
=  (c* — o*-*-  6'-*-a6  •♦-  6c —  caf  -¥-  { — c*  +  a*  -f-  6*  -+-  a6  -h  6c  —  cà)* 
-¥-  (c*+  a*— 6*-*-  a6  -♦-  6c  -♦-  3ca)*-*-  (c*-«-  a*-i-  6'-*-  5a6-4-56c-hco)*; 
etc. 

6**  Généralement,  si  un  nombre  pair  est  la  somme  de  trois 
carrés  f  il  est  décomposable  en  quatre  carrés.  Il  y  a  exception 
quand  une  des  racines  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

?•  Soit,  par  exemple,  N  =  3*  -i-  5*  -*-  6*.  On  trouve 
Ne=»7*-h4*-i-2*-*-l*;  puis,  par  les  identités  précédentes  : 

N«  =  (3*  4- 5*  +  6*)*  — (7* -«.  4*  H- 2*  ^  i*)* 
—  60*  -*-  36*  +  2*=49*  ^li*  -H  15* -H  47*;  etc. 


O  N.  C.  M.,  1. 1,  pp.  43Î,  133  (1"  édition). 
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III. 


(..i)(..i)(...)...(..l) 


ifi  ■«-  i; 


donc  ta  somme  des  nombres  \,-^,  ^,  •  •  •,  ^,piu»  la  somme  de 
leurs  prodtùls  deux  à  deux,  plus  la  somme  de  leurs  produit* 
fyrois  à  brois,  . . . ,  plus  leur  produit,  égale  n. 

(Ebrbst  Cesabo.) 


le 

n 


'«,« 


(E.  Gesaro.) 

Voilà  encore  deux  relations  curieuses ,  presque  évidentes ,  et 
peut-être  non  remarquées  jusqu'à  présent.  A  propos  de  la 
deuxième  (II),  M.  Brocard  m'écrivait,  récemment  :  «  Il  esta  pré- 
»  sumer  que  Ton  finira,  un  jour,  par  réunir  assez  d'identités  de 
»  ce  genre,  pour  établir,  d'une  manière  élémentaire,  que  tout 
»  nombre  entier  peut  s'écrire  sous  forme  d'une  somme  de  quatre 
»  carrés.  » 

Je  partage,  complètement,  l'opinion  de  mon  jeune  Camarade; 
pour  la  corroborer,  si  la  chose  était  nécessaire,  il  suffirait  de 
rappeler  les  paroles  de  Fermât  :  «  Décomposer  un  cube  en  deux 
»  autres  cubes  ^  une  quatrième  puissance ,  et  généralement  une 
•  puissance  quelconque  en  deux  puissances  de  même  nom  atf-cbs- 
>  sus  de  la  seconde  puissance,  est  une  chose  impossible,  et  j'en  ai 
»  assurément  trouvé  l'admirable  démonstration.  Lk  marge  trop 
»  EXIGUË  NE  LA  CONTIENDRAIT  PAS.  >  (Observations  sur  Diophante; 
traduction  de  Brassinne.)  Si  le  grand  Géomètre  toulousain  a  fait 
cette  naïve  l'emarque,  c'est  que  la  marge  était  sans  doute  presque 
suffisante;  et  la  démonstration ,  fort  simple.  Depuis  deux  siècles 
on  la  cherche  inutilement.  (E.  G.) 
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SUR  LA  SÉRIE  1  ^  3f x  +  S^x* -4-  •••; 


par  M.  BonBLED,  élèYe  à  l'École  des  Mines  (Liège). 


Pour  abréger  récriture,  supposons  p  ^s  3,  et  écrivons  : 

Xo  =  4  -H  i  -♦-  X*  +  —  -4-  «•"*  +  •••, 
X|=3  4  -f-  2x  -*-  3x*  -h  •••  -♦-  nx"'*  +  •••, 
Xj«a  1  -fr-  2'x  4-  3*x'  -♦-  •••  +  n'x"~*  H-  —, 
X,=  «  -f-  â'x  -♦-  3V  ^  •..  -4-  n'x"-'  -4- 


•••, 


Multiplions  les  deux  membres  de  la  dernière  égalité  par  -4-  i, 
ceux  de  la  troisième  par  —  3 ,  ceux  de  la  deuxième  par  +  3  ; 
ceux  de  la  première  par  —  1;  puis,  additionnons  membre  à 
membre.  Le  coefficient  de  x*"^^,  dans  le  résultat,  est 

Donc 

X5  —  3Xs  +  3X|  -^  Xo  =  xXg. 

En  général  : 

X,(l  —  x)  — -X..,  -4-  ..•  db  -X^—  d=  Xo, 

1  1 

X„_i(i  — x) — X,_|-4-...=  ipXo, 

■  ••••••••••• 

Ces  équations  donnent,  pour  X„^  une  valeur  de  la  forme  d*un 
déterminant  à  n  colonnes,  multiplié  par  .^  _  ^.^t  ;  car  Xo«=»  j-:^^; 
et  le  déterminant  des  premiers  membres  se  réduit  i^^J^^,, 
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En  particulier  :    . 


X. 


1 


i  —  x 


.   X, 


I 


{i-x) 


V  X. 


»  -+- 1 


X.- 


«»-»-4x-*-l 


Jj^ .  ^B t        X| 


(1-x)»     -         (f-x)' 
x*-t-  26x»  -•-  66x'-»-  86x  -»- 1 


•  » 


Remarques.  —  I. 


*""0-.x) 


P«.i  étant  un  polynôme  du  degré  n —  1 ,  dans  lequel  les  eoeffi- 
cients  des  termes  à  égales  distances  des  extrêmes  sont  égaux. 

II.  Si  Ton  suppose 

P,_4  ea  i  H-  Ax  -«-  Bx*  -t-  ..•  4-  Bx"-*  -♦-  Ax'^'  -♦-  x"'*, 

on  a,  d'après  la  formule  ci-dessus  : 

P«-i(^  -♦•  X  +  X*  -♦-  •..)  =  (4  -«-  2"x  +  5V  H- ...). 

Égalant  les  coefficients  de  x"  dans  les  deux  développements  » 
on  trouve 

1  -i-A-«-B--*-4-B-i-A-i-1 


n 


—  (itH-i)»  — -n 


^ — : — - — n"    —  •••a:  I  ^ l.z.a •'•  n. 
1.3 


Note  du  Rédacteur.  On  doit,  je  pense,  à  M.  Schlômilch  »  la 
formule 

,,  "^    „=  4  -♦-  4x  -I-  9x*  +  I6x»  -♦-•... . 

(1  —  xy 

Dans    mon    Cotir«   d'Analyse,  j*ai  proposé  cette  question 
générale  : 

Déterminer  Bp,  Gp,  •• .  Gp,  de  manière  que 


i-^Bfps-^C^' 


G^ 


(i  —  x)^* 


i  -¥•  Vx  -!-  5'x"  -»-  4'x'  •♦••••. 
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La  multiplication  par  (i  —  x)p-*-*  donne»  immédiatement  : 

n=^-'  ^ — ^^ 

'  1  1.2         ' 

^        .        P-*-^..        (p-*-^)P^        (P-*-l)P(P  —  ^) 

Parmi  les  conséquences  de  ces  diverses  formules ,  j'indique, 
seulement,  celle  qui  se  rapporte  à  la  somme  des  puissances  p 
des  n  premiers  nombres  entiers;  savoir  : 

Par  exemple, 

1»  -4-  2» -♦-  3»  =  C,,, 4- 26Cs., -H  66  =28  -♦-  26.7  -^  66  =  276. 


EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


résolution  db  gsrtainbs  équations  indéterminées, 
d'ordre  supérieur  au  second; 

par  M.  DinoYii. 

[Comptée  rendus  —  fi  jaillet  et  19  août,  1878.) 


Dans  la  Note  IX  des  Additions  à  V Algèbre  d'EuLM,  Lagrangb 
détermine  des  fonctions  algébriques  d'un  degré  arbitraire,  qui. 


(*)  Si  n  est  inférieur  à  p,  le  dernier  terme  du  second  membre  est  celui 
qui  contient  Gpf.f,p^i  as  I . 

IV.  7 
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multipliées  entre  elles»  donnent  des  fonctions  semblables  ;  il  est 
ainsi  conduit  à  des  identités  qui  peuvent  serrir  à  résoudre,  en 
nombres  entiers,  certaines  équations  d*un  degré  quelconque, 
contenant  un  grand  nombre  de  termes ,  mais  néanmoins  particu- 
lières. 

«  En  cbercbanl  à  appliquer  la  méthode  de  Lagrangb  i  la  réso- 
lution de  quelques  équations  générales  très-^simples,  celles-ci, 

par  exemple, 

x'+y^^az* (I) 

x*+ay*=x« (2) 

j'ai  été  conduit,  dit  H.  Dbsbovbs,  aux  deux  identités 

[x»--y»H-  3xy(2x-4-y)]»-^  [y*  — x»+  5xy(2y  h-  x)]' 

=  xy (X  -^  y)  [3(x' -♦-  xy  -4-  y*)]'' (3) 

(y* -♦-  2xy  —  xy  -♦-  (2x  -♦- y)x*y  (2y  -4-  2x)* 

=  (x*H-y*4.i0xy-4-4xy»^12x'y)«    ...    (4) 

La  première  a  été  donnée  par  M.  É.  Lucas  (*),  qui  y  est  arrivé 
par  une  autre  voie  ;  mais  la  seconde  est  nouvelle,  et  elle  met  en 
évidence  le  théorème  suivant  : 

Inéquation  (2)  peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers^ 
lorsque  a  est  de  l'une  des  deux  formes  (Sx  +  y)  x*y ,  2x*  +  y^ 
(pour  arriver  au  dernier  énoncé,  on  change,  dans  Tidentité  (4)| 
X  en  oc*,  y  en  y*), 

Lldentité  (4)  ne  donne,  il  est  vrai,  qu^une  solution  ;  mais 
EuLBR  a  fait  connaître  des  formules  qui  permettent  de  trouver 
une  infinité  de  solutions  de  l'équation  (2),  lorsqu*on  en  connaît 
une. 

Dans  le  cas  de  Téquation 

x"+ay»=««, (5) 


(*)  Voir  ci-dessus,  page  9i. 
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la  méthode  conduit  à  Fidenlité 

et  l'on  satisfait  à  Inéquation  (5)  en  posant 

Si,  dans  l'identité  (4),  on  change  x  eax-h  y,on  arrive  au 
théorème  suivant  : 

Uéqtmtion 

X*  +  aY*=  Z* 

peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers,  lorsque  a  est  é*fime 
des  formes  suivantes  : 

ar'y(!2x  +  y),    (y±2x«)y,    (y-«-2«)x\    y*±2x% 
—  X*  (y' -*-«*),     dby«— X*,    —  af(x-^0; 

X  e<  y  éton/  de«  entiers  positifs  ou  négatifs,  mais  quin'annulent  ni 
a  ni  Y. 

La   méthode  de  Lagrange  n'a  conduit  à  aucun  théorème 
général,  relatif  à  la  résolution  de  Téquation 

Xt+aY*  =  Z*; (6) 

mais,  si  Ton  change,  dans  Tidentité  (4),  x  en  jc  +  y,  puis,  dans  la 
nouvelle  identité,;^  en  x*  h-  î/*,x'  en  2xy  (Sxy  —  y^  -h  x*),  on 
obtient  Tidentité 

[(a:-^y)*-.4xy^3x^-2y)]* 
-2xy(x»-y')[(x»-yV-4xyj(2x«+2yY 
=  [(«  +  y)*—  ^^y  (2x  -♦-  oy)J; 

et  Ton  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  : 

Véquation  (6)  peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers, 
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lorsque  a  est  de  la  forme 


-  2xi^(««-y')[{x'^yr-4xy]. 

D'autres  identités,  faciles  à  établir,  montrent  que  réquation(6) 
peut  encore  être  résolue  lorsque  a  est  d*une  des  formes 

—  8(x*^-y«),    —  x(x'-f  4),    —  (x*H-4). 

L'identité  (3)  permet  de  reconnaître,  avec  M.  É.  Lucas,  le 
théorème  suivant  : 

Povr  qtie  l*équation  (i)  soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières 
cfe  X,  y,  z,  a,  il  faut  et  il  suffit  que  a  appartienne  à  la  forme 
xy  (x  -f-  y)^  préalablement  débarrassée  de  ses  facteurs  cubiques, 
(Voir  les  énoncés  1 33  et  1 34  de  la  N.  C.  M.)  » 

L'équation 

a  une  infinité  de  solutions,  contrairement  à  l'assertion    de 
Legendhe. 
Voici  enfin  une  identité  curieuse  : 

[x'  +  5xV  —  y»]»  +  [Zxy{x  -*-  y)J» 
=(x'  +  6x*y  4- 3xy»— y»)[x*-^  xy  -^  y«]». 

Elle  prouve  que  le  polynôme 

x*  +  Gx'y  -♦-  5xy* — y* 

n'est  jamais  égal  au  cube  d'un  nombre  entier,  ni  à  son  double, 
son  triple,  son  quadruple  ou  son  quintuple  (*). 

(H.  Brocard.) 


(*)  Edouard  Lucas,  Neuvellet  annales  (septenubrc  1878). 


—  10!  — 


VARIÉTÉS. 


liA  LOTBKIB  »B  l.*BXP««ITI«IV. 


(Extrait  d*ane  lettra  de  M.  CaUlan  i  M.  Laisant.) 


c  On  8*est  préoccupé,  depuis  longtemps,  du  meilleur  moyen 
d'eflectuer  le  tirage  de  la  Loterie  de  l'Exposition.  II  y  a  quelques 
semaines,  Vlllustraiion  publiait,  sur  ce  sujet,  une  remarquable 
lettre  de  M.  Dormoy ,  dont  la  compétence ,  en  probabilités,  est 
bien  connue.  Le  procédé  qu*il  propose  est  ingénieux  et  simple, 
sauf  en  un  point  :  la  distribution  de  billets  auxiliaires  ou  provi- 
soires (*).  En  voici  un  autre,  peu  différent  du  premier,  que  vous 
pourrez  indiquer  à  mon  camarade  Teisserenc ,  quand  vous  le 
rencontrerez  (**). 

Considérons  d*abord,  pour  plus  de  simplicité,  le  cas  d*une 
loterie  de  100  numéros^  ayant,  par  exemple,  9  lots,  étiquetés  1, 2, 
3, ...,  9.  Un  tirage  unique  indiquera  le  numéro  qui  doit  gagner 
le  premier  lot.  Supposons  que  ce  tirage  amène  le  n^  37.  Alors, 
sans  qu*il  y  ait  besoin  d'aucune  autre  opération  : 

Le  porteur  du  billet    37  gagne  le  lot  1 , 

»  »  38  »  2, 

»  59  »  3, 

»  »  45  >  9. 


(')  N*ayant  pu  retoaver  le  numéro  de  V/ihutration^  je  cite  de  mémoire. 

(**)  Les  dispositions  pour  te  tirage  de  la  grande  Loterie  étant,  paralt-il, 
définitivement  adoptées,  la  méthode  nouvelle  ne  pourra  servir  que  dans  une 
autre  occasion. 


—  «02  — 

Les  plus  simples  notions  du  calcul  des  Probabilités  prouvent 
que,  avec  cette  manière  d'opérer,  la  chance  d*un  joueur  quel- 
conque^  de  gagner  un  lot  désigné,  est,  a  priori,  la  même  que  si 
Ton  avait  tiré  9  numéros. 

Bien  entendu,  si  le  numéro  sorti  dépasse  100  —  9,  on  fait  une 
permuiatiofi  tournante.  Admettons  que  ce  numéro,  au  lieu 
d*étre  37,  soit  95;  alors 

le  billet    95  gagne  le  lot  1, 
96  >  % 


•            •           • 

•           •           • 

100 

•                  •         • 

•       • 

6, 

» 

i 

» 

7. 

» 

2 

B 

8, 

» 

3 

m 

9. 

Supposez,  maintenant,  qu'il  y  ait  douze  millions  de  billets,  et 
soixante-dix  mille  lots.  Après  avoir,  préalablement,  étiqueté 
ceux-ci,  on  tirera,  de  la  roue  contenant  les  douze  millions  de 
numéros,  ou  plutôt  des  huit  roues  qui  en  tiennent  lieu  (*),  un 
numéro  unique.  Si  ce  numéro  est,  par  exemple,  3  847  524  : 

Le  porteur  du  billet  3  847  534  gagne  le  lot  1, 

3  847  535  »  3, 

3  917  533  »  70  000. 

Et  si  le  numéro  sorti  surpasse  13  000  000  —  70  000,  on 
s'arrange  comme  je  Tai  indiqué  plus  haut.  » 


(*)  Si  mes  souvenirs  sont  fidèles,  e*est  Binet  qui,  à  Toecasion  de  la  célèbre 
loterh  du  Ungot  d'or^  proposa  cette  heureuse  modificaUon  a  l'ancien  pro- 
cédé, devenu  impraticable. 


—  103  — 


CORRESPOHDAHCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Ê.  Lemaine.  —  «  Dans  le  naroéro 
de  décembre  1878,  de  la  N.  C,y  page  385,  Monsieur  P.  H.  donne, 
d*après  Monsieur  Lalanne,  la  solution  d*une  question  de  probabi- 
lités; vous  trouverez,  sôus  mon  nom,  eette  question  posée  el 
traitée,  pour  la  première  fois^  en  1873  dans  le  numéro  1  du  BuU 
ïetin  de  la  Société  Mathématique^  page  39.  Si  je  crois  devoir  vous 
envoyer  ces  quelques  mots,  c*est  d'abord  que  vous  avez  fait  à 
cette  question  Thonneur  d*une  sorte  de  petite  Note  historique, 
ensuite  qu'il  y  a  déjà  eu,  à  son  propos,  diverses  communications 
intéressantes  :  une  de  M.  Halphen,  qui  la  généralise  (Bulletin  de 
la  Soc.  Math.,  1873,  p.  221);  enfin  qu'elle  m'a  servi  comme  idée 
première  dans  un  petit  travail  sur  les  Probabilités,  que  j'ai  com- 
muniqué au  Congrès  du  Havre  en  1877,  —  vous  présidiez  ce 
jour-là,  —  et  je  compte  rédiger,  au  premier  moment  de  loisir, 
et  publier  ce  petit  travail.  » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  SGT. 


On  considère  des  ellipses  ayant  pour  centre  un  point  donné  et 
tangentes  à  une  droite,  en  un  même  point  A.  Le  cercle  osailateur 
en  A  rencontre  l'ellipse  correspondante  en  un  point  dont  on 
demande  le  lieu  (Procédé  géométrique.)        (Mennesson). 


—  404  — 

On  sait  que  si  un  cercle  coupe  une  ellipse  en  quatre  points,  il 
détermine,  en  général,  trois  couples  de  cordes  communes  telles, 
que  les  deux  cordes  formant  un  même  couple  font,  avec  le  grand 
axe,  des  angles  supplémentaires.  Ces  trois  couples  se  réduisent  è 
un  seul  si  le  cercle  est  osculaieur  è  l'ellipse;  savoir  :  la  tangente 
au  point  de  contact,  et  Yunique  corde  commune  (*)• 

Cela  posé,  soient  AD  la  droite  donnée,  CD  la  direction  du 
grand  axe  d*une  des  ellipses.  Prenons  A'  symétrique  de  A  par 
rapport  à  CA  ;  menons  AD'  qui  coupe  CD  sous  le  même  angle 
que  AD.  Tirons  CA',  qui  coupe  AD'  en  N;  cnfln,  prolongeons 
AN  de  NM  =  AN  :  M  est  un  point  du  lieu.  On  a  : 

CNA=CA'D=GAD. 

Les  lieux  des  points  N  et  M  sont  donc  des  cercles  faciles  à 
décrire.  L.  Bomblbd, 

élève  à  rÉeole  des  Minet  (Liège). 


Question  3GS» 

On  donne  deux  points  fixes  M ,  N  <ur  une  circonférence;  on 
demande  k  lieu  géométrique  des  centres  des  coniques  passant  par 
le  point  N  et  osculatrices,  en  M,  à  la  circonférence  donnée 
(Procédé  géométrique.)  (Mbnnbsson.) 

Traçons  la  tangente  en  M,  la  corde  MN  et  la  bissectrice  de 
Tangle  de  ces  droites.  Les  grands  axes  des  coniques  sont  per- 
pendiculaires à  cette  bissectrice.  Soit  AB  Tune  de  ces  droites. 


(*)  Tous  ces  théorèmes,  et  plusieurs  autres,  peuvent  être  considérés 
comme  des  corollaires  de  la  proposition  suivante  : 

Si  deux  turfacêi,  du  second  degré,  ont  leurt  plans  principaux  parailèies  , 
chacun  à  chacun,  leur  intersection  appartient  à  une  surface  de  révolution,  du 
second  degré.  (Nouvelles  annales,  1816.) 


—  i05  — 

Prenons  M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  AB  ;  puis ,  joignons 
M'  au  milieu  P  de  MN  :  M'P  coupe  AB  en  un  point  G  qui 
appartient  au  lieu.  Par  le  milieu  0  de  MP,  menons  OD  et  OE 
parallèle  et  perpendiculaire  à  MM'  et  qui  coupent  M'N,  respec- 
tivementy  en  D  et  E.  Joignons  0  au  milieu  A  de  MM'.  On  a  : 

PD=OA  =  EB. 

D'où  il  résulte  que  le  lieu  est  Thyperbole  équilatère  ayant  pour 
asymptotes  OD  et  OE  et  passant  en  P.  (L.  Bombled.) 


Question  4Ae. 

Soient  A^,  As,...Ap  une  série  de  points^  et  m^,  m2,...mp  des 
masses  appliquées  en  ces  points;  G  est  le  centre  de  gravité  du 
système. 

On  applique,  aux  mêmes  points,  des  masses  mj ,  nij,...mpy  et 
l^on  obtient  H  pour  centre  de  gravité. 

Enfin,  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  deux  points  quelconques 
Aqy  Ar>  on  applique  une  masse  égale  àmqmr»  et  ton  détermine  le 
centre  de  gravité  K  de  ces  dernières  masses. 

Démontret*  que  les  trois  points  G,  H,  K  sont  en  ligne  droite, 
et  déterminer  le  rapport  des  segments  GH,  GK. 

(Laisant.) 

On  a,  par  hypothèse,  les  trois  équipollences  : 

fWiGAi  -+-  m«GAs  -f-  •••  h-  m^GA,  i£^  0, 
m^HAi  +  mSHA,  -4-  •••  -h  mJHA^:^  0, 

Des  d?ux  premières,  on  déduit  : 

m,KA|  -♦-  f}i,KA,  -h  •••  +  mpKAf^{mi  -f-  »!«-♦-•••  -h  m^)KG  ,    (o) 
wjKA,  -^  wijKA,  H-  '..  -4-  twJKA,:£b(fw;-h  wj-^  ..  4-  m\)KH  .    (6) 


—  i06  — 

Si  on  multiplie  les  deux  membres  de  FéquipolleDce  (a)  par 
mi  4-  ni]  +  . ..  +  tnp,  on  trouve,  en  faisant  attention  que,  dans 
le  premier  membre»  chacun  des  produits  de  la  forme  m^mr  eal 
le  coefficient  de  KA^  +  KAr  : 

fi?iKAi  +  Di'KAa  +  *••  -4-  m^KAp-f-  ^m^ntriKA^  +  KA^] 
^(îîii  -4-  w,  -4-  — h  fWp)'KG; 

ou  bien ,  en  ayant  égard  aux  relations  (A),  (6)  : 

(wj  -*-  lîij  4-  —  -♦-  m\)  KH  s^  (wii  -♦-  m*  -♦-•••  -H  m^)'  KG. 

Cette  équipollence  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

(wî  -4-  m\  4-  ...  -*•  mj)  (KG  4-  GH)  d^  (W|  4-  ut,  +  ••  -»-  m^)*KG  ; 

d^où 

[m]  -f-  wî  4-  ...  4-  fwj)  GHsi^  SKG^m^^ 

Donc  les  trois  points  G,  H,  K  sont  en  ligne  droite,  et  le  rap- 
port des  segments  GH,  KG  est 

iwî  -4-  mî  -4- ...  -4-  fwj 

(H.  VAN  AUBEL.) 

Autre  solution  par  M.  Ë.  Cesaro. 


Question  440. 

Si  une  sphère  est  inscrite  à  un  tétraèdre,  les  quatre  points  de 
contact  coïncident  qiMnd  on  fait  le  rabattement  intérieur  des 
trois  faces,  sur  la  quatrième.  De  plus,  le  point  commun  de  contact 
est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  trois 
rabattements  du  quatrième  sommet,  (Hermary.) 

Soient  :  SABG  le  tétraèdre;  I  le  centre  de  la  sphère  inscrite  ; 
ABC  la  face  sur  laquelle  on  rabat;  0,  0^,  O9,  Oj  les  pomts  de 
contact  sur  les  laces  ABC,  SBC,  SAC,  SAB. 


—  i07  — 

Le  plan  010,  perpendiculaire  à  BC,  rencontre  cette  droite  en 
un  point  M  tel,  que  OiM^^OM.  Donc,  après  le  rabattement 
de  BC,  le  point  0|  coïncidera  avec  le  point  0. 

D'ailleurs,  le  sommet  S  est  à  la  même  distance  des  points  0| , 
0) ,  Og.  Donc  les  rabattements  du  sommet  S  seront  tous  à  la 
même  distance  du  point  0. 

N.  B.  —  Cette  Question  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 

Si  une  sphère  est  inscrite  à  une  pyramide  à  base  polygonale , 
les  points  de  contact  coïncident  quand  on  fait  le  rabattement  iit/é- 
rieur  des  faces  latérales  sur  la  base»  De  plus,  le  point  commun  de 
contact  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  polygone  formé  par 
les  rabattements  du  sommet. 

Il  en  résulte  que  ce  polygone  est  toujours  inscriptible. 

Cacrbt, 

professeur  au  Lycée  de  Saint-Brieuc. 

Autres  solutions  par  MM.  Jamet  et  Louis. 


Question  4Sa« 

Si  ton  a 

les  nombres  m  —  1  e/  p  —  1  sont^  chacun,  divisibles  par  la  même 
puissance  de  2  (k  =  2").  (F.  Proth.) 

La  restriction  k  ==  2°  est  inutile.  Soient,  en  effet  : 

a  et  6  étant  impairs.  Aucun  des  exposants  a,  (3  n'est  nul,  et  ne 
peut  égaler  ou  surpasser  k  {*).  Or,  Fidentiié 

2*^  \^(<i'^a  -•-  <)(2^6-i-  1) 


(*)  Ceci  suppose,  bien  entendu,  m  et  p  différente  de  l'unité.  Si  Texposant  k 


—  i08  — 
devient,  si  a  est  inférieur  à  (3  : 

et  celle-ci  est  impossible,  les  deux  membres  étant  de  parités  dif- 
férentes. Donc  a  =  (3  (*).  (V.  Jamet.) 


Question  4S4k« 

Le  nombre  Vf — 2*P  h-  1  eit  toujours  composé  (p  est  premier, 
et  supérieur  à  3).  (F.  Proth.) 

La  proposition  subsiste  si  p  est  un  nombre  impair^  non  divi- 
sible par  3. 

On  a 

2*''  -4-  1 


2*'   -  â»"  -+-  i  = 


â*"-^! 


Le  numérateur  est  divisible  par  2^+ 1  =65;  et,  par  consé- 
quent, divisible  par  13.  J'aurai  démontré  le  théorème  si  je  fais 
voir  que  le  dénominateur  n'est  pas  divisible  par  13. 

Soient  ç  et  r  le  quotient  et  le  reste  de  2*p+  1  divisé  par  13. 
De  régalité 

on  déduit 

V^v^i  =  J6.13.qf  H-i6r-i5==5lLi3H-2{8r— 1). 


avait  la  forme  2",  le  oombre  2*  -4-  1  serait,  ordinairwnent ,  premier;  et  Ton 
devrait  faire  m  =  1 ,  p  =  2*-*-  L  (E.  C.) 

(*)  En  outre, 

0-4-6      m-i-p  —^ 


2js 


2«j{ 


=5  nombre  impair. 


(E.  C.) 


—  40»  — 

Donc  2*t^+*J H- 1 ,  divisé  par  13,  donne  le  même  reste  que 
2(8r — 1).  Or,  ps=5  donne  r«a=ll.  Par  suite  : 

pour  p«=7,   fscS;      powr    p«9,   r  =  0; 
pour  p  =  n,   r«=  —  2  =  11. 

A  partir  de  ce  moment,  les  restes  5,  0, 11  se  reproduisent 
périodiquement  ;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

(V.  Jamet.) 

Note  dc  Rédacteur.  Après  la  généralisation  trouvée  par  notre 
honorable  collègue  de  Toulouse,  on  peut  indiquer  celle-ci  : 

56ten/  p,  i  tin  nombre  pair  et  un  nombre  impair,  tels  que  p-4- 1 
et  i  soient  premiers  entre  eux.  Le  nombre 

est  composé  (*).  Par  exemple  : 

4»»  -  V  H-  4*  -  4'  -*-  1  =  16  519  105, 

est  divisible  par 

4*-4»^.4«_4^i«205. 


(*)  La  démonstration  est  basée  sar  le  lemme  suivant  :  k  «/  k'  étant  pre- 
tnien  entre  eux,  et  impairs,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  n^-4-1 , 
n*^*db  1,  e<M,  2,  ou  n  -f-  4. 


1 


—  ilO  — 


QUBSTIOHS  PROPOSÉES. 


46«.  Théorème.  Un  mobile  A  se  meut  suivant  la  trajectoire  C. 

1®  A  est  poursuivi  par  les  centres  de  gravité  B  des  chemins 
parcourus. 

9*  A  chaque  instant,  le  rapport  des  vitesses  de  B,  A,  est 
égal  au  rapport  de  la  distance  des  deux  mobiles  au  chemin 
parcouru  par  A. 

3*  Si  ce  rapport  est  constant,  il  ne  saurait  surpasser  ^.  Il 
atteint  cette  limite  lorsque  G  est  une  ligne  droite. 

4*  En  général,  si  B  et  A  ont  un  mouvement  uniforme;  ou, 
plus  généralement,  si  le  rapport  de  leurs  vitesses  reste  constant, 
C  appartient  à  la  famille  de  courbes  représentées  par  Téquation 


ma 


5""  Dans  ce  cas,  le  rapport  des  vitesses  de  B,  A  est  égal  i 


i/i+4Mt'  (E.  Cbsaho.) 

401.  On  donne  trois  paraboles,  P,  P',  P'^  de  même  axe  et 
de  même  sommet,  dont  les  paramétres  sont  proportionnels  aux 
nombres  294,  348,  340.  Si,  par  un  point  quelconque  M  de  P, 
on  mène  la  tangente  à  P'',  elle  rencontre  P'  en  un  point  qui  est 
le  centre  de  gravité  du  segment  parabolique  OM. 

(E.  Cesaro.) 

4M.  Vérifier  Videntité  : 

!   /        I       i.3  ^.5.5..(2n->3)\      i  .3.g...(2n-0 

2nV  "*'2'*"i74'*"""*'2.4.6...(2n  — ay       '   3.4.6... 2n 

(BOMBLED.) 


—  41^  — 

4M.  On  donne  cota»:coiA+colB4-coiC;  et  Ton  demande 
coi  3a. 

N.  B.  —  Ay  By  C  sont  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne. 

(H.  Br0€ARD.) 

464.  Étant  données  deux  ellipses  semblables ,  semblablement 
placées  et  ayant  leurs  grands  axes  ou  leurs  petits  axes  situés  sur 
une  même  ligne  droite  ;  par  Tun  des  centres  de  similitude,  on 
mène  une  transversale  qui  coupe  les  deux  ellipses  en  quatre 
points.  On  mène,  en  ces  points,  des  tangentes  aux  deux  ellipses  ; 
et  Ton  propose  de  démontrer  que  ces  quatre  tangentes  forment 
un  parallélogramme  dont  Tune  des  diagonales  passe  par  un  point 
fixe  et  dont  Tautre  coïncide  avec  une  droite  fixe ,  perpendiculaire 
à  Taxe  de  similitude.  Escart, 

proffltMor  au  Lycée  de  Tarbet. 

465.  Théorème.  Si  le  nombre  n  est  décomposé  en  parties 
appartenant  aux  progressions 

•  y  *5         î/j     •   •   •  Clj     •   •   •    j 

2y         4*,  ht     .    •   •     JLOy      •   •  •    y 

O,       0|       tf|    •  •  •    vC,    •  •  •  • 


la  somme  des  fractions 

(/2)*X(/3rx 


1.2.3...  a  X  2.4.6.  .26  X  3. 6. 9...  3c  X    .. 

égale  le  nombre  des  décompositions  (*).  (E.  C.) 

4M. ^Construire  géométriqttemeni  un  triangle,  connaissant  la 
base,  la  hauteur  correspondante»  et  i''  la  somme  ou  la  difiérence 
des  deux  autres  côtés;  2*  la  somme  ou  la  difiérence  des  carrés 
des  deux  autres  cètés.  (Escart.) 


(*)  Voir  la  Question  448. 


—  il2  — 

'407.  Intégrer  Téquation  différentielle 

(x'  —  a«)«y'  -*-  2x  (x«  —  o*)y'— [n(n  h-  i)(x«—  a«)  4-  n»]y  «  0; 

et  démontrer  que  Tintégrale  complète  est  une  fonction  uniforme, 
lorsque  x  reste  compris  dans  Tintérieur  d*un  cercle  déni  le 
rayon  est  a.  (Escart.) 

468.  Théorème.  Le  quotient 

4  —  3^5  —  7 (4x—  1)  * 

est  toujours  un  carré  parfait,  mais  n  est  jamais  un  bicarré. 

(Ë.  Lucas.) 

469.  Dans  quels  cas  la  somme 

est -elle  un  carré,  un  cube  ou  un  bicarré?  (É.  L.) 

470.  Si  p  est  un  nombre  premier,  on  a  les  congruences  : 

Ep^i  4-  Bo  s  0,    (mod.  p) , 
Ep_4  H-  Ep_,  ^  ...  -♦-  Eo s  0,    (mod. p)  (*). 

(É.  L.) 

471 .  ToÉORÊME.  Si ,  dans  la  formule 

i.2...n 


(B^4)(B-H2)...(B-*-n)= 


n  -h  \ 


on  remplace  les  exposants  de  B  par  des  indices,  et  B»  par  le 
n*^^  nombre  de  Bernoulli,  on  obtient  une  identité.    (É,  L.) 


(*)  Voir  UD  Mémoire  de  M.  Catalan  :  Sur  la  nombre$  de  Bernoulli  et 
d'Euter;  Académie  boyalb  db  Bbloiqcb,  t.  XXX VII  des  Mémoires. 
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SUR  U  FRÉQUENCE  ET  LA  TOTALITÉ 
DES  HOMBRES  PREMIERS  ; 

par  M.  H.  Brocard. 

{SuiU,  voir  t.  Y,  pp.  1,53,65.) 


Notes  du  Rédacteur.  —  I.  La  méthode  proposée  par  Eratos- 
thène  est  impraticable.  En  effet,  supposons  qu*ii  s^agisse,  par 
exemple,  de  trouver  tous  les  nombres  premiers  inférieurs 
à  1  000  000.  Le  nombre  des  chiffres  que  Ton  devrait  com- 
mencer par  écrire  est 

5. 1  +45.2 H-  480.3  +  4  300.4  +  43  000.3  +  430  000.6  =  2  944  443. 

Il  serait  bien  difficile  d'employer  moins  de  trois  mois  à  ce  tra- 
vail préliminaire. 

Dès  1833»  j*ai  fait  connaître  un  procédé  beaucoup  plus  expé- 
ditif  (*).  L'opuscule  de  Lebesgue  (**)  date  de  1864.  Le  savant 
auteur  dit,  expressément  (p.  1)  :  «  La  table  que  nous  donnons  à 
»  la  suite  de  ce  Mémoire  est  un  crible  qui  exclut  les  multiples 
>  de  %  Zy  H,  7.  » 

Mon  procédé  (s'il  est  mien)  rend  évidente  la  proposition  sui- 
vante, bien  connue,  mais  qu'il  est  peut-être  utile  de  rappeler  : 

Soient  a,  ^yy,...9r  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  n  (^*)f  et  dont  la  totalité  est  6  (n).  La  totalité  des  nombres 


(*)  MoHuèl  d'ÀrUhméiique  et  d'A  Igèhre^  8«  édition,  p.  50. 

(**)  Tabki  diwr$ei  pour  ta  décomposition  det  nombrei  en  leur»  facteur» 

V.  8 


-  114  — 

premiers,  compris  entre  n  -H  1  etifl  (inclusiveineDt),  est  donnée 
par  la  formule 

.,.,_.,.>...-,_2(?)-2©-2(^)— c). 

J'ai  fait  remarquer,  autre  part  (**),  que  Ton  peut  prendre, 
comme  première  approximation, 


,1    S     4    6     10      ir  — « 

II.  Les  formules  trouvées  par  M.  Curize  sont  inadmissibles, 
parce  que  cet  honorable  et  ingénieux  Géomètre  a  fait  usage  des 
intégrales  indéterminées: 

/*•  c**  -♦•  e"^'  psinfxlp)  , 

/        — -  •  , r i«JC« 

c/       e**—  €""•    i  —  2pcos(x|p)  -♦•  p' 


etc. 


De  la  seconde,  il  conclut,  en  particulier, 

^,t-p'    i-p    ^A\i-P'r 

On  aurait  donc,  en  modiflant  la  notation. 


(16). 


•  9  «_  /r"  —  /r*"  • 

I  1  —  X  I 


c'est4-dire 

Os»X+X*-»-x'-l-   •••-4-X*-*-X*-4-X*-4- 


(*)  Le  tymboh  [^  j  représente  le  pha  grand  entier  contenu  dans  ^. 
('*}  Mélangée  tnathématiquêi ,  p.  454. 
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Comment  M.  Curtze  ne  s'est-il  pas  aperçu  de  cette  conséquence 
absurde?  Dans  le  Mémoire  intitulé  :  Recherches  sur  qiÂelques 
produits  indéfinis^  j'ai  démontré  la  relation 

.  1  —  a;'» 

1  _JL_  ^  lilnf)  „2x  r ''"^"'^^ —'  (420) 

2  I— X  Ix  yo    i— 2a:cos(«lx)-^a?*e'^«— 1  ^       ^ 

Malheureusement,  le  second  membre  ne  parait  pas  dévelop- 
pabie  suivant  les  puissances  de  x  ;  de  sorte  que  cette  formule  ne 
peut  servir  à  trouver  la  loi  des  nombres  premiers  (*). 

III.  A  cette  nomenclature,  il  convient  d'ajouter,  indépendam- 
ment des  travaux  d'Alphonse  de  Polignac  et  de  M.  Tcbébychef, 
un  Mémoire  très-curieux,  dû  à  M.  Dormoy,  et  intitulé,  si  mes 
souvenirs  sont  fidèles  :  Loi  des  nombres  premiers, 

IV.  La  formule  de  M.  Tchébychef  : 

e(n): 


1«  — i 
donne 

e{\  000  000)  =  78  030  n. 

Il  est  assez  curieux,  comme  je  Tai  fait  observer  à  Tendroit  cité, 
que  celte  formule,  démontrée,  soit  moins  approximative  que  la 
formule,  empirique,  de  Legendre.  Quant  à  la  relation 

\      2     4  TT  —  1 


e(n*)  =  e(n)-i-  n'----  •- 


2    3    5  TT     * 


ar" 


(*;  Prohlèroo  proposé  par  H.  Curtze.  Il  ierait  résolu  si  Ton  mettait  ^_  , 
sons  la  forme  d'une  intégrale  définie  donnant  lieu  k  une  sommation  facile. 
Avis  aux  jeunes  Géomètres. 

(**)  Mélanges  nuUhématiqttes ,  pp.  137  et  138. 
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elle  conduit  à 


6(1  000  000)^:^81  134. 


Vécart  est  donc  81  134  —  78  493  (*)  =  2  641  :  il  y  a  lieu 
de  s'étonner  qu'il  ne  soit  pas  encore  plus  considérable. 

V.  Centade  est  un  mot  hybride.  Pourquoi  Gauss  n'a-t-il  pas 
écrit  hectade;  ou,  tout  simplement >  centaine?  On  se  rend  bien 
compte,  me  semble-t-il,  «  de  l'extrême  irrégularité  de  la  position 
des  nombres  premiers^  •  si  Ton  fait  attention  que  :  la  différence 
entre  detix  nombres  premiers  consécutifs  peut  dépasser  toute 
limite  (**),  et  que,  d'un  autre  côté,  detix  nombres  impairs ^  con- 
sécutifs,  peuvent  être  premiers  (***). 

VI.  Cette  expression  entre  aussi ,  naturellement ,  dans  la  fonc- 
tion de  Binet  : 

0 

Elle  a  pour  origine,  en  quelque  sorte,  la  formule  de  Cauchy  : 


e'  — 1 


i  —  —  Z  -+- Z  H 

2         ^2         1.2.3.4 


B,,.i 
i.2...2n 


.tn 


H-fl 


B, 


«+1 


i  .2...(2n  -H  2) 


r««+l 


(v). 


Comme,  d'ailleurs, 


irW  =  {p-0I(M)-(«  +  il(2f»)+a{,»), 


1 


(')  Au  lieu  du  nombre  78  SOI,  rapporté  par  M.  Brocard,  Legeudre  in- 
dique 78  493  (Théorie  des  nombres,  t.  Il,  p.  65,  1830). 

(**)  Mélanges  mathématiques,  p.  140. 

f  **)  Par  exemple  :  5  et  7;  11  et  13;  17  et  19  ;  29  et  81  ;  etc.  Fa-Z-i/iuM 
infinité  de  ces  couples?  Voilà  encore  une  question  intéressante,  et,  probable 
ment,  bien  difficile  à  résoudre. 

(iv)  Journal  de  Resal,  t.  1,  p.  223. 

(y)  Mélanges  mathématiques,  p.  241. 
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la  combinaison  de  ces  trois  égalités  donne,  immédiatement,  en 
supposant  que  )x  soit  un  nombre  entier  : 


I(1.2.3.../«}  =  ^1(^)  +  ll(2^^)_f.  +  -| 


B, 


2(1       3.4/«» 

e 


(2n  -  1)2n.pt*"-*      ^  (2n  -t-i)(2/»  -h  3)f*'^+»  ' 

ce  qui  est  in  formule  de  Stirling  (*) ,  donl  il  a  été  question  dans 
le  n*  de  février. 


SUR  LE  PLANIMÈTRE  POLAIRE  DE  M.  AMSLER  ; 

par  M.  G.-A.  Laisakt. 
(Fin,  voir  I.  V,  pp    39,71.) 


19.  Cubaiures,  Si  Ton  eonnatl  un  certain  nombre  de  seclions 
faites  dans  un  solide,  de  forme  quelconque,  par  des  plans  paral- 
lèles assez  rapprochés,  on  peut  déterminer  le  volume  compris 
entre  les  sections  extrêmes ,  en  remplaçant  les  ordonnées  par  les 
aires  de  ces  sections  planes ,  dans  Tune  quelconque  des  formules 
de  quadrature  connues.  Soit,  par  exemple,  la  formule  de  Pon- 
eelet  : 

V  =  AI  (S,  H-  S,  H-  ...  -^  S,._|)  4-  — ^ J. 


(*)  Mélanges  mathématiques,   p.  243.  James  Stirling,  né  à  la  fin  du 
XVll*  siècle,  est  mort  vers  1766. 


1 
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On  voit  avec  quelle  facilité  le  planimètre  fera  connaître  la  quantité 
entre  crochets ,  puisque  deux  opérations  suffiront.  Tune  donnant 

Si  •♦"  Sj  -4-  •••  Sfi,.o 
et  Fautre, 


II  en  serait  de  même  pour  les  autres  formules  de  cubature  ;  il 
nous  suffit  d*en  avoir  pris  une,  comme  exemple. 

Ce  procédé  de  cubature,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  formule 
employée,  est  particulièrement  avantageux  lorsqu'il  s'agit  d'un 
corps  représenté  par  des  courbes  de  niveau,  équidistantes,  sur 
un  plan  côté. 

f  S.  Somme  algébrique  de  produits  de  deux  facteurs.  Toute 
expression ,  de  la  forme 

représente  le  double  de  la  somme  des  aires  des  iriangles  ayant 
respectivement  X|,a(;29 ... x„  pour  bases,  et  yx^Vt^-^yn  pour 
hauteurs.  Si  donc  Ton  construit  deux  axes  coordonnés  rectangu- 
laires OX,  OY';  si  Ton  porte  OXj  =  x^ , ...  OY^  =  yi , ...  en 
grandeurs  et  en  signes ,  de  manière  à  former  les  triangles  rec- 
tangles OY|Xt,  ...;  et  enfin  si  Ton  parcourt,  avec  le  style,  le 
périmètre  OYiXfOY)  . . .  Y„X»0,  le  double  du  résultat  indiqué 
par  lé  planimètre  sera  le  produit  demandé. 

14.  Aire  d'un  polygone  défini  par  ses  sommets.  Si  ^i»  yi  ; 
^21  ^21  •••  ^/i»  y,,  sont  les  coordonnées  respectives  des  n  sommets 
d'un  polygone  plan,  Taire  de  celui-ci  a  pour  expression 

En  appliquant  ce  qui  vient  d'être  dit  (n*  13),  à  cette  somme 
algébrique,  nous  voyons  que  le  planimètre  donnera  Taire  du 
polygone  en  question,  sans  quHl  soit  nécessaire  de  construire 
celui-ci. 


-  H«- 

1B.  Centre  de  gravité  d'une  ligne  pkne.  Soit  AqAi  un  sre 
d'aoe  courbe  plane,  rapporté 
i  deux  axes  rectangulaires 
OX,  OY.  Déterminons,  en 
chaque  point  M,  la  normale 
MN  &  la  courbe,  et  portons, 
1  sur  l'ordonnée,  MH'^MN. 
Nous  construirons  ainsi,  point 
par  point,  une  courbe  corres- 
pondante A«Att  qui  s'obtient 
très-simplement,  comme  Ton 
voit. 

Ceci  fait,  soient  y  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  l'arc  AgA), 
el  s  la  longueur  de  cet  arc.  On  a 


DoDc,  en  parcourant  ce  contour  avec  le  style  du  planimètre , 
on  obtiendra  un  nombre  qui ,  divisé  par  la  longueur  de  l'arc 
A«A| ,  donnera  l'ordonnée  y  cherchée. 

En  répétant  la  même  construction,  par  rapport  à  OY,  on  aura 
l'abscisse*  du  centre  de  gravité. 

Mais  il  y  a  plus  :  nous  pouvons  trouver  ce  point,  même  sans 
connaître  la  longueur  «  =  AqA^.  En  effet,  si  AïAÎ  est  la  courbe 
correspondant  à  A>A|,  par  rapport  h  OY,  il  vient 

y      •ircA«A,A;A;A, 


■ire  A«AÎAÎA|A« 


On  pourra  donc  déterminer  une  droite  OL,  issue  de  l'origine, 
et  contenant  le  centre  de  gravité  cherché  ;  prenant  maintenant 
un  second  système  d'axes,  et  renouvelant  les  mêmes  opérations. 


Doos  délenDJDeroot  une  secoade  droite  I^L',  Uane  de  la  aouvelle 
origine  0'  :  tout  cela,  iDdépendammeol  de  la  comuissauce  de  la 
longueur  A«Aj .  Le  centre  de  gravité  denuadé  sera  l'ioiersee- 
tion  de  OL  et  O'L'. 

!•.  Cmtrt  de  gravité  d'une  aire  pUau.  Soit  une  aire  plane, 
limitée  par    une    courbe    fermée.   Rapportons   cette   courbe, 
comme  ci-dessus,  à  deux  axes  coordonnés  rectangulaires.  Menons 
la  droite  AB,  parallèle  k  l'axe  des  x,  k  la  distance  quelconque 
OA  =  a,  au-dessous  de  cet  axe.  Puis,  M  étant  un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  traçons  l'ordonnée  M  PB  ;  prenons  PQ=PM  ; 
et  élevons  QM',  perpendiculaire  k  BQ,  jusqu'à  la  rencontre  de 
PH.  Nous  aurons  ainsi,  point  par  point,  une  courbe  (HO*  dé- 
duite de  la  courbe 
(H)  par  une  con- 
struction assexstmr 
pie. 

Or,  y  étant  ici 
l'ordomiée  du  cen- 
tre de  grarité  de 
Paire  (H),  nous 
avons,  en  donnant 
au  signe  y  des 
limites  convena- 
bles:  A 


yy y  rfj  =y  Vrfi  =-af^dx\ 


aire  M') 
"        aire  (M) 

Le  pianimétre  nous  donne  donc  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  calculer  l'ordonnée  j?  par  une  simple  prc^rtion.  On  déter 
minerait,  de  même,  l'abscisse  i. 
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Comme  précédemment,  on  verrait  qu*on  peut  se  passer  de  la 
connaissance  de  I  aire  (M)  ;  mais  cela  n*offre  plus  ici  le  moindre 
intérêt,  puisque  cette  aire  est  immédiatement  donnée  par  rinstru- 
ment. 

17.  Si  Ton  essaie  de  déterminer,  par  approximation,  le  cenire 
de  gravité  d*un  corps,  et  spécialement  d*un  corps  représenté 
par  des  courbes  de  niveau ,  équidistantes ,  en  le  décomposant  en 
tranches  assimilables  à  des  cylindres ,  on  s'aperçoit  encore  que 
remploi  du  planimètre  polaire  se  trouve  tout  indiqué,  et  qu*il 
facilite  notablement  les  calculs.  Mais  il  est  inutile  de  pousser  plus 
loin  ces  développements.  Les  exemples  que  nous  avons  reproduits 
suffiront  h  montrer  toute  retendue  des  applications  posiibles  du 
plantmétre  de  il.  Amsier. 

Ce  planimètre,  en  somme,  est  un  intégrateur  mécanique, 
puisqu'il  donne  une  aire  plane  ;  ce  qui  revient  à  calculer  une  cer- 
taine intégraley^dx.  Je  dois ,  &  Tobligeance  de  M.  Peaucellier, 
de  connaître  Texistence  de  nouveaux  appareils  imaginés  par 
M.  Amsler,  et  donnant,  mécaniquement ,  les  intégrales  y  {/^dx, 
yy'dx.  Le  premier  serait  un  véritable  gravimitre,  c'est-à- 
dire  servirait  i  la  détermination  du  centre  de  gravité;  et  le 
second  serait  propre  à  mesurer  le  moment  d'inertie  d'une  aire 
plane. 

Un  appareil  résolvant  une  question  plus  générale ,  et  fournis- 
sant l'intégrale  y2^''dx,  aurait  même  encore  été  inventé  depuis. 
Malbeuredsement ,  je  n*ai  aucun  détail  sur  ces  divers  instru- 
ments, qui  ^ont  auUint  d'extensions  successives  du  planimètre 
polaire. 
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REMARQUES  SUR  LES  THÉORÈMES  ARITHMÉTIQUES 

DE  FERMAT; 

pur  M.  P.  Maksioh,  professeur  à  rUDirersité  de  Gaiid. 
(FtM,  voir  I.  V,  p.  M.) 


in 

En  premier  lieu ,  «at-il  vrai  que  Fermai  $e  soit  trompé  mr  la 
valeur  de  certaines  de  ses  défnonstralions? 

Pas  du  tout.  Fermât  est  arrivé,  par  induction,  sans  doute, 
mais  par  une  induction  basée  sur  une  démonstration  partielle  ^ 
à  la  proposition  H,  énoncée  dans  notre  §  I;  il  a  pensé  qu'elle 
était  vraie  ;  il  Ta  écrit  è  ses  amis  ;  mais  il  n'a  jamais  dit  qu*ii  ciî 
eût  une  démonstration. 

«  Fermât,  dit  M.  Brassinnb  {Précis,  page  9) ,  dans  une  lettre 
à  Fréniclb,  avoue  qu*il  n*a  pu  trouver  la  démonstration  de  cette 
proposition,  dont  il  ne  fait  que  soupçonner  la  vérité  (*).  » 

Dans  la  lettre  du  18  octobre  1640,  à  M.  X.  X.,  où  Fermât 
parle  de  cette  question,  voici  comment  il  s'exprime  :  «  Comme 
je  ne  suis  pas  capable  de  m'dltribuer  plus  que  je  ne  sais,  je  dis, 
avec  la  même  franchise,  ce  que  je  ne  sais  pas;  que  je  n*ai  pu 
encore  démontrer  Texclusion  de  tous  les  diviseurs  en  cette  belle 
proposition  que  je  vous  ai  envoyée,  et  que  vous  m'avez  confir- 
mée touchant  les  nombres  3,  5,  17,  257,  65  537,  ...;  car  bien 
que  je  réduise  l'exclusion  à  la  plupart  des  nombres,  et  que  j'aie 
même  des  raisons  probables  pour  le  reste,  je  n*ai  pu  encore 


(*)  Cette  lettre  à  FuiNicLs  n*est  pas  dans  le  Précis ^  k  moins  que  ce  ne  soit 
celle  qui  est  citée  dans  Talinéa  suivant  du  texte. 
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démontrer  nécessairement  la  vérité  de  cette  proposition  (Précis, 
pp.  U2-t43).  • 

Quatorze  ans  plus  tard,  dans  une  lettre  à  Pascal»  du  29  août 
165^9  il  revient  sur  la  même  question  :  «  Songez  eependant,  si 
vous  le  trouvez  à  propos,  à  cette  proposition.  Les  puissances 
carrées  de  %  augmentées  de  Tunité,  sont  toujours  des  nombres 
premiers.  Le  carré  de  %  augmenté  de  Tunité,  fait  S,  qui  est  un 
nombre  premier.  Le  carré  du  carré  fait  16,  qui,  augmenté  de 
Tunité,  fait  257,  nombre  premier.  Le  carré  de  256  fait  65  536 , 
qui,  augmenté  de  Tunité ,  fait  65  537,  nombre  premier,  et  ainsi 
à  FinGni.  ,C*est  une  propriété  de  la  vérité  de  laquelle  je  vous 
réponds.  La  démonstration  en  est  très-malaisée,  et  je  vous  avoue 
que  je  n'ai  pu  encore  la  trouver  pleinement;  je  ne  vous  la  pro- 
poserais pas  pour  la  chercher,  si  j*en  étais  venu  à  bout  (*).  » 

Ainsi  Fermât  affirme,  à  plusieurs  reprises,  et  à  bien  des  années 
dlntervalle,  qu'il  n  a  pu  démontrer  cette  proposition  :  les  puis- 
sances  carrées  de  2,  augmentées  de  l'unité,  sont  toujours  des 
nambres  premiers.  De  quel  droit,  dès  lors,  peut-on  dire  que 
parfois,  il  s*est  fait  illusion  sur  la  valeur  de  ses  preuves?  D aucun» 
ce  nous  semble;  car  le  texte  des  lettres  de  Tillustre  Géomètre 
prouve  précisément  le  contraire  de  cette  assertion  de  Gauss, 
quand  il  s*agit  de  la  proposition  citée;  et,  pour  d'autres  proposi- 
tions, on  n'a  aucun  renseignement. 


IV 

Examinons  maintenant  une  autre  assertion  de  Gaciss  :  les  plus 
belles  propriétés  des  nombres  sont  faciles  à  trouver  par  induction^ 
difficiles  à  démontrer  rigoureusement.  C'est  là  une  pensée  sur 
laquelle  il  revient,  pour  ainsi  dire,  chaque  fois  qu'il  parle  de  la 


(*)  Ce  passage  manque  dans  le  PrécUy  oit  se  trouve,  pp.  i53-l5i,  le  corn- 
nencenDent  de  la  lettre  à  Pascal.  Mais  cette  lettre  est  reproduite,  en  entier, 
dans  les  OEuvres  de  PateaL  Paris,  Hacbette,  485^,  t.  II,  pp.  405-404. 


loi  de  réciprocité  des  réâidiis  quadratiques;  mais  elle  n'est  pas 
aussi  évidente  qu'elle  le  parait  au  premier  abord. 

Les  propriétés  des  nombres  sont  faciles  à  trouver  par  induC' 
tion.  Oui,  pour  les  Fermât,  les  Ecler,  les  Lagrarge,  les  Léger- 
DRE,  les  Gauss,  les  Dirichlet,  les  Cacjcht;  non ,  pour  le  commun 
des  Géomètres.  L'histoire  de  la  loi  de  réciprocité  prouve  qu'il 
n'est  pas  si  aisé,  même  pour  les  Mathématiciens  les  plus  illustres, 
de  trouver  l'énoncé  d'une  propriété  numérique  générale,  dont  on 
connaît  déjà  bien  des  cas  spéciaux.  Fermât,  Euler,  Lagrargb 
avaient  donné,  depuis  longtemps,  des  théorèmes  compris  dans  la 
loi  de  réciprocité;  néanmoins  ce  ne  fut  qu'en  1784,  qu'EtLER 
la  publia  enfin  dans  toute  sa  généralité;  et  cependant,  Legendreci 
Gauss,  qui  avaient  entre  les  mains  ce  dernier  travail  d'EuLSR, 
la  méconnurent  à  tel  point,  que  chacun  d'eux  la  retrouva,  par 
induction,  le  premier  en  1785,  le  second  en  1795,  sans  se  douter 
de  la  découverte  antérieure  d'EcLER.  Ce  n'est  donc  pas  un  mince 
mérite  de  trouver,  même  par  induction,  des  théorèmes  généraux 
d'Arithmétique  supérieure,  comme  la  loi  de  réciprocité,  ou 
comme  les  célèbres  propositions  de  Fermât. 

Les  plus  belles  propriétés  des  nombres  sont  difficiles  à  démon^ 
trer  rigoureusement ,  dit  encore  Gauss.  Cela  semble  vrai,  en 
général.  Mais  on  peut  observer  que  ceux  qui  parviennent  à 
découvrir  le  plus  de  ces  propriétés ,  par  induction ,  sont  aussi 
ceux  qui  se  montrent  capables  de  les  démontrer.  C'est  le  cas 
d'EuLER,  de  Lagrange,  de  Legbndre,  de  Gauss,  etc.  Pourquoi 
excepter  Fermât  de  cette  règle  ?  Pourquoi  douter  de  sa  parole, 
quand  il  dit  posséder  la  preuve  de  ses  théorèmes?  Un  seul  de 
ceux-ci  a  été  reconnu  inexact;  et  il  nous  avertit,  lui-même,  qu'il 
n'en  a  pas  la  démonstration.  Dans  les  autres  cas,  quand  il  affirme 
qu'il  a  la  démonstration  de  tel  ou  tel  principe,  ce  principe  a  tou- 
jours été  reconnu  vrai.  N'est-ce  pas  la  preuve  que  Fermât  sait 
distinguer  entre  une  bonne  et  une  mauvaise  démonstration,  et 
qu'il  a  pleine  conscience  de  la  rigueur  de  celles  qu'il  déclare  avoir 
en  sa  possession  ? 

Mais ,  dira-t-on ,  il  parle  de  ces  démonstrations  comme  si  elles 
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étaient  relativement  courtes;  or,  celles  que  les  Géomètres  les 
plus  illustres  ont  données,  de  ses  tliéorèmes,  sont  toujours  assez 
^étendues,  et  quelques-unes  supposent  une  longue  chaîne  de  pro- 
positions préliminaires.  Cela  prouve,  simplement,  que  Ton  n*a 
pas  retrouvé  sa  méthode.  Celles  qui  la  remplacent,  en  attendant 
qu'on  la  retrouve,  sont  plus  compliquées,  peut-être  parce  qu'elles 
sont  fécondes.  On  peut  d  ailleurs  arriver  à  un  même  but,  par 
plusieurs  chemins,  les  uns  courts,  les  autres  plus  longs.  La  pre- 
mière démonstration  de  la  loi  de  réciprocité,  trouvée  en  1796, 
parGAUss,  après  un  an  entier  d'efforts  ^  occupe  une  grande  partie 
de  la  quatrième  section  des  DisquisitioneSf  et  suppose  connue  une 
bonne  partie  des  sections  précédentes.  La  démonstration  de 
Zkllbr,  publiée  en  1872,  n'occupe  que  deux  pages.  Avec  quelques 
modifications  de  détails,  on  peut  la  rendre  accessible  à  quicon- 
que connaît  les  premiers  éléments  de  l'Arithmétique  (*);  elle 
aurait  pu  être  trouvée  par  Fermât,  il  y  a  deux  siècles,  tout  comme 
elle  Ta  été  par  Zeller,  il  y  a  quelques  années.  Pourquoi  Fermât 
n'aurait-H  pu  découvrir,  également,  des  démonstrations  simples 
de  ses  beaux  théorèmes?  Ils  semblent  du  même  degré  de  diffi- 
culté que  la  loi  de  réciprocité. 

Concluons  donc  de  cette  discussion ,  trop  longue  peut-être, 
que  les  assertioas  de  Gauss  relatives  à  Fermât  sont  sans  fonde- 
ment :  rien  n'autorise  à  croire  que  l'illustre  émule  de  Dbscartes 
et  de  Pascal  se  soit  trompé  sur  la  valeur  de  ses  démonstrations. 


(*)  Voir  notre  expose  de  la  démoDStralion  de  Zbllbr  danâ  la  N.  C.  if., 
t.  II,  pp.  335-230,  266-372,  ou  Messenger  of  math f nattes ^  4876  t  V, 
pp.  140-143.  M.  ZsLLBR  n'est  pas  un  Mathématicien  de  profession  j  il  est 
Pasteur  dans  une  TiHc  d^Âllemagnc. 
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QUEsnoH  d-ahalyse  indéterminée; 


par  M.  s.  Reàlis. 


Théorème.  Véquation 

«î  -4-  Zj  -♦-  jjj  -*-.••-+-  zj  =  (bn  -♦-  Z)z\    .     .     .    (A) 

est  toujours  résoluble  y  d'une  infinité  de  manières,  en  nombi^ew 
entiers,  positifs  ou  négatifs. 

ScoLiES.  —  I.  V équation  (A),  où  n  est  supposé  >3,  admet 
toujours  une  solution  entière,  dans  laquelle  l'inconnue  z,  du 
second  membre,  est  égale  à  l'unité,  et  chaque  inconnue  Zk,  du 
premier  membre,  a  pour  valeur  l'un  des  nombres 

-6,   -5,    --4,    -1.    2,    5.    7. 

C'est  ainsi  que  Von  a 


— 

i» 

-»- 

2* 

-t- 

2* 

-»- 

8» 

-=23. 

1'. 

— 

6* 

— 

5* 

— 

1» 

-»- 

3' 

-»- 

7* 

=  28, 

V, 

-4» 

-i- 

+ 

2' 

-+- 

3' 

-¥■ 

5* 

-4- 

S» 

=  33. 

i\ 

-4» 

-4- 

2' 

-»- 

2' 

•+- 

2' 

-H 

2* 

+ 

2» 

»38. 

l\ 

e|c. 


L'égalité 


_2»— 4»  H- 55 «48.1», 


relative  au  cas  de  n  «=  3,  ne  fait  exception,  à  la  proposition  pré- 
cédente, qu*en  ce  qu'il  y  figure  le  cube  —  2^  qui  ne  reparait  plus 
dans  aucune  des  égalités  successives. 
Quant  à  Téquation 

«î  -H  i^  =  1 3«*, 


~   «87    - 
qui  correspond  à  n  »>  3,  la  solution  la  plus  simple  est 

2» -+.7»  =  43.5». 

D*après  cela,  tout  nombre  de  la  forme  K n  h-  3»  à  lexception 
de  3  et  de  13,  est  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers,  qui 
sont  tous  compris,  en  valeur  absolue,  entre  0  et  8'. 

En  particulier  :  tout  cube,  de  la  forme  (K  m  -4-  3)^  se  décom- 
pose  en  - — ^~- —  cubes ,  tels  qu'ils  viennent  d'être  indiqués. 
Par  eiemple,  7^ »»  5.68  -h  3  se  décompose  en  68  cubes. 

|I.  L'équation  (A)  admei  toujours  une  solution  entière^  dans 
laquelle  les  valeurs  des  n  inconnues  Z4 ,  Zj,  Z5,  ...,  Zo  te  suivent 
en  progression  par  différence  9  et  z  est  égale  au  n*^"**  nombre 
triangulaire. 

C'est  ainsi  que  Ton  a ,  à  partir  de  fi,*=  3  : 

I»-»-    8*^  45» «48.  6», 
—  i»^    8» -1-4  7»  H- 36»  «25. 40», 
-.  4»  ^  7»  -H  18»  -^  29»  -f-  40» «  28.45», 
etc. 

P.  S.  —  A  propos  de  la  remarque  de  M.  H.  Brocard  (iV.  C.  M., 
t.  V;  note  au  bas  de  la  page  3),  sur  la  représentation  de  certains 
nombres  prenuers,  en  fonction  des  puissances  de  3,  qu'il  me 
soit  permis  de  rappeler  un  article  inséré  aux  Nouvelles  Annales 
(3*  série,  t.  IX»  p.  13),  où  J'ai  consigné  les  observations  sui- 
vantes : 

1*  Les  3"""*  premiers  nombres  impairs,  depuis  1  jusqu'à 
3*  "  ^  inclusivement,  sont  donnés  par  les  3"  ~~  *  valeurs  que  prend 
l'expression 

lorsqu'on  y  combine^  de  toutes  les  manières  possibles,  les  signes 
des  termes  2»"-«,3»~»,  ...  2*,  3,  1. 


et 
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On  a  9  par  exemple,  pour  n  ««  3, 

2«  — 2  — 1  =  1, 
2«  — 2^i«5, 
2*-^2— 1=5, 
2*  -f.  2  H-  i  =  7. 

^  Tout  nombre  impair  peut  être  représenté,  d*une  inGnité  de 
manières,  au  moyen  de  Texpression  ci-dessus,  où  i*on  donne  suc- 
cessivement à  n  toutes  les  valeurs  entières ,  à  partir  de  la  plus 
petite  valeur  qui  convient  au  nombre  considéré. 

Par  exemple , 

5  =  2«  -♦.  2  —  1 

5«2»  — 2«-+.2  —4, 

5  =  2*  — 2»  — 2«-*-2  —1, 

5  =  2»  —  2*—  2»  —  2«  -+-  2  -  i, 

etc. 


SUR  UNE  SUITE  DE  NOMBRES  IMPAIRS. 


Ces  nombres,  considérés  d*abord  par  Euler,  sont  déOnis  par 
réquation 

4 

jointe  à  la  condition  initiale  :  P^  =  1  (*). 


(*)  Mélangée  mathématique»,  p.  129;  Nowelk  Correspondance  mathéma- 
tique ^  1. 11^  p.  855;  etc. 


I 

i 


I.  Pour  démontrer  qu'ils  sont  enHen^  M.  Nanoon,  lieutenant 
d^artillerie ,  emploie  la  méthode  suivante,  remarquablement 
simple  : 

Si  Pi>  P3,  Ps ,  ...  Ps9-s  <on^  entière^  Téquation  (1)  devient, 
après  multiplication  par  Sç  + 1  : 

(âg  •♦- 1  )  Ptj^i  =  entier, 

D*un  autre  côté,  on  sait  que 

4»-«P^.,  =  ewli>rn. 

Soit  I  la  fraction  irréductible,  équivalente  à  Pi^^i  :  B  doit 
diviser  ^9  -4-  1  et  4f '"'  ;  ces  nombres  sont  premiers  entre  eux  ; 
donc  B  sa  1 . 

II.  Si  P|y  Ps, ...  Psç-s  sont  impairs, et  que  Ion  néglige  des 
multiples  de  S,  Téquation  (1)  peut  être  écrite  ainsi  : 

Pi^i=Cj^i,i  ■+-  (V«-i^ 4.  ...  -I-  C^^.,,,^_|  aaî*»  —  ^  ^nombre  impair. 

Remabqdb.  Si  Ton  ne  prenait  pas  convenablement  le  terme 
initial,  P^ ,  les  valeurs  de  Pg,  P»,  ...  pourraient,  très-bien,  être 
fractionnaires.  Soit,  par  exemple,  P^  =  3.  On  trouve 


P,=»5,     P,=*iO,    P7  =  58i 

3 


(E.  C.) 


(*)  MUanget,  p.  IS9. 


9 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


"^ 


Question  «IS. 

Vne  hyperbole  étant  donnée;  sur  son  axe  réeU  comme  dia mètre, 
on  décrit  une  circonférence.  Par  un  point  quelconque  P,  pris  sur 
cette  circonférencCf  on  lui  mène  une  tangenlej  qui  rencontre  Vhy- 
perbole  en  deux  points  Q,  R. 

Trouver  :  1®  /e  Ueu  du  point  qui^  sur  la  corde  QR,  est  le  con- 
jugué harmonique  du  point  P;^  le  lieu  du  milieu  de  cette  même 
corde  QR. 

On  construira  le  second  lieu  géométrique,  dans  le  cas  particu- 
lier où  l'hyperbole  est  équilatère. 

Les  deux  questions  proposées  sont  des  cas  particuliers  da 
problème  suivant  : 

Sur  une  tangente  à  une  conique^  on  prend  un  point  iely  qu'à 
chaque  position  de  la  tangente  corresponde  un  point,  et  un  setd  : 
trouver  le  lieu  de  ce  point. 

Soit  réquation  d'une  droite,  en  coordonnées  homogènes  : 


vx  -*•  vy  -^  wz  =  0 


w 


Pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  conique  représentée 


par 


Ax'  -♦-  A  y'  ^  A' V  -H  2By«  -♦-  2B'zx  -*-  2B"xy  —0,     .    (J) 


il  faut  que  u^  v^  w  vérifient  Téqualion 

A    B"  B'    M 

B"  A'  B     r 

B'    B  A"  tt- 

u      V  w     0 


0 


(3) 
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D'ailleurs  y  le  point  décrivant  est  déterminé  par  Téquation  (1), 
jointe  à  la  relation 

(a|X  +  5,y4- C|Z)tt-i-(atX  4-ftiy  +  e^)v  -♦- (a|X -*-6sy  -i- c^)w^O,  (4) 

dans  laquelle  a^fbiy  c^y  a^y  bi,  c^f  a^t  b^y  c^  sont  des  constantes. 
Soient  : 

OiX  "¥•  biH  -♦-  CiZ  =»  X, 

0,» -^  % -I- c»z  «=  Y, 

L*équation  du  lieu,  obtenue  en  éliminant  Uy  Vy  w  entre  les  équa- 
tions (1),  (3),  (4),  est 


B' 


B' 
A' 
B 


Zy  —  Yz     X;y  —  Za: 


B'  Zy  — Y« 

B  Xz  — Zx 

A'  Yx  — Xy 
Yx— Xy  0 


=  0   .    (5) 


En  particulier,  si  le  point  décrivant  est  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  de  contact,  par  rapport  aux  points  où  la  tangente 
mobile  coupe  la  conique  représentée  par 


A*»y»^)=^> 


(6) 


on  peut  remplacer  Téquation  (4)  par  Téquaiion  de  la  polaire 
du  point  de  contact,  relativement  à  ceUe  dernière  conique.  Soient 
Ç,  y,  2;  les  coordonnées  du  point  de  contact  :  elles  doivent  vérifier 
les  équations 


B"|-|.A'v  -i-Bç  =ivy 
B'§  -i-Bv   H- A"ç=>ti?, 

dx         dy         dz        ' 


(7) 
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dans  lesquelles  X  est  un  paramétre  variable,  auxiliaire;  dans  la 
dernière  de  ces  équations,  les  variables  x,  jff  z,  qui  figurent 
sous  les  signes  ^'3^ '7,9  représentent  les  coordonnées  d'un 
point  du  lieu. 

L'équation  de  la  polaire  du  point  de  contact»  par  rapport  à  la 
courbe  (6),  s'obtient  en  éliminant  Ç,  y^C,  X  entre  les  équati^oDs 
(7);  ce  qui  donne  : 


A  B"  B'  u 

B"  A'  B  p 

B'  B  A'  w 

^I  ^  !!l  0 

dx  dy  dz 


=  0 


.    («) 


On  voit  que,  pour  former  Téquation  du  lieu,  on  doit  rempla- 
cer, dans  réqualioii  (5),  les  fonctions  X,  Y,  Z,  par  les  expressions 
suivantes  : 


B"  A'  B 

B'  B  A" 

df_  d£  d£ 

dx  dy  dz 


A    B"     B' 

B'    B     A" 

df   df   df 
dx    dy    dz 

> 

A  B"  B' 

B"  A'  B 

df  df  df 

dx  dy  dz 


Dans  la  première  partie  de  la  question  proposée,  les  équa* 
lions  (2)  et  (6)  sont 

x* -4-y'  — aV«0, (9) 


6V  — oy— o«fcV  =  0 


(10) 


Dès  lors,  on  doit  faire,  dans  Téquation  (S)  : 


et  Ton  trouve,  pour  Téquation  du  lieu  : 


«//.«^t 


y  (à 


x';  =  0 (12) 
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Le  point  correspondant  à  un  point  quelconque  de  la  circon- 
férence est  sur  Taxe  transverse  de  Thyperbole  :  la  solution 
X*  —  a'jB*  =  0  provient  de  ce  que,  si  le  point  qui  se  meut 
sur  la  circonférence  coïncide  avec  un  des  sommets  de  Thyper- 
bole,  la  polaire  de  ce  point  coïncide  avec  Tune  des  deux  droites  * 
représentées  par  cette  dernière  équation. 

Supposons  encore  que  le  point  décrivant  soii  le  milieu  de  la 
corde  interceptée,  sur  la  tangente  mobile ,  par  la  conique  (6)  : 
on  peut  alors  remplacer  Téquation  (4)  par  la  suivante 


dy         dx 


(13) 


qui  est  celle  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  la  tangente 
mobile.  L^équation  du  lieu  s  obtiendra  donc  en  faisant,  dans 
réquation  (5)  : 


X=^.     Y— ^.     Z 
dy  dx 


On  trouve  ainsi 


0    .    .    .    .    (14) 


A  B" 

B"        A' 
B'         B 

— ^  J8—       —  X 

dx        dy 


W 


B 


A" 


dx      ^  dy 


z 


dx 


dy 

df         df 

X— ^ —  y — 

dx  dy 

0 


0    .     (iS) 


On  peut  encore  meure  Téquation  (1 5)  sous  une  autre  forme  : 
si  Ton  pose 

Aj:«  -^  Ay  -♦-  A'V  -«-  Myz  -f-  2B'xz  -^  2B"xy  «  F (x,  y , z),    (16) 


elle  devient,  par  des  transformations  simples,  et  en  vertu  du 
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théorème  des  fonctions  homogènes  : 


A  B" 

B"  A' 

dF  rfF 

dx  dy 

dj_  d£ 

dx  dy 


Enfin»  Téquation  (15)  peut  être  écrite  ainsi  : 


dV 

dx 

df 
dx 

d? 

df 
dy 

2F 

0 

■ 

0 

0 

=  0     .     .     .     .     (i7) 


0== 


^(B«-A'A'r(^V-AA'y(|)V'-A'A)(.|*y^' 

-|-2(AB-B'BVH (i8) 


Faisons,  comme  précédemment  : 


/^(x,y,z)«6V-ay-a'6V;  )  ' 


.    (19) 


nous  trouverons,  pour  l'équation  du  h'eu  défini  dans  la  seconde 
partie  de  la  question  : 

aV(6V^a*f/')«(6V  — oy)'   ....    (S») 

Si,  dans  cette  équation,  on  fait  xaspcoso,  j^espsincdy  z^=:i, 
on  voit  que  Téquation  de  ce  lieu,  en  coordonnées  polaires,  est  : 


a  1^6*  ces'  «  -I-  o*  sin*« 


p  ssss:- 


6'cos*« —  a'sin'tt 


I    .   f        •     •     •      •      •     v*v 


On  en  conclut  que  la  courbe  a  la  forme  ci-après. 


Les  quatre  asymptotes  CD,  DE,  EF,  FC,  sont  parallèle!  à 


celles  de  l'hyperbole,  et  toutes  les  quatre  sont  à  une  distance  de 
l'origine  égale  an  quart  de  l'axe  transverse  de  l'hyperbole.  Les 
quatre  points  A,  A',  B,  B',  où  la  courbe  coupe  les  axes  de  l'hyper- 
bole,  sont  6  la  même  distance  de  l'origine,  et  celle  distance  est 
égale  au  demî-axe  iransverae. 

Si  l'hyperbole  est  équilatére,  l'équation  (21)  se  réduit  A 


Oo  en  déduit  que  le  rayon  recteur  d'un  point  du  lieu  fait, 
avec  le  rayon  qui  va  du  centre  au  point  de  contact  de  la  tangente 
mobile  avee  la  circonférence,  un  angle  double  de  celui  qu'il  fait 
avec  l'axe  transvcrse  de  l'hyperbole.  (V.  Jahbt.) 
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Question  4MI. 

Soient  Af,  Af»  Ajt  •••  Ap  un»  série  de  points,  et  uii^  m^,  ni5, ... 
nip  des  masses  appliquées  en  ces  points;  G  est  le  centre  de  gravité 
du  système.  On  applique,  aux  mêmes  points,  des  masses  m],  mj. 
mj, ...  10*9  ^^  l'<^  obtient  H  pour  centre  de  de  gravité.  Enfin,  au 
milieu  de  la  droite  qui  joint  deux  points  quelconques  Aq,  Ar ,  on 
applique  une  masse  égale  à  mqiïirf  et  l'on  détermine  le  centre  de 
gravité  K  de  ces  dernières  masses.  Démontrer  que  G,  H»  K  sont 
en  ligne  droite,  et  déterminer  le  rapport  des  segments  GH^  GK. 

(Laisant.) 

Si  akf^kf  yk  sont  les  coordonnées  du  point  At,  par  rapport  à 
des  axes  quelconques,  les  coordonnées  du  point  K  sont  : 


2 


3 


fHflIffr 


2 


£  IMffytr 


.    B 


3 


Hlfflt, 


2 


y^-^rr 


IM.fMy. 


im^nir 


»    C 


Sim^m^ 


Or: 


2m .2ma  s  2mV  h-  2(«,  h-  tir)^t^ri 


donc 


2m.2m«-2m*«  2m.2mp— 2m*j5  2m.2mr— 2»*V 

A^  -  ^      »   Bs=s  • — — — — ri — =— »    C  SB  — 


(Imy—lm* 


(Im)*  —  2m* 


ÇLm)*  —  Im* 


Prenons  G  comme  origine,  6H  eomme  axe  des  Z  »  et  posons 
GH 1— d.  Nous  aurons  : 


2ma  a  2mp  «  Imy  <a  2m'a  «  2m'^  =  o, 


et,  par  suite  : 


2mV 


J2m*i 


A=iO,    B=iO,     C=  — 


*2m« 


(2m/  —  2m» 


—  i57  — 


Donc  :  1'  G»  H,  K  sont  en  ligne  droite  (A=»0,  Be»0);  S^"  G 
est  toujours  situé  entre  II  et  K,  (G  <  0);  3"  le  rapport  ^  est  égal 
à  :^  .,"^^i:  en  particulier,  si  toutes  les  masses  sontégalcs,  ce 
rapport  est  -^  .  (Ernest  Cesaro.) 


Question  4153.  (*) 


Le  nombre  ^  -f  i  est  premier  ou  composé^  suivant  qu'il  divise 

ou  qu'il  ne  divise  pas  3'  "  h-  1  (k  «=  2"). 

(F.  Proth.) 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant,  énoncé  par  le 
P.  Pépin,  dans  les  Comptes-rendus  (6  août  1877),  que  j*ai  com- 
plété et  commenté  au  Congrès  de  l'Association  française  (Le 
Havre,  1877),  et  aussi  dans  un  Mémoire  imprimé  dans  le  Journal 
de  Sylvester  (vol.  I,  page  313,  Baltimore  1878)  : 

Pour  que  p  =  2'"  +  1  sott  premier,  il  faut  et  il  suffit  que 
aH"  +  1  soit  divisible  par  p ,  a  étant  un  nombre  pris  arbitraire- 
ment parmi  la  multitude  des  non-résidus  quadratiques  de  p,  sup- 
posé premier. 

On  détermine  ces  nombres  a  par  remploi  du  symbole  de 
Legendrb,  généralisé  par  Jacobi.  On  peut  supposer  a  =»  5,  comme 
Ta  fait  le  P.  Pépin;  ou  a «» 3, comme  FindiqueM.PROTH;  on  peut 
même  supposer  a  racine  incommensurable  d'une  équation  du 
second  degré,  à  coefficients  commensurables ,  que  Ton  détermine 
convenablement.  Mais  il  est  préférable,  ainsi  que  je  Fai  fait 
observer,  de  ne  pas  se  servir,  dans  Tapplication  numérique,  de 
ces  théorèmes  wilsontens,  qui  ne  font  qu'augmenter  la  longueur 
des  calculs.  (É.  Lucas.) 


(*)  Nous  ne  publions  pas  la  solution  de  la  Qticitiùn  452,  que  nous  transmet 
M.  Lucas,  parce  qu*elle  est  semblable  à  ta  solution  donnée  par  M.  Jamct 
(voir  ci-dessus,  p.  107).  (E.  G.) 
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Question  4S4. 

Le  nombre  2*^  —  2*^  -h  1  est  toujours  composé  (P  est  pre- 
mier, et  supérieur  à  3).  (F.  Proth.) 

Il  n*est  pas  nécessaire  de  supposer  P  premier ,  plus  grand 
que  3.  Il  suffit  de  prendre  P=s2n  + 1  :  Texpression  proposée 

esl  le  produit  des  deux  facteurs 

j*«+«  —  2»^>  -f.  2*H.i  _  2-+'  ^  i. 

On  obtient  facilement  cette  identité,  pour  P=  3,  et  un  grand 
nombre  d  autres  »  pour  P  impair,  en  appliquant  la  formule  de 
décomposition  de  V^-^*  +  1,  de  H.  Le  Lasseur,  au  quotient  de 
2tç(«»+!)  H.  i  par  2«(«"-*-«)-H  \  (*). 

Remarque.  —  Le  prochain  cahier  du  Bullettino  di  Bibliografia 
(décembre  1878)  contiendra  les  principaux  résultats  numériques 
obtenus  par  Aurifeuille  et  Le  Lasseur,  dans  la  décomposition 
des  grands  nombres,  de  la  forme  2^  =b  1  ;  ils  surpassent,  de  beau* 
coup,  ceux  qui  ont  été  publiés,  il  y  a  une  vingtaine  d'années,  en 
Allemagne,  par  Rbdschle  (**),  suivant  le  désir  de  Jacobi. 

Voici  quelques  autres  résultats  curieux  et  inédits,  qui  vien- 
nent de  m'étre  adressés,  il  y  a  quelques  jours,  par  M.  le  Con- 


(*)  On  voit  que  la  restriction  faite  par  M.  Jamcl  (p.  108)  peut  être  écar* 
tée.  A  la  page  109,  on  doit  lire  n^,  au  lieu  de  uP'.  (E.  C) 

(**)  Le  professeur  Rbuscblb,  mort  dernièrement,  a  publié,  d*après  les 
théories  de  Kummbr,  les  tables  des  nombres  premiers  complexes;  ces  tables 
ont  ëlé  imprimées  aux  frais  du  gouvernement  prussien. 
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seiHer  d'Étal  Wilhelm  Loopf»  sur  les  nombres  de  la  forme 

10»»  —  4  «  5*.55.79.Î6537!653, 

40"  -4-4  =  44  .839.4058313049, 

40"  —  4  «:  5«. 2074 723 .  536322237, 

iO"-t-  4  ^44.403.4043.21993833369, 

10"  — 4  «3». 37. 43. 239. 4 933. 4649. 40838689, 

40"  •*-  4  =7V44. 43.427.2689. 459694. 909094, 

40**  -«-  4  =  353.449.641 .  4409. 69857, 

40"  ^-  4  «=404.9904.999999  000001. 

Les  divers  facteurs  des  seconds  membres,  des  égalités  précé- 
dentes, sont  premiers;  mais  on  ne  connaît  pas  encore  la  nature 
des  nombres  40'*db  4  et  iO^^-h  4.  Cependant,  M.  Looff  m'écrit 
encore  qu'il  a  vérifié,  après  6091  divisions,  que  le  nombre 

4444  44444  44444  44444, 

égal  au  quotient  de  10<* — 4  par  9,  n'a  pas  de  facteur  premier 
inférieur  à  5035479. 

Quant  aux  formules  de  Le  Lasseur  et  ADRiFBi]iLLB,que  j'ai 
développées  et  généralisées  dans  les  Comptes-rendus  de  VAcadé^ 
mie  de  7urm,  et  dans  ceux  de  V Associatiot^  françaiscy  au  Congrès 
de  Paris,  elles  donnent 

{Çf^^\  =64.404.3544.9901.27964.4488904.39526744. 

(É.  Lucas.) 


Question  4SB* 


Un  triangle  étant  donné,  on  propose  de  construire,  sur  ses 
côtés,  six  autres  triangles  tels,  que  l'aire  du  triangle  proposé  soit 
une  moyenne  harmonique  entre  les  aires  des  six  triangles 
inconnus.  (Escary.) 


.  Soieni,  dans  un  triangle  ABC,  une  bissectrice  intérieure  AD 
et  la  bissectrice  exté- 
rieure AD'.  On  a 


BC       DC       D'C  ' 


la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle, 

ABC'^ADC^AD'C* 
De  même, 

8  I        _l_ 

ÏBC  ~  D,Bc  "^  d;bc  ' 


ABC      DtAB      l);^B 
On  conclut,  de  ces  trois  égalités  : 


et,  en  multipliant  dis- 
que dénominateur  par 


ABC      ADC       AD'C       BD,C      BDjC       AD,G       AD^C 

Donc,  In  surface  du  triangle  donné  est  une  moyenne  harmo- 
nique entre  les  surfaces  des  six  triangles  obtenus  en  menant  les 
bissectrices  des  angles  iniérieurs  cl  exicrieurs.         LtNKEs, 

élèTc  tu  Ijcét  de  Tarb«i. 


Question  4S9. 

Un  tétraèdre  étant  donné,  on  propose  de  construire,  svr  ses 
face»,  vingt-quatre  tétraèdres  tels,  que  le  volume  du  tétraèdre  pro- 
posé soit  une  moyenne  harmoniqve  entre  les  volumes  des  dngt- 
quatre  tétraèdres  inconnus.  (Escart.) 

Dans  le  tétraèdre  donné  ABCD,  menons  les  plans  bissecteurs 


—  Ul   — 

du  (tièdre  BA,  qui  coii[)ent,  en  E,  G'  l'arétc  opposée  :  les 
points  Ë,  E',  divisant  harmoni- 
qiipment  In  droite  CD,  on  a 

1    -L    J_- 

CÔ'^EC'*'  E'D' 

OU, en  mullipllitnt  chaque  déno* 
minatcur  par  la  moitié  de  la 
liatileur  du  triangle  de  base  et 
par  le  iiers  de  la  hauteur  du 
tétraèdre  : 

^ _|_  i 

abcd^abce"*"  aboe' 

Il  en  est  de  même  pour  les 
plans    bissecteurs   des  dièdres 
BD  et  DC,  de  sorte  qu'on  a,  par  rapport  i  la  Tace  ADC  : 

abcd^abce"* 

Enfin,  si  l'on  considère  les  quatre  Taces  à  ta  fois,  on  voit  qu'on 
aura 

ABCD  ™  ^  ABCE  *  ^  ABCK'  ' 

et  celle  égalité  conslilue  le  théorème  énonc*!-. 

(Lahngs.) 


Qneatlon  «TO. 

Cotislruire  géométriquement  un  triangle,  connaisaanl  la  base, 
ta  Anw/eHT  correspondanle,  et  i"  la  somme  ou  la  différence  de» 
deux  autres  côtés;  2"  la  somme  ou  la  différence  des  carrés  des 
deux  autres  côtés.  (EscAav.) 

Soient  P),  P^  deux  parallèles,  distantes  de  la  hauteur  du 


—  1«  — 

iriangie.  Sur  P|,  je  prends  une  longueur  AB  égale  à  la  base  du 
triangle,  et  je  construis  le  point  A'  syméiri.que  de  A,  par  rapport 
à  Pj.  La  question  revient,  comme  on  peut  le  voir,  à  déterminer 
Tintersection  de  P^  et  du  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la 
différence  des  distances,  la  somme  ou  la  différence  des  carrés  des 
distances  aux  points  B  et  A',  sont  données;  toutes  ces  construc- 
tions sont  très-connues.  Cacret^ 

professeur  aa  Ljoéo  de  Saint-Brieuc. 

Autre  solution  par  M.  Lemoinb. 


QXIESTIOIS  PEOPQSÉES. 


47t.  Si 


^^  t.2.3...  2fi 


on  a 


S  z   4  X 

B.4-  ie...-^  ^'jK^t  +  etc.  =  (2ii  +  2)-"  . 

Par  exemple,  en  faisant  n  ^^2,  on  trouve 

a»(g*-^2»)      1  X*       I   5        (j«-4-  l*)(x»^y) 
i,2.3,4   "*'21.2"*"2"4""  i.2.3.4.5 

x(x*-»>i')(x*-»-5*)      lx(x«-Hi«)      i.3     _    (x»-i-2«)(x*-»-4*) 
1.2. 3. 4. 5        "*'2     1.2.3     '**2.4*~       i. 2. 3  4.5.6 

(J.  W.  L.  Glaishbr.) 
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4TS.  Vérifier  Videnlité 

(E.  C.) 

474.  C08  (6  —  e)  cos  (6  -t-  c  +  d)  4-  cos  a  cos  (a  -i-  d) 
=  C08  (c  —  a)  cos  (c  -♦-  a  -*-  d)  H-  cos  6  cos  (6  -i-  d) 
=  cos  (a  —  6)  cos  (a  H-  6  -4-  rf)  -♦-  cos  c  cos  {r  a-  d) 

sa  cosa  cos  (a  -4-  cQ  -I-  cosbcos  {b-^d)  ■*-  cosccos(c  +  d)-—  cosd. 

(A.  Caylby.) 

475.  Toutes    les   puisstkices   d*un    nombre   terminé    par 

12  890  63S  se  terminent,  aussi,  par  19  890  635. 

(Educational  Tihes.) 

47€.  Il  n*y  a  qu*un  seul  nombre  de  huit  chiffres,  autre  que 

13  890  635,  qui  jouisse  de  la  même  propriété.  Déterminer  ce 
nombre.  (H.  W.  Liotd  Tanner.) 

477.  Tbéoréhb.  Si 

S..^=  1'-*.  2'  -f-  7/  -«-  ...   I-  n'. 
on  a 

S.,  r+t  «  (w  -*- 1)  s.^  -  (Si.p  +  St.p  +  ••  •  -^  s^)  n 

(J.  M.  Croker.) 


(*)  Il  en  résulte,  par  exemple, 

liO*        190*        4^0*        4i0* 
»a«+-i^-«-  ^-».  ^+  i-- +2!»»=î»[252»-  16  .70*  +  48  .80*]. 
5  10  10  5 

(")  M.  G.  de  Longcliamps,  qui  a  trouyé,  de  son  côlé,  ccUc  relation  (presque 
évidente,  du  reste),  en  fait  la  base  d*une  nouvelle  théorie  des  Nombres  de 
Bemoulli  (Annalbs  de  l'École  Normale,  février  1879).  (E.  C.) 
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QUESTION    PROPOSÉE   PAR    L* ACADÉMIE   DE   BELGIQUE. 

Trouver  et  discuter  les  équations  de  quelques  surfaces  algé- 
briques, à  courbure  moyenne  nulle  (*). 

Le  prix  est  une  médaille  d'or,  de  la  valeur  de  huit  cents 
francs.  Les  Mémoires  doivent  être  déposés,  avant  le  (''juin  i880, 
au  Secrétariat  de  TAcadémie. 


RKGTIPICATIOHS  ET  REIABaUEI. 


I.  Le  BuHettino  du  prince  Boncoinpagni  (nov.  1878),  contient  dfMX 

solutions  de  la  Question  H9I  (É.  LrrAs),  ducs  au  savant  Rédac- 
teur. Naturellement,  elles  diffèrent  peu  de  la  solution  donnée 
par  M.  E.  Cesaro  ("). 

II.  Nous  avons  reçu,  de  M.  Cbehona,  une  notice  sur  DoMsificoCHBLiNi, 

extraite  du  Bulleltino,  L'illustre  auteur  de  la  Géométrie  projet- 
tive  va  traduire  cette  notice  en  français,  pour  la  Nouvelle  Cor- 
respondance. On  voit  que  notre  modeste  Recueil  commence  k 
être  connu. 

La  Question  449,  déjii  résolue  par  MM.  Cauret,  Jamet  et  Loui5, 
Ta  été,  depuis,  par  M.  Lannbs,  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 


III 


Rectification  a  l'article  db  m.  Mansioiv  (p.  iS2).  —  Dirichlct  a  aussi 
démontré  le  quatrième  théorème  de  Fermât;  la  démonstration 
de  Rummer  ne  s'applique  pas  à  tous  les  exposants  inférieurs  à 
100,  mais  seulement  k  la  plupart;  ainsi,  37  est  excepté. 


(*)  Les  jeunes  Géomètres  pourront  consulter,  à  ce  sujet  :  le  Mémoire  sur 
toi  iurfaeei  dont  les  rayons  de  courbure,  en  chaque  points  sont  égaux  et  de 
signes  contraires  (Journal  de  TÉcole  polytechnique,  XXXVIl*  Cahier)  ;  la 
Statique  des  liquides^  par  M.  J.  Plateau,  etc. 

(••)  N.  C.  M.,  L  IV,  p.  564. 


—  iW  — 


l 


SUR  LES  GONCHOÎDALES; 

par  M.  G.  DE  L0N6CHAHP8. 


t.  Imaginons  trois  courbes  ^,  ?»  Y;  par  un  point  A  »  pris  sur 
h  première  y  menons  une  tangente  qui  rencontre  9  en  B,  et  Hi^ 
en  C;  sur  cette  droite,  et  à  partir  du  point  A,  prenons,  dans  im 
sens  ou  dans  laulre,  AI s=â BG  :  le  lieu  du  point  I,  quand  la  tan- 
gente ABC  roule  sur  f^  est  une  courbe  que  nous  proposons  de 
nommer  Conchotdale. 

Il  est  inutile  de  faire  remarquer  ici  que  toutes  les  courbes 
peuvent,  plus  ou  moins  simplement,  et  d*une  infinité  de  façons 
diflSérentes,  être  considérées  comme  engendrées  par  ce  procédé, 
dont  nous  allons,  sur  quelques  exemples  simples,  faire  apprécier 
Tun  des  côtés  avantageux.  On  peut  même  supposer  que  la 
courbe  f  se  réduise  à  un  point  0;  hypothèse  que  nous  adopte- 
rons dans  ce  qui  va  suivre.  Pans  le  cas  particulier  où  9  est  un 
cercle  ayant  0  pour  centre ,  le  lieu  décrit  par  le  point  I  est  la 
conchoîde  de  V  :  les  conchoîdes  ordinaires  sont  donc  des  con- 
choïdales,  courbes  définies  comme  nous  venons  de  Findiquer. 

9.  Nous  utiliserons,  dans  cette  Note,  la  remarque  suivante,  que 
nous  avons  faite  ailleurs  (*)  : 

Soient  :  M,  N,  P  trois  points  en  ligne  droite^  sur  les  côtés  d'un 
triangle  ABC  :  les  symétriques  des  points  M,  N,  P,  par  rapport 
aux  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC,  sont  trois  points  W,  N',  P' , 
en  ligne  droite. 

Ces  deux  droites  correspondantes  MNP,  M'N'P',  tellement 
liées  entre  elles,  que  de  la  première  on  déduit  Tautre,  et  vice 


(*)  Annalei  de  l'Éeoïe  nomudB,  1. 111,  4867. 

V.  10 


versa,  onl  éié  nommées  par  nous,  dans  le  Mémoire  cité,  tratit- 
versaUs  réciproques.  Elles  se  rencontrent  dans  plusieurs  ques- 
lioDS  de  Géométrie  (*),  et  jouissent  de  propriétés  intéressantes. 
Nous  voulons  seulement  montrer  ici  l'application  qu'on  peut 
faire  de  ces  transversales  è  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  pris  sur  l'une  des  courbes  suivantes  :  Cùtmde,  Strophoùit, 
Lemnitcale  de  BerrmtUi,  Conehotde  de  Ifkomède,  Limaçon  de 
Pateat. 

Z.  Considérons  d'abord  la  cissoîde.  1,  K  étant  deux  points 
quelconques   de  cette 
courbe,  on  a 
01  ^AB,     OK  =  CD: 

les  droites  IK,  AC 
sont  donc  deiii  trans- 
versales réciproques  du 
triangle  OBD.  1^ 
points  E.  F  sont  sy- 
métriques par  rapport 
au  milieu  de  BO;  et, 
si  nous  supposons  que 
la  droite  OD  se  rap- 
proche de  OB  et  vienne 
se  confondre  avec  elle, 
on  est  eondtiii  à  -cette 
construction  de  la  tan> 
gente  i  la  cissoîde,  en 
un  point  pris  sur  la 
courbe. 

Soient:  0 {")  le  sommet  d'une  ntioïde,  MN  son  asymptote, OO' 


(*)  Les  asymptotes  d'une  byberbole  sont  deux  transTersales,  réciproques 
par  rapport  à  ua  triangle  quelconqae,  imcrit  i  la  courbe. 
(")  Le  lecteur  est  prié  de  taire  la  figure. 
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la  perpendiculaire  àtiàissée  du  point  0  sur  MN.  Sur  00',  comme 
diamètre,  décrivoiu  un  cercle;  par  le  point  0,  menons  une  droite 
rencontrant  la  eissoïde  ent,  le  cercle  en  A  et  l'asymptote  en  B  ; 
menon»  en  A  la  tangente  au  cercle,  qui  rencontre  l'asymptote  en 
P  :  n"  l'on  prend  le  point  P'  symétrique  de  P  par  rapport  au 
point  B,  la  droite  PI  est  ta  tangente  à  la  cissoïde. 

M.  La  slropboîde  peut  être  engendrée  de  la  manière  suivante  : 
Considérons  un  cercle  et  un  point  fixe  0,  sur  le  cercle  ;  soient 
E  le  centre,  GF  le 
diamètre  perpendi- 
culaire Jk  OE  :  par 
le  point  0,  menons 
une  droite  qui  ren- 
contre le  cercle  en  B 
et  GF  en  A:  si  l'on 
prend  01  =  AB, 
le  lieu  du  point  I, 
quand    la    sécante 
OAB  tourne  autour 
du  point  G,  esl  une 
strophuïJe  disposée  comme  le  iiioiitre  la  ligure;  ou,  pour  être 
plus  exact,  ce  lieu  est  l'ensemble  de  deux  slrophpldes  égales, 
symétriques  par  rapport  au  point  0. 

Des  considérations,  analogues  à  celles  que  nous  avons  déve- 
loppées dans  le  paragraphe  précédent,  prouvent  que  le  dia- 
mètre FG  et  la  tangente  en  I,  ù  In  strophoTde,  rencontrent  la 
tangente  en  B,  au  cercle,  en  deux  points  C,  K,  symétriques  par 
rapport  au  point  B.  On  peut  donc  dire  que  : 

-  Soient  :E  le  sommet  d'une  stroplioïde,  I  un  point  quelconque  de 
cette  courbe.  Du  point  E  comme  centre,  avec  EO  pour  rayon,  décri- 
vons un  cercle,  puis  élevons  le  diamètre  FG ,  perpendiculaire 
à  OE.  La  droite  01  rencontre  le  cercle  en  E  et  le  diamètre  FG 
«n  A  ;  fa  tangente  en  B  rencontre  le  diamètre  FG  en  C  :  si  l'on 
prend  BK  —  BC,  la  droite  Kl  est  la  tangente  à  la  sirophotde. 


s.  La  lemniscau  de  Bernoiilli  peut,  au  moyen  des  remarques 
suivantes,  être  considérée  comme  une  conchoTdate. 

Soient  C  le  centre  d'un  cerelf^  O  un  point  exlérieur,  point  d'où 


l'on  voit  le  cercle  sous  un  angle  droit.  Par  0,  menons  une  droite 
rencontrant  le  cercle  en  A  et  B  ;  prenons  01  <=  AB  :  le  lieu  du 
point  I,  quand  OAB  tourne  autour  du  point  0,  est  une  lemniscste 
de  Bernoulli  ayant  pour  foyers  le  centre  C  et  le  symétrique  de  ce 
point  par  rapport  à  O. 

Admettons  ce  résultat  facile  à  vérifier;  soient  I,  I'  deux  points 
de  la  lemniscate  :  les  droites  AA',  II',  sont  deux  transversales 
réciproques  du  triangle  OBB';et  les  points  D,E,  sont  symé- 
triques par  rapport  au  milieu  de  BB'.  Si  les  sécantes  OAB ,  OA'B' 
se  rapprochent  et  se  confondent,  on  est  conduit  h  la  construction 
suivante  pour  la  tangente  en  un  point  pris  sur  la  temniseale. 

Du  foyer  C  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  A -^  (2d  étant 
la  distance  des  foyers),  on  décrit  un  cercle;  du  centre  O  de  la  lem- 
niscate, on  mène  une  droite  rencontrant  le  cercle  en  A,  S  et  la 
courbe  en  I  :  ayant  mené  les  tangentes  en  A,  B,  lesquelles  se  ren- 
contrent en  P,  on  prendra  BP'  =.  BP  :  ta  droite  P'I  est  la  (an- 
gehte  cherchéei 

•.  Les  considérations  précédentes  s'appliquent  aux  concholdes 
ordinaires. 


Soient  A,  B  deux  points  de  la  courbe  proposée;  I,  1',  les 
points  correspondants  du  la  conchoïdc,  obieniis    en   faisant 


AI  =  Br  =  i<.  Prenons  OK.  =  OK'<=  6  :  les  droites  KK',  II' 
sont  deux  transversales,  réciproques  du  triangle  OAB ,  et  tes 
points  D,  C  sont  symétriques  du  milieu  de  AB.  Supposant  que 
OA  se  rapproclie  indéfiniment  de  OB,  on  est  conduit  h  la  coq- 
slruciioD  suivante  : 

Soient  :  AB  une  courbe  quelconque,  I  le  point  de  la  conchotde  qui 
carTe$pond  au  point  A;  prenons  OK  =  AI  =  b;  ef,  au  point  Kj 
élevon$  «ne  peiyendiculaire  à  OA ,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
enP  la  tangente  en  A,  à  la  courbe  AB  :  si  l'on  prend  P'A  =  PA, 
la  droite  P'I  ett  la  tangente  à  la  conchoïde. 

Si  l'on  considère  la  seconde  branche  de  la  conchoïde,  celle 
qu'on  obtient  en  prolongeant  OA  de  la  longueur  constante  6;  on 
remplacera  le  point  K  par  le  symétrique  de  celui-ci,  relativement 
BU  point  0;  mais  la  construction  indiquée  subsiste. 
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THÉORÈMES  D'ARITHMÉTIQUE; 


par  M.  S.  Reàus. 


x^yyZ  étant  des  nombres  premiers  Tun  à  Taulre,  exprimés 
par  les  formules 

x  =  2(a«-p«-r")-p(5a-5r), 
y  =  3(-a'  +  p«-r')-2a(48-5r), 
z  =  5(a«H.  p*  -*-  r*)-  2r(3a  -4-  4p), 

où  «y  P,  7  désignent  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  il  y  a  Hea 
d*énonoer  les  propriétés  suivantes  : 

1*  X  est  un  nombre  pair,  et,  pour  des  valeurs  convenables  de 
^1  P»  7»  îl  P^tit  être  un  nombre  pair  quelconque. 

^  yeiz  sont  impairs;  pour  des  valeurs  convenables  de  a,  P,  /, 
le  nombre  y  peut  être  un  impair  quelconque. 

3"  Les  expressions 

xy         xyz         xyz{z^—x*) 
2T3'     2.3.5*        2.5.5.7 
xyz  {z*  —  X*)  (ic*  —  3«  V  -♦-  X*) 
2.3.5.7. M  ' 

gy2(z'  —  x')  (jg'~  Sx*)  (z^->>  3xV  h-  g*) 
2. 3. 5. 7. il. i3  ' 

xyz(x^-x')  (z'--2x^  (z'— 3x')(z*-~  3xV  -♦■  x*)(z*  —  4xV-4-  2x*) 

2.3.5.7.41.43.17 

7 

se  réduisent,  toutes,  à  des  nombres  entiers. 


ERRATUM.  Page  427,  ligne  5  en  remontant.  Au  lieu  de  :  2"  -  *,  Usez  .•  2"—  I . 
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SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA  SPHEREi 


par  M.  Jamet,  professeur  au  Lycée  de  Toulouse. 


L*analogie  qui  existe  entre  les  triangles  plans  et  les  trièdres 
(ou  les  triangles  sphériques),  m'a  donné  Tidée  de  chercher  s'il 
existe,  pour  ceux-ci,  un  théorème  analogue  au  théorème  si 
fécond,  connu  sous  le  nom  de  théorème  des  transversales.  Cette 
propriété  se  déduit,  en  effet,  du  théorème  de  Ménéiaûs  sur  les 
triangles  plans,  et  de  la  remarque  suivante  : 

£tant  donné  un  triangle  isoscèle  SAB,  si^par  le  sommet  S,  on 
mène  une  sécante  rencontrant  la  base  en  un  point  C,  les  segments 
CA,  CB,  sont  entre  eux  comme  les  sinu^  des  angles  ÂSA,  BSG. 
En  effet,  dans  le  triangle  ASC,  on  a  : 

CA  SA 


sinASC       sinSCA* 

et,  dans  le  triangle  BSC, 

CB  SB 


sinBSC      sinSCfi 

Or,  les  seconds  membres  de  ces  deux  égalités  sont  égaux,  donc 

CA       sin  ASC 
CB^sïnBSC' 

ce  qui  démontre  Ténoncé. 

Cela  posé,  soit  un  trièdre  SA6G.  Coupons  ce  trièdre  par  un 
plan  P  passant  par  son  sommet  :  soient  A,  B,  C  trois  points  pris 
sur  les  arêtes,  à  égale  distance  du  sommet;  et  soient  a,  6,  c  les 
intersections  des  droites  BC,  CA,  AB  avec  les  droites  suivant  les- 
quelles le  plan  P  coupe  les  trois  faces  du  trièdre. 
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D  après  le  théorème  de  Ménélaûs,  on  a  la  relation 


oB   6C  ck  _ 
oG   6A   cB 


Mais,  par  la  remarque  préeédcnte 

nB       sinBSa 
aC       sîn  CSa 

bC      sin  CSfe 
6A      sin  AS6 

ck      sin  kSe 


cB      sinBSc 


De  là  résulte  la  relation 

sinBSa    sinCS6    sinASc 

sin  CSa  *  sin  AS6  '  sin  BSc  "^    ■ 

qu  on  peut  énoncer  ainsi  : 

Dans  tout  triangle  $phériqu€y  tout  arc  de  grand  cercle  déter- 
mine,  sur  les  trois  côtés,  six  segments  tels  que  le  produit  des  sinus 
de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  sinus  des 
trois  autres. 

La  réciproque  de  ce  théorème  se  démontre  comme  en  Géo- 
métrie plane. 

On  en  déduit,  comme  en  Géométriç  plane,  le  théorème  sui- 
vant : 

Sif  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  sphérique  et  par  un  point 
pris  sur  la  sphère ^  on  mène  des  arcs  de  grands  cercles,  ces  trois 
arcs  déterminent,  sur  les  cotés  opposés,  six  segments  tels  que  le 
produit  des  sinw  de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  et  de 
signe  contraire  au  produit  des  sinus  des  trois  autres;  et  rAgi* 

PROQUEMENT. 
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En  particulier  : 

La  trois  arcs  de,  grands  cercles  ^  qui  joignent  les  milietix  des 
côtés  d'un  triangle  sphérique  aux  sommets  opposés,  se  coupent  en 
un  même  point. 

Du  théorème,  analogue  au  théorème  de  Ceva,  que  nous 
venons  d'énoncer,  on  déduira,  comme  en  Géométrie  plane,  que 
les  Irois  arcs  de  grand  cei*cle,  bissecteurs  des  angles  d*un 
triangle  sphérique,  se  coupent  en  un  même  point,  lorsque  Ton 
aura  démontré  le  théorème  suivant  : 

Uarc  de  grand  cercle  qui  dimse  en  deux  parties  égales  un 
angle  d'un  triangle  sphérique^  divise  le  côté  opposé  en  deux  seg^- 
menis  dont  les  sinus  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  côtés 
adjacents. 

Soit  un  trièdre  SABC.  Par  un  point  A  pris  sur  une  des  arêtes, 
menons  un  plan  perpendiculaire  è  cette  arête;  soient  B,  C  les 
points  où  ii  coupe  les  deux  autres  arêtes  :  le  plan  bissecteur 
du  dièdre  SA  coupe  le  plan  ABC  suivant  une  certaine  droite  AD, 
bissectrice  de  Tanglc  BAC.  Si  donc  Ton  désigne  par  D  le  point 
où  cette  droite  coupe  BC,  on  aura  : 

BD      AD      tgASB 

DC~AC'"tgASC ^  ^ 

'  Mais,  dans  le  triangle  BSD, 

BD  SB  SA 


sin  BSD      sia  SDB      cos  ASB .  ^in  SDB 

De  même, 

DC  SA 


En  outre. 


Donc 


sioDSG      cos  ASC.  sin  SDC 


sinSDBtssinSDC. 


BD   sin  DSC      cos  ASC 
.     DC'sînBSD'^cosASB' 
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etf  en  tenant  compte  de  régalité  (1)  : 

sîn  DSC  _  sîn  ASC 
sin  BSD  "*  gin  ASB  * 

ce  qui  démontre  Ténoncé. 
On  prouverait,  de  la  même  manière»  que  : 

L^arc  de  grand  cercle,  bissecteur  d'un  angle  extérieur  d'un 
triangle  spliérique^  divise  le  côté  opposé  en  deux  segments  doni  Us 
sinus  sofU  entre  eux  comme  les  sinus  des  cotés  adjacents. 

Les  réciproques  de  ces  deux  théorèmes  sont  vraies.  Du  der- 
nier, on  déduit  que  : 

Les  arcs  de  grands  cercles,  bissecteurs  des  angles  extérieurs 
d'un  triangle  sphérique,  coupent  les  côtés  opposés  en  trois  points 
situés  sur  un  même  arc  de  grand  cercle. 

On  sait  que  le  lieu  géométrique  des  projections  d'une  droite 
sur  les  plans  passant  par  une  seconde  droite^  qui  la  rencontre»  est 
un  cône  du  second  ordre,  admettant  pour  génératrices  les  deux 
droites  données,  et  dont  les  plans  cycliques  sont  perpendiculaires 
à  ces  droites. 

De  ce  théorème,  et  de  ce  que  nous  avons  dit  précédemment, 
on  conclut  que  : 

Le  lieu  des  points  d'une  sphère,  tels  qu'il  existe  un  rapport 
constant  entre  les  sinus  des  arcs  qui  joignent  chacun  de  ces  points 
à  deux  points  fixes,  est  une  conique  sphérique  :  le  plan  de  Tare 
de  grand  cercle  passant  par  les  deux  points  fixes  est  un  des  plans 
principaux  du  cône  du  second  ordre  définissant  cette  courbe  ;  et 
les  plans  cycliques  du  cône  sont  perpendiculaires  aux  généra- 
trices situées  dans  ce  plan. 

Réciproquement»  étant  donné  un  cône  du  second  ordre,  dont 
les  plans  cycliques  sont  perpendiculaires  aux  génératrices  situées 
dans  l'un  des  plans  principaux;  si  l'on  mène  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  à  ces  deux  génératrices,  toutes  les  génératrices 
du  cône  font,  avec  ces  droites,  des  angles  dont  les  sinus  sont  dans 
un  rapport  constant.  "  * 


,  Car  91  Ton  cherche  le  lieu  des  droites  menées  par -le  sommet 
du  cône  et  faisant,  avec  ce^  deux  droites,  des  auglies  <]ontIes^ 
sjnus  soient  entre  eux  comme  les  sinui>  des  angles  qu'ellesioni 
avec  une  quelconque  des  génératrices  considérées,  on.  trouve 
le  cône  donné. 

Si,  par  la  considération  des  triédres  réciproques  ou  des  cônes 
supplémentaires,  on  transforme  les  théorèmes  que  nous  avons. 
énoncés,  on  arrive  aux  résultatis  suivants  : 

Si  Von  joint  un  point  pris  sur  une  sphère ^  aux  trois  sommets 
d'un  triangle  sphérique,  les  trois  arcs  de  grands  cercles  ainsi  obte- 
nus fonty  avec  les  côtés  du  triangle  sphérique,  six  angles  telsy  que 
le  produit  des  sinus  de  trois  d*entre  eux  est  égal  au  produit  des 
sinus  des  trois  autres;  et  réciproquement. 

Si  Von  joint  les  trois  sommets  d'un  triangle  sphérique,  aux 
points  où  les  trois  côtés  opposés  sont  coupés  par  un  même  arc  de 
grand  cercle,,  les  arcs  de  grands  cercles^  ainsi  obtenus.font,  avec  les 
côtés  du  triangle  sphérique^  six  angles  tels,  que  le  pt^oduit  des 
sinus  de  trois  d'entre  eux  est  égal  au  produit  des  sinus  des  trois 
autres;  et  réciproquement. 

En  particulier,  on  déduit,  du  théorème  précédent,  le  théorème, 
déjà  énoncé,  sur  les  arcs  qui  divisent,  en  deux  parties  égales,  les 
angles  extérieurs  d'un  triangle  sphérique. 

Les  propriétés  des  arcs  bissecteurs  sont  corrélatives  des  sui- 
vantes :^ 

Si  un  mobile  parcourt^  dàtis  un  certain  sens  y  les  côtés  d'un 
triangle  sphérique,  et  que  l'on  prolonge,  dans  le  sens  de  son  mou- 
vement ,cfiqcun  des  trois  côtés  du  triangle,  d'une  quantité  égale  à 
son  stipplément;  les  milieux  des  trois  afcs  supplémentaire^  sont, 
sur  un  même  arc  de  grand  cercle. 

'  Si  Von  joint  chacun  des  sommets  d'un  triangle  sfJiérique  au 
milieu  de  Varc  supplémentaire  du  côté  opposé,  l'un  quelconque  des 
arcs  ainsi  obtenus  fait,  avec  les  deux  côtés  qu'il  rencontré  à  leur' 
extrémité -commune,-  des  angles-  dont  les  sinus  sont  'entre  eux 
comme  les  sinus  des  angles  que  ces  deux  côtés  forment  avec  le^ 
troisième. 


n 
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Enflni  Fenvehpp^  des  plans  qui  fontj  aœc  deux  plans  fixes,  des 
angles  dofil  le  rapport  des  sinus  est  constant^  est  un  cône  du 
second  ordre  dont  les  focales  sont  perpendiculaires  aux  deux  plans 
tangents  suivant  les  génératrices  situées  dans  un  plan  principal. 

Réciproquement  :  si  les  focales  d'un  cône  du  second  ordre  sont 
perpendiculaires  aux  plans  tangents  suivant  les  génératrices 
situées  dans  un  plan  principal,  on  peut,  d'une  infinité  de  ma- 
nières,  trouver  un  système  de  deux  plans  tangents  au  cône  des 
angles  dont  les  sinus  sont  dans  un  rapport  constant. 


QUELQUES  CONSÉQUENCES 
DES  THÉORÈMES  DE  FERMAT  ET  DE  WILSONs 

par  MM.  Laisaht  et  Beaiueui. 


Rappelons  les  énoncés  suivants  : 

Théorème  db  Fermât.  —  p  étant  un  nombre  premier  ef  a  un 
entier  quelconque,  non  divisible  par  p,  la  différence  aP~~^  —  1  est 
divisible  par  p. 

THéoRftME  DE  WiLSON.  —  p  étant  un  nombre  premier,  le  nom- 
bre  :  l.S.3«..(p — l)-4-l  est  divisible  par  p. 

Nous  supposerons  connues  les  démonstrations  de  ces  théo- 
rèmes ;  on  les  trouverait,  au  besoin,  dans  les  Notes  qui  font  suite 
au  Traité  d* Arithmétique  de  M.  Serret. 

De  ces  deuv  théorèmes  peuvent  se  déduire  les  conséquences 
suivantes  ; 

I.  5otl  p  un  nombre  premier ^  et  soit  q  un  entier  plus  petit  que 
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si  q  e$t  pair; 

si  q  nt  impair. 

En  effet,  le  théorème  de  Wilson  donne  : 

l.».5.,.(p— l)Hh1«Jrcp. 

ce  qui  peut  s*écrire  : 

1 .2. 3.. .(p  —  î)p -- 1 .2.. .(p  —  2) -^  i  —  31Lp. 

Donc  : 

i.2...(p  -2)  — 1«Jltp. 

Cette  dernière  égalité  peut  s^éerire  : 

i.S.».(p-.5)p-t.îx<.2...(p-5)  — 1«3îLp. 

Par  suite  : 

1.2x<.2...(p-5)-^  i=Ja.p. 

1  X4.<.2...(p  — %— 1.2. 3X1.2. ..(p— 4)^1-^  Jft  p. 
De  là  résulte 

I.4.5xl.3v-(P  — ^J-l—JlLp- 
On  continuerait  de  la  même  manière;  puis,  généralisant  par  la 
méthode  connue»  on  arriverait  au  résultat  éqoneé  pTus  haut. 

II.  p  éiant  un  nombre  premier  de  la  forme  4f  4*  l^  /e  nombre 
(1.2....»2ç)*-h  1  est  diviêibhpar  p. 

Car,  si  Ton  remplace  q  par  3^  dans  ta  relation  (1) ,  on  trouve  : 


—  1M  — 

m.  p  étant  un  nombre  premier,  de  la  forme  ig-h'S,  un  dé9 
deux  nomfnres  suivants  est  divisible  par  p  :  •  . 

l.2.3...(27H-4) -»•  1, 
I. S. 3. ..(29-1-  \)  —  i. 

Car,  si  l'on  remplace  q  par  'iq-t-l  dans  la  refartion  (3),  elle 
donne  : 

(l.2...(2qf-i.  <)]»—  I  ==JIL^, 

[4. 2. ..(«7+  «)  +  l][4.2...(2?  +  l)-0  — .ntp. 

Or,  p  divisant  ce  produit  et  étant  premier»  doit  diviser  Tun  des 
facteurs  ;  donc,  etc. 

IV.  p  étant  un  nombre  prem%et\  et  k  un  entier  y  on  écrit  kp 
nombres  entiers  consécutifs  quelconques ,  parmi  lesquels  on  biffe 
tous  les  multiples  de  p.  Le  produit  des  nombres  restants  sera  un 
multiple  de  p,  moins  1 ,  «i  k  est  impair,  et  un  multiple  de  p,  plus  1 , 
si  k  estfiair^     !'.,.:* 

En  effet,  quel  que  soit  le  point  de  départ,  il  est  bien  clair  que 
les  (p — 1)  premiers  nombres  conservés  seront  les  suivants,  à 
Tordre  près:    .  .       ;      .  : 

dR^'p'-»-^>    JïCp^S,   .....;    JILp -♦■{p  — 1).  » 

Leur  produit  donnera  donc  : 

Jllp  +  1.2.3...(/r-r4)='JTUp— i; 

d'après  le  théorème  de  Wilson.  Les  (p  —  ij  nombres  suivants 
donneront  un  produit  de  la  forme  iifC^p  —  1  ;  et  ainsi  deâ  autres.- 
Tous  ces  produits  différents,  multipliés  entre  eux,  donneront 
pour  produit  définitif  \)Kp  -+-  1,  s*ils  sont  en  nombre  paii-,  c,t 
JILp — i ,  s'ils  sont  en  nombre  impair. 

•    » 

V.  p  étant  premier,  si  Von  divise  1.2.....(p —  i)  par 
1  -H 2 ...  -H  (p — \)fOn  trouvera  pour  reste  p —  1 . 


Car  OD  a  ((héorënne  de  Wilson)  : 

4.«...(p-l)-*p~l-(*-ilp  +  p-l. 

•  » 

Le  premier  membre  étant  divisible  par  p  —  1 ,  et  Tan  des  deux 
termes  da  second  membre  Tétant  aussi  J'autre  terme  (Jr-:«>f)p 
doit  être  divisible  par  p  —  1  :  il  faut  donc  que 

Dès  lors  : 

z 

Cette  égalité  démontre  la  conséquence  énoncée.  On  peut 
encore  observer  que  p — t  serait  aussi  le  reste  de  la  division 
del.2...(p  — 1)par2[l  +  2...-+-(p  — 1)]. 

VL  Suit  p  un  nombre  premier,  de  la  forme  4^  +  1  ;  on  a  ; 

[(2ç  H-  I)  ( jç  H-  2) ... 4^]*  -f-  \  =  JlLp.     .     ..    .    (4) 
'    Car  (théorème  de  Wilson)  : 

l.2...4ç  =  JItp  — i; 
d'où 

.  [\.i...*(iY=jrLp'^i. 

De  plus  (3)  : 

(i.2...29)»=r  Jltp  — i. 

Si  Ton  divise  ces  deux  dernières  égalités,  le  quotient  devra  èire 

de  la  forme  JRp —  1  ;  de  sople  qu^on  tombe  sur  la  relation  (4), 

.    .  ■ 

VII.  p  étant  premier,  et  égal  à  4^  -H  3^  on  a  : 

[(2?  H- 2)  (2g  +  3) ..,  (4qf  +  2)]«  - 1  =  .)îl  p; 

c^é$t'^*dâré4j[ue  : 

(^  -♦-  2) ...  (4qr  -i-  2)  -f-  i  =  JILp (5) 


—  «60  — 

ou  bien  : 

(2ç-*-2)...(4î  +  2)  — i— Jltp (6) 

A  ta  retalion  (5)  correspond  : 

«.2...(29-4-4)-i=.)Tip (7) 

Eîf  à  ta  relation  (6)  : 

i.2...(27  +  l)+ I  =JlVp (8) 

On  démontre  celle  conséquence  comme  la  précédenlc^  en  se 
servanl  du  théorème  de  Wilson  el  de  la  conséquence  III  ci-des- 
sus. Quant  à  la  corrélation  de  (5)  avec  (7),  et  de  (6)  avec  (8), 
elle  résulte  de  ce  qu*on  doit  toujours  avoir,  d*après  le  théorème 
de  Wilson  : 

i.2  ..(49  +  2)«JîLp  — i. 

VIII.  p  étant  premier f  le  nomin'e  des  combinaisons  de  (p  —  i) 
choses^  1^  à  ^^ ,  est  un  mûttiple  de  p,  ptus  1  ou  moifis  1 ,  seton 
que  ^^  est  pair  ou  impair. 

Dans  le  premier  cas  :  p  =  4^  +  1  »  et  le  nombre  des  combi- 
naisons considérées  est  : 

49(4ç  — l)...(27-*-i)       i.2...49 


1.2...2Ç  (i.2...2ç)' 

Or  (théorème  de  Wilson)  : 

1.2...  4^^  =  JILp— i, 
et 

{1.2...29)«=JILp-i (3) 

Le  quotient  sera  donc  de  la  forme  mp  -f- 1 .  La  démonstration 
est  analogue  pour  le  cas  ou  ^^  serait  impair; 

{La  suite  produiinement.)  . 


—  461  — 


PROBLÈMES  SOR  LES  NORMALES  A  L'ELUPSE; 


par  M.  EDOUARD  Lucas. 


1.  Trouver  le  Heu  des  sommets  des  triangles  circonscrits  à 
reUipse,  et  dont  les  hauteurs  sont  normales  à  l'ellipse. 

Nous  rappellerons  d'abord  ce  théorème^  du  à  Joachimsthal  :  Si 
les  normales  à  Vellipse^  aux  points  d'intersection  des  polaires  de 
deux  points  Pq^Xq^  2/0)'  ^1(^1»  J/0>  concourent  en  un  même 
point  M  (a,  ^)y  on  a  les  relations 

et  réciproquement.  On  démontre  immédiatement  ce  théorème 
par  ridentification  du  système  des  deux  polaires,  qui  a  pour 
équation 

(-.ffi_.)(-.m_,)_, 

avec  réquation 

1  — î  ""  fî  ■*"  ^  [^'^y  "■  '^'P^  •*"  *'*y] =^> 

d*une  conique  passant  par  les  pieds  des  quatre  normales  abais- 
sées du  point  M. 

Cela  posé^  nous  considérerons  deux  cas ,  suivant  que  les  hau- 
teurs du  triangle  sont  normales  à  rellipse,  aux  points  de  contact 
des  côtés  opposés,  ou  en  des  points  autres  que  les  points  de 
contact. 

Premier  cas.  —  Désignons  par  A  Tun  des  sommets  du  triangle, 
par  A'  le  pied  de  la  hauteur  9  situé  sur  Tellipse  ;  par  x ,  j^  les 
V.  a 


coordonnées  du  point  A  ;  et  par  9  le  paramètre  angulaire  du  point 
A'.  D'après  le  théorème  précédent,  il  suffit  d'exprimerque  le  point  A 
se  trouve  sur  la  normale  en  A',  et  que  le  point  dont  les  coor- 
données sont — ^ ,  —  7  '  ^^^  ^'^"^  ^"^  '^  tangente  en  A'.  On  a 
donc  les  relations 


CO89  smf  ^  y 

On  en  déduit,  pour  les  coordonnées  du  point  A  : 

xsa coaç,    y=» — r — sinç; 

a  0 


avec  la  condition 

a'  h* 


a'H-  X 


H- 1=0. 


Cette  équation  donne  deux  valeurs  réelles  pour  X;  donc  le  lieu  se 
compose  de  deux  ellipses  ayant  pour  demi-axes  : 


o'-*-  i 


a 
On  trouve  facilement 


La'  6«  J 


Par  conséquent  :  le  rapport  de  la  hauteur  AÀ'  au  diamètre  conju- 
gué de  celui  qui  passe  par  A\  datis  l'ellipse  donnée  y  est  constant. 
(PoujADE,  Nouvelles  Annales  1877,  p.  355,  Question  1243). 

D'après  un  théorème  de  M.  Burnside  (Salmon,  Traité  des  Sec- 
tions coniques^  page  482),  le  centre  des  hauteurs  du  triangle  pro- 
posé décrit  Tune  des  ellipses  ayant  pour  équation 

ou,  plus  simplement, 
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De  plus,  pour  que  les  normales  à  Tellipse,  en  trois  points 
k'f  BS  G',  dont  les  paramètres  angulaires  sont  f^  <Po  Ts»  concou- 
rent en  un  même  point,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

8in(9i  +  fi)  -I-  sin(fi  +9)  -t-  8in(9  -1*  <pi)  «sO; 

donc  les  normales  en  A,  B,  G,  au  lieu  obtenu ,  concourent  en  un 
même  points  qui  décrit  deux  ellipses. 

On  démontrera,  de  même,  que  le  lieu  des  sommets  des  tétraè- 
dres circonscrits  à  Tellipsoide,  et  dont  les  hauteurs,  supposées  con- 
courantes, sont  normales  à  Tellipsoïde,  aux  points  de  contact  des 
faces,  est  Tintersection  d^une  surface  du  quatrième  ordre,  avec 
trois  ellipsoïdes  ayant  pour  demi-axes  2Îii ,  ^j^ ,  -^t"^»  ^  é^aïil 
Tune  des  trois  racines  réelles  de  Téquation 

a"  6*  c»        .     ^ 


Cependant,  il  reste  à  traiter  le  lieu  des  sommets  du  tétraèdre, 
dans  le  cas  où  les  hauteurs  ne  concourent  plus,  mais  sont  nor- 
males à  rellipsoIde>  aux  points  de  contact  des  faces  opposées. 

Second  cas.  —  Désignons  encore  par  Â  Tun  des  sommets  du 
triangle,  par  A'  le  pied  de  la  normale  issue  du  point  A  et  per- 
pendiculaire sur  le  côté  opposé  BG.Les  tangentes  à  Fellipse,  symé- 
triques, par  rapport  au  centre,  des  côtés  du  triangle  ABG,  forment 
un  triangle  A"B"C"  :  les  coordonnées  de  A"  sont  —  «,  —  y.  11 
suffit  d'exprimer  que  la  normale  en  A'  passe  par  le  point  A,  et 
que  la  tangente  en  A'  passe  par  le  point  ayant  pour  coordonnées 
^  f  Y*  Donc,  en  désignant  par  9  le  paramètre  angulaire  de  A', 
on  a,  comme  ci-dessus  : 

o"  H-  >  6'  -f-  A  , 

xsB C0S9,     y  «s  -— — 8m9; 

a  0 


avec  la  relation 

a 


«  b* 


O*  -H  A         6'  H-  X 


-i=0; 
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d^où  l*on  tire 

x  =  dt:ab. 

Par  suite,  le  lieu  des  sommets  se  compose  de  deux  cercles,  ayant 
pour  rayons  a  db  6. 

De  plus,  AA'  est  égal  au  demi^diamètre  conjugué  de  celui  qui 
passe  par  A';  et  le  centre  des  hauteurs  du  triangle  ABC  décrit 
Tun  des  cercles  ayant  pour  équations 

x*  -I-  y*=  o'-*-  6*=fc  a&. 

Remarques.  —  I,  On  retrouve  un  certain  nombre  des  lieiu 
géométriques  que  nous  venons  de  considérer,  dans  la  résolution 
des  questions  suivantes  : 

1  ®  Si  l'on  porte  sur  la  normale  en  un  point  de  Vellipse,  une 
longueur  égale  au  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  en 
ce  pointf  le  lieu  de  l'extrémité  décrit  l'un  des  cercles  ayant  pour 
rayons  a  sb  b. 

Ces  deux  cercles  sont  les  lieux  des  centres  instantanés  de 
rotation,  sur  le  plan  fixe,  lorsque  Ton  engendre  Tellipse  par  le 
mouvement  d'une  droite  de  longueur  adb6,  dont  les  extrémités 
glissent  sur  les  deux  axes. 

3®  Si  l'on  mène  deux  tangentes  parallèles  à  Vellipsey  dans  une 
direction  quelconque  ^  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à 
Fellipse  et  aux  deux  parallèles  se  compose  des  deux  cercles  de 
rayons  a  ±:  b. 

Z""  Si  Fon  porte  sur  la  normale  en  un  point  de  l'ellipse,  une 
longueur  égale  à  n  fois  le  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui 
passe  en  ce  point,  le  lieu  de  l'extrémité  se  compose  de  deux  ellipses 
ayant  pour  demi'^xes  a:i=nb,  b=bna. 

II.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  triangles  formés  par 
deux  tangentes  à  l'ellipse,  et  la  corde  des  con  tacts ,  de  telle  sorte 
que  le  point  de  concours  H,  des  hauteurs  du  triangle,  soit  situé  êur 
l'ellipse. 


J 
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Deux  sommets  B,  C  décrivent  l'ellipse;  il  suffit  de  trouver  le 
lieu  du  troisième  sommet  A.  En  traitant  directement  le  pro- 
blème, on  obtient  une  équation  du  douzième  degré,  qui  repré- 
sente :  1*  Tellipse;  2®  le  quadrilatère  des  foyers  ;  Z"*  le  lieu  du  pôle 
des  normales;  i®  le  lieu  cherché,  lequel  est  une  ellipse.  On 
obtient  directement  Féquation  de  celle-ci  de  la  façon  suivante. 

Soient  <p|  9  92  >  ^  l^s  paramètres  angulaires  de  B,  C,  H.  Si  Ton 
exprime  que  la  droite  GH  est  perpendiculaire  sur  la  tangente  BA 
à  Tellipse,  on  a 

6*cos9i  cos  ' ^  -h  o'  sin  cpi  sin  ^ — —  =  0  ; 

ou,  en  développant, 

cos  ^  I  o'sin  Çi  sin  ~  -♦-  6'  cos  91  cos  -^ 

SB  sin  ^  I  6'cos9i  sin  -^  —  a*  sin  91  cos  ^  • 

Si  Ton  échange  9^1  et  92,  et  que  Ton  élimine  Tangle  ^  entre  ces  deux 
équations  de  condition,  on  trouve,après  avoir  divisé  par  sin^^^^^, 
la  relation 

cos9iG089i      sin  9i  sin  9s  i 

On  obtient  cos9|  cos92  et  sin9f  sin92  au  moyen  des  équations 
aux  abscisses  et  aux  ordonnées  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  i  Tellipse  par  le  point  A.  Désignant  par  x,  y  les 
coordonnées  de  celui-ci,  on  a  enfin ^  pour  le  lieu  cherché, 


/  ax  y     (  h  y_ 
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CORRESPOHDAHCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Laisant.  —  «  La  question  450  est 
ainsi  énoncée  : 

Soient  N  un  nombre  impair,  A  le  nombre  des  chiffres  de  la  pre- 
mière période  de  la  fraction  -^  ,  réduite  en  décimales.  Si  A  est 
premier,  et  si  2A  -4-  1  surpasse  y'K,  le  nombre  N  est  pretnier. 

(F.  Pboth.) 

Un  exemple  numérique  me  parait  mettre  en  défaut  la  propo- 
sition de  M.  Proth. 

On  a 

-^«  0,0062893081761  ... 

Donc 

N  =  159,    A  =  i3,    3Â-t-1=27; 

13  est  premier  y  27  surpasse  |/159;  par  conséquent ,  d'après 
rénoncéy  159  =  3.53  serait  un  nombre  premier.  » 


Extrait  d'une  lettre  du  général  Parmentier.  —  «  Dans  son 
intéressante  étude  sur  le  Planimètre  polaire  de  M.  Amsier, 
M.  Laisant  emprunte  à  M.  Peaucellier  un  tableau  comparatif  des 
résultats  auxquels  conduisent  le  planimètre  et  les  méthodes  de 
quadrature  les  plus  usitées,  dans  le  cas  de  la  recherche  de  la  sur- 
face d'un  quart  de  cercle  dont  le  rayon  est  10  (Nouvelle  Corres- 
pondance mathématique,  mars  18799  p.  74).  En  examinant  les 
chiffres  de  ce  tableau,  j  ai  été  frappé  de  ce  qu'il  indique,  pour  la 
Méthode  de  Poncelet,  perfectionnée  par  le  général  Parmentier,  une 
erreur  sensiblement  supérieure  à  celle  qui  est  relative  à  la 
méthode  de  Poncelet.  Je  crois  avoir  surabondamment  démontré 
que  ma  formule  est  un  perfectionnement  i  très-réel  et  très-eonsi- 
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dérable,  de  celle  da  général  Poncelet,  ce  que  celui-ci  a  bien  voulu 
déclarer  lui-même,  dans  le  temps;  et  Ton  peut  se  convaincre  de 
la  supériorité  des  résultats  qu'elle  donne,  par  les  tableaux  que 
j*ai  publiés  dans  le  volume  des  Comptes  rendus  de  Y  Association 
française  pour  l'avancement  des  sciences  (Congrès  de  Nantes,i  87S), 
et  que  j'ai  reproduits  dans  le  numéro  de  juin  1876  des  Nouvelles 
Amiales  de  Mathématiques.  Dans  toutes  les  applications  numé- 
riques qu'il  m'a  été  donné  de  faire,  ma  formule  conduit  à  une 
approximation  très-supérieure  à  celle  qu'a  donnée  la  formule  de 
Poncelet.  Et  j'ai  lieu  de  croire  qu'il  en  est  toujours  ainsi ,  parce 
qu'un  petit  élément  de  courbe  continue  se  rapproche  nécessaire- 
ment plus  ou  moins  d'une  parabole  passant  par  ses  extrémités  et 
par  un  point  intermédiaire  voisin  de  son  milieu,  et  que  dès  lors  le 
rapport  des  aires,  intérieure  et  extérieure,  comprises  entre  l'arc, 
la  corde  et  la  tangente  correspondante ,  est  plus  près  de  !2  que 
del. 

Il  devait  donc  y  avoir  erreur  dans  les  chiffres  du  tableau  repro- 
duit par  M.  Laisant.  Ces  chiffres  doivent,  en  effets  être  rectifiés 
comme  il  suit,  d'après  les  calculs  que  j*ai  faits  et  refaits ,  avec  le 
plus  grand  soin,  lors  de  la  production  de  mes  propres  tableaux, 
au  Congrès  de  Nantes. 

Sorbeet.  Erreurs. 

Méthode  des  cordes 77,642  0/928 

de  Thomas  Simpson 78/174  0/966 

B        des  tangentes 78/808  0/268 

>        de  Poncelet 78/221  . 0/319 

»        de  Poncelet,  perfectionnée  par  le  général 

Parmentier 78/580        0/040 

Indication  moyenne  da  planimètre 78/656        0/116 

Mesure  exacte 78/540        0/000 

On  voit  que  l'erreur  relative  à  ma  formule,  loin  d'être  de  |  plus 
considérable  que  celle  que  donne  la  formule  de  Poncelet,  est  au 
contraire  8  fois  moindre,  ce  qui  est  fort  différent!  Celte  erreur 
est  aussi  sensiblement  moindre  que  celle  à  laquelle  a  conduit  le 
planimètre;  ceci  soit  dit  en  passant,  sans  aucune  intention  d'in- 
firmer la  valeur  pratique  de  l'ingénieux  appareil  de  M.  Amsier. 

Je  pense  que  la  rectification  des  nombres  que  M.  Laisant  a 
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empruntés  à  M.  Peaucellier,  qui  lui-même  les  avait  puisés  à  d*au* 
très  sources,  et  que  d'autres  peut-être  copieront  encore  plus  d'une 
fois  sans  les  vérifier,  ne  serait  pas  tout  à  fait  oiseuse  ;  car,  bien 
qu'on  ne  puisse  aucunement  juger  de  la  valeur  d'une  méthode 
d'après  un  exemple  numérique  isolé,  l'erreur  que  j'ai  tenu  à  vous 
signaler  serait  pourtant  de  nature  à  induire  en  erreur  sur  les 
mérites  relatifs  de  ma  formule  et  de  celle  de  Poncelet,  puisqu'il 
en  résulte  que  celte  dernière  peut  conduire,  dans  certains  cas,  à 
une  plus  grande  approximation  ;  ce  que,  jusqu'à  preuve  du  con-» 
traire,  je  ne  crois  guère  probable.  » 

Éléments  du  calcul  de  la  surface  du  quart  de  cercle  de  rayon  10 
par  les  fof*niules  de  Poncelet  et  du  général  Parmentier. 


X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 


0 

1 

3 
5 
7 
9 
iO 


y  =  V^x  —  X*. 

»o  ==  .  ^   .     .     .     . 
y,  =1/19    =    4,359 

y,  =V/5Î    =  7,141 

y,  »  1/75    =  8,660 

y^  =V/9Î    =  9,539 

y,  =  1/99   =  9,950 

y,,=V/ÏÔÔ=  .     . 


0,000 


4.359 


10,000 


9,950 


14,309 


2y,  =  39,649  —  10,000 
22y,  =  79,298 

yo-*-yio=  10,000 

y,  ,4- y,  =  U,309 

(yo  -^  yw) — (yi  -^  ys)  =  —  4,309. 

A=»1. 

22yi4--  [(yo  +  y,«)  -  (y.  -4-  y.)]  «  78,221. 

(Poncelet.) 

22yi+  g  [(yo  -^  y,o)  -  (yi  +  yO]  ==  78,580. 

(Parmentier.) 
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UN  PROBLÈME  TRAITE  PAR  EULER. 


■  Une  question  fort  curieuse,  qui  a  exercé  pendant  quelque 
temps  la  sagacité  de  bien  du  inonde  m'a  engagé  à  faire  les 
recherches  suivantes,  qui  semblent  ouvrir  une  nouvelle  carrière 
dans  l'Analyse,  et  en  particulier  dans  la  doctrine  des  combinai- 
sons. Cette  question  rouloit  sur  une  assemblée  de  56  Officiers 
de  six  différens  grades  et  tirés  de  six  Régtmens  différens»  qu'il 
s'agissoit  de  ranger  dans  un  quarré,  de  manière  que  sur  chaque 
ligne  tant  horizontale  que  verticale  il  se  trouva  (sic)  six  Offi- 
ciers tant  de  différens  caractères  que  de  Régimens  différens. 
Or  après  toutes  les  peines  qu'on  s'est  donné  (sic)  pour  résoudre 
ce  Problème,  on  a  été  obligé  de  reconnoitre,  qu'un  tel  arrange- 
ment est  absolument  impossible,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  en 
donner  de  démonstration  rigoureuse  (*).  » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  46 1< 


On  donne  trois  paraboles,  P,  P',  P",  de  même  axe  et  de  même 
sommet ,  dont  les  paramétres  sont  proportionnels  aux  nombres 


{*)  Ree/terchei  sur  une  nouvelle  espèce  de  quarrés  magiques ,  par  M.  L.  Euler 
(f  54  pages  in-8<»).  La  page  qui  suit  ce  Mémoire,  notée  Bladz  240,  contient  le 
commencement  d'un  Mémoire  en  Iiollandais,  par  Gérard  Greeve.  Le  volume 
est  postérieur  à  1751.  Â  quel  recueil  académique  npparlient-il?      (E,  C.) 
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3949  245^  240.  Si,  par  un  point  quelconque  M  de  P^  on  mène  la 
tangente  à  P'\  elle  rencontre  P'  en  un  point  qui  est  le  centre  de 
gravité  du  segment  parabolique  OM.  (E.  Cbsaro.) 

L*énoncé  de  cette  question  me  parait  inexact.  Je  propose  la 
rectification  suivante  : 

On  donne  trois  paraboles  P,  P'i  P'^,  de  même  axe  et  de  même 
sommet^dont  les  paramètres  sont  proportionnels  aux  nombres  394, 
345,  340.  Sij  par  un  point  quelconque  M  de  Jf,  on  mène  la  ton* 
gente  à  P",  elle  rencontre  V  en  un  point  du  diamètre  qui  contient 
le  centre  de  gravité  du  segment  parabolique  OM  {*). 

Les  équations  des  trois  paraboles  étant 

y*  =8  294p« ,    y»—  245pa? ,    y*  «  340px , 
la  tangente  en  un  point  (x^ ,  y^)  de  F'  aura  pour  équation 

yyi— I20p«  +  Ç- 

Les  ordonnées  des  points  d*intersection  de  cette  tangente  avec 
P'  et  P  sont  les  racines  des  équations 

m  ,     yî  120   ,     yî 

que  je  puis  écrire  ainsi  : 

/7       7\  7     7 

L*ordonnée  Y,  du  point  quelconque  M  de  P,  sera  Tune  des 
racines  de  Téquation  (3). 


(•)  Une  rcclîfîcalion  nous  a  été  adressée  par  M.  Ccsaro.  Elle  paraîtra 
prochaînement.  (E.C.) 
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La  droite  OM  est  représentée  par 

294p 

el  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  segment  parabolique 
OM  sont 

"_I     -    -IL 

y— 2'    ^'^mp' 

Or,  la  racine  ^j^^,  de  Téquation  (2),  prise  comme  valeur  de  Y» 
est  bien  le  double  de  la  racine  |yi  de  Téquation  (1). 

Mais  OM  rencontre  F  en  un  point  M'  dont  les  coordonnées 
sont 

Y         Y* 

"2*      980p' 

et  qui  ne  coïncide  pas  avec  le  centre  de  gravité  du  segment  para- 
bolique, mais  se  trouve  avec  lui  sur  un  même  diamètre. 

Caurbt , 

professeur  au  Lycée  de  Saint-Brieuc. 


Question  «tOd. 


Vérifier  l'identité 


I  r.      4       i.5  4.5...(2n— 5)1     4.5.5...(2n— 1)      ,., 

2iiL        2       2.4  2.4...(2»  — 2)J         2.4.6...2n  ^' 


Si  ron  fait 


(2»  — 2). 

(BOMBLBD.) 


^  i  4.5  1.3...(2n  — 3) 


on  a  : 


(2»-l)u...  =  2nw„, 
(2«-3)M._,=.2(n-l)M..„ 


—  i72  — 
d*oÙ9  en  ajoutant  et  réduisant, 

Wo  -+-  ti|  H —  -♦-  ii,_i  =  ^nu^. 

G*est  ridentité  proposée.  (E.  Cbsaro.) 

Même  solution  par  M.  Laisant.  Notre  honorable  Collaborateur 
fait  observer  que  Ton  démontre,  aussi  simplement,  Tidentité  plus 
générale  : 


(a, -^  l)...(a„-t-l) 


^i^S^S  •••  <>i 


(2) 


Notes  du  rédacteur.^— I.  Dans  Tidentité  (1),  la  quantité  entre 
parenthèses  est  la  somme,  Sn ,  des  n  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  (i  —  l)"î.  Celte  série  est  donc  divergente. 

On  voit  que 

3    5      2n  — < 
S-  =  — .  —  •  • . • 

2   4      2n— 2 

II.  Cette  même  identité  (1)  est  comprise,  comme  cas  particu- 
lier, dans  la  formule 

m      m(m  — 1)  m(m  — 1) ...  (w  — p-»- 4) 

i  1.2  i.2...p 

(m— i)(m  —  2)...(iii — p) 
1.2...P 

donnée  par  M.  Janni  (*),  et,  antérieurement,  par  M.  Genoc- 
chi  C*). 


(*)  Nouvelle  Correspondance,  tome  i*%  p.  422  ({'•  éd.),  ou  p.  iii  (rélmp.). 
(")  Nouvelles  annales,  4860,  p.  432. 
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Question  464. 

-  Étant  données  deux  ellipses  semblables,  semblablement  placées 
et  ayant  leurs  grands  axes  ou  ieurs  petits  axes  situés  sur  une 
même  ligne  droite;  par  Vun  des  centres  de  similitude,  on  mène 
une  transversale  qui  coupe  les  deux  ellipses  en  quatre  points.  On 
mèncy  en  ces  points^  des  tangentes  aux  detuc  ellipses;  et  l'on  pro- 
pose de  démontrer  que  ces  quatre  tangentes  forment  un  parallé- 
logramme dont  Vune  des  diagonales  passe  par  un  point  fixe,  et 
dont  Vautre  coïncide  avec  une  droite  fixe,  perpendiculaire  à  Vaxe 
de  similitude.  (Escart.) 

Considérons  d*abord  deux  circonférences  ;  et,  par  leur  centre  de 
similitude  S,  me-nons  une  sécante  qui  les  coupe  en  quatre  points 
A,  B,  A'yB'.On  sait  que  les  tangentes,  en  deux  points  homologues 

A,  A',  sont  parallèles  :  il  en  est  de  même  des   tangentes  en 

B,  B'.  De  plus,  les  tangentes  en  A,  B'  se  coupent  sur  Taxe  radical 
des  deux  cercles,  et  il  en  est  de  même  des  tangentes  en  k\  B; 
ce  qui  démontre  la  seconde  partie  de  la  proposition. 

Soient  en  outre,  C,  C  les  pôles  de  la  sécante,  par  rapport  aux 
deux  circonférences  :  la  droite  CC  coupe  la  sécante  en  un  point 
S' tel  que 

S'A  _  CA AB 

Ce  dernier  rapport  étant  égal  au  rapport  de  similitude»  le  point 
S'  coïncide  avec  S;  ce  qui  démontre  la  première  partie. 

La  proposition  énoncée  par  M.  Escary  se  démontre  en  proje* 
tant  la  figure  sur  un  plan  dont  la  trace,  sur  le  plan  de  figure,  est 
parallèle  ou  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Plus  généralement,  si  Ton  fait  la  projection  conique  de  la  figure, 
sur  un  plan  quelconque,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

5t,  pat  le  point  de  conc(mrs  S  de  deux  tangentes  communes  à 
deux  coniques,  on  mène  une  sécante,  et  qu'aux  points  d'intersec- 
tion de  cette  sécante  avec  les  deux  coniques  on  leur  mène  des  tan- 
genteSf  elles  forment  un  quadrilatère  complet,  dont  une  diagonale 
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passe  par  le  point  S,  et  dont  les  demx  mslres  coïncident  avec  deux 
sécantes  communes  aux  deux  coniques.  (V.  Jamet.) 

Autre   solution   par   M.  Louis,  élève   à   l^âeole  mililaire 
(Bruxelles). 


Qnestion  40T. 

Intégrer  Inéquation  différentielle 

et  démontrer  que  rintégrak  complète  est  une  fonction  uniforme, 
lorsque  x  reste  compris  dans  l'intérieur  d*un  cercle  dont  le  rayon 
est  a.  (EscARY.) 

Pour  réduire  Téquation  proposée  à  une  forme  connue,  nous 
posons  d*abord 

ce  qui  donne,  après  une  réduction  facile, 

Puis  nous  employons  la  substilution 

x  =  a{\  —  2«); 
il  en  résulte 

'<-'>^-(î-')('--)S^-(;-)(î--)-^ 

Or,  on  sait  que  Téquation  obtenue,  qui  porte  à  Tordinaire  le 
nom  d'équation  différentielle  de  la  série  hypergéométrique,  peut 
être  intégrée  sous  trois  diverses  formes  analytiques  :  1®  par  des 
séries  hypergéoméuriques  ;  9^  par  des  intégrales  définies;  3"*  par 
des  dérivées  à  indices  quelconques  (suivant  la  définition  de 
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M.  LiouvUle).  On  obtient,  par  conséquent,  pour  Fintégrale  com- 
plète cherchée,  ces  trois  expressions  : 


I 


\a  a  a  ta   / 

<^f'-(-"-<'<-"/-^)' 


ou 


♦/     t: rrr:; 


II 


(i  —  <)"+' 


ou  enfin 


III 


• 


Dans  le  cas  de  n  entier,  la  troisième  expression  est  sans  doute 
la  plus  élégante;  car  les  dérivées  à  indices  quelconques  devenant 
alors  dérivées  de  Tordre  ti,  ou  intégrales  multiples,  on  a 


--«-I 


^C'( )     /       (iaî-+*(a?— a)  •       (x^o)- 

D  aiileur8,on  peut  observer  que  Téquation  proposée  appartient 
à  la  classe  de  celles  qui  sont  traitées  dans  les  célèbres  Mémoires 
de  Riemann  et  de  Fuchs  {AbhandU  der  KônigL  GezeUschaft  der 
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Wissenschaflen  zu  GôUingen,  t.  VII;  CrellCf  Journ.^  t.  LXVI  et 
LXVIII).  A  regard  des  équations  diffëreniielles  totales  du  second 
ordre,  il  résulte,  des  recherches  de  ces  Géomètres,  que  Fintégrale 
complète  de  inéquation 

dx*      (x— a)(a?-6)dx      («  — a)«(x— /)*^       ' 

où/î(x),^(x)  désignent  des  polynômes  entiers, du  premier  el  du 
second  degré,  respectivement,  est  uniforme  dans  l'intérieur  de 
chaque  contour  fermé  qui  ne  contient  aucun  des  deux  points 
d'embranchement  a,  6.  L'application  de  cet  énoncé,  i  Téquation 
de  M.  Escary,  démontre  que  ilntégrale  complète  est  une  fonc- 
tion uniforme,  lorsque  x  reste  compris  dans  Tintérieur  d'un 
cercle  dont  le  rayon  est  a.  A.  Radinke, 

professeur  à  Bromberg. 


QUESTION  PROPOSÉE. 


47§.  Théorème.  Si  f(n)  est  le  nombre  des  diviseurs  impairs 
den,et  que  F(n)  soit  la  somme  des  diviseurs  pairs  de  n, 
on  a,  en  supposant  f(0)  =  0 ,  F(n)  =«  n  : 

^(n)  +  ^(n-1)^/-(«-3)4./'(ii-6)  +  A(n-IO)  +  etc., 
=  F(n)  +  F(n— 4)  ^-  F(ii  —  S)  -h  F(n  —  6)  ^-  /"(n  — 10)  +  etc. 

Dans  cette  formule  1,  3,  6, 10,  etc.,  sont  les  nombres  trian- 
gulaires. Exemples  : 

n  =  U:   8-1-14-^12  +  1  ^-4=46-^. +  . -4-14-1.6, 

Il  «iS:  24-1-  8  +  4-*-13-*-6-*.0«6.-^16-^24-*-.-4-.-f.i5. 

(J.  W.  L.  Glaishbr.) 
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QUELQUES  CONSÉQUENCES 
DES  THÉORÈMES  DE  FERMAT  ET  DE  WILSON; 

par  MH.  Laisant  et  Beaiuecx. 

(Fin,  Toîr  t.  V,  p.  166.) 


IX.  p  élant  premier,  l'expression 

1  .â.5...  p 
est  entière. 

Car  le  numérateur  est  divisible  par  1.2.3 (p  —  1)  ;de 

plus»  il  renferme  aussi  le  faeteur  p^  d'après  le  théorème  de  Fer- 
mat;  donc,  etc. 

X.  p  étant  premier,  et  a  un  entier  non  divisible  par  p,  on  a 

si  h  est  impair;  et 

a^«  — (p-  i).=  jn.p, 
si  a  est  pair. 

Car  (théorème  de  Fermât)  : 

a'-*  =  JRpH-^ 

et 

(p  — i)'«tmpd:1; 

scion  que  a  est  pair  ou  impir.  Donc,  etc. 

Corollaire. — p  et  q  élant  deux  nombre»  premiers,  on  a  .- 

V.  12 
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XI.  p  étant  premier,  soit  p —  1  «s  kl  ;  on  aura  : 

1  -^N*H.  N«  +  ... +  N<'-*î*=S  =  JRp,    ...    (9) 
ou 

S=:JILp-4-i, (10) 

ou  enfin  : 

S  =  Jilp^l; (H) 

la  relation  (10)  ayant  lieu  si  N  «»  JTC  p»  et  la  relation  (1  i) ,  n 
N*— I  =  5rLp. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  on  trouve  imnoédiatenienl  les 
égalités  indiquées.  Supposons  donc  que,  ni  N,  ni  N* —  1  ne 
soient  multiples  de  p.  On  a 

8  =  ^—1  =  ^—11 
N*—  1  ~    N*—  1  " 

Or,  d'après  le  théorème  de  Fermât^  le  facteur  jn  entre  au  numéra- 
teur; et,  par  hypothèse,  il  n'entre  pas  au  dénominateur;  donc  S 
a  la  forme  a  p. 

Corollaire.  Si  N  est  racine  primitive  de  p,  on  aura  toujours 

En  faisant,  dans  cette  formule,  /=» 2,  d'où  A=&il,  il  vient 

l+N'r^^JR.p (12) 

Au  contraire,  en  faisant  k=^%  on  obtient  Fégalité 

1 +N»+ «*+...  + N'-»=ja.p (13) 

Les  relations  (12)  et  (13)  sont  des  conditions  nécessaires^  aux- 
quelles doit  satisfaire  toute  racine  primitive  N  du  nombre  pre- 
mier p. 

Enfin,  si  Asaly 


XII.  p  étant  premier,  et  a  n^étanipas  multiple  de  p,  on  a  ; 

l.2.5...(p  — !)-♦-  a^'^m^JT<yp. 

II  suffit  y  pour  obtenir  ce  résultat ,  d*ajouter  les  égalités  don- 
nées par  les  théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson. 

XIII.  Soit  p  un  nombre  premier  de  la  forme  2''  +  1  ;  écrivons 
le  tableau  euivant  : 

1. 

i.5, 

1.3.5.7, 

^3.». 7. 9. 11. 13. 15, 


Si  P  désigne  le  produit  de  tous  les  facteurs  entrant  dans  ce 
tableau,  on  aura  : 

Car  le  tliéorème  de  Wilson  nous  donne 

i.2.0...  2-=»Jll.p—  I, 
c*est-à-dire  : 

i.3.5...  (2"-i) 
X2*"'*Xl.3.5...(2-*-l) 
X2«'''xl.5.6...(2-*-1)  V       ^ 


XVXi 
X2 


ou 


2«-*x  P=JILp  — 1; 
cHi  encore  : 

2''xP— JR.p-2. 


—  ^80  — 
Or  :  2*"=  MyP-^i  (Th.  de  Fermai);  donc 

(Jltp-^1)P=31Lp-2; 

et,  par  conséquent  : 

P=-JRp-2. 

Pour  éviter  de  trop  longs  développenienls ,  nous  énoncerons 
seulement  les  conséquences  suivantes,  laissant  au  lecteur  le  soin 
d  en  chercher  la  démonstration. 

XIV.  p  étant  premier,  et  q  un  entier  inférieur  à  p,  on  aura: 

9''-*-»-i.2...(qf— 0  Xi.2...(p  — 9  — 1)  =  JILp» 
si  q  est  pair,  et 

9'  •  —  1 .2...((7  -  1)  X  1 .2...  (p -  9  -  1)  «3îLp, 
si  q  est  impair» 

XV.  p  étant  premier,  supposons  que  l'on  ait  : 

a4-6=3îtP>  a-^f  =  3Tt(p-  <); 

on  aura  : 

a«6^  =  JILp-*-i, 
si  a  et  ^  sont  pairs  ; 

51  oL  et  ^  sont  impairs. 

XVI.  p  étant  un  nombre  entier,  supérieur  à  %  et  (p(p)  repré- 
sentant le  nombre  des  entiers  premiers  avec  p  et  non  supérieurs 
à  ce  nombre,  supposons  que  : 

a-4.6  =  31tp,    «+p=0Tl[9(p)]; 

on  aura  : 

aH^^Sfrip-^-i, 

si  a  et  ^  sont  pairs, 
SI  a  et  ^  sont  impairs. 
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XVII.  p  étant  premier  et  q  un  entier  impair,  inférieur  à  p, 
stippotont  qtte  : 


on  aura  : 


si  d  est  pair  y  et 


2  2 


«t  d  est  impair. 

XVIII.  Les  mêmes  notations  étant  admises,  si  l'on  pose  : 

5  =3  -^>     a  =  —  I 
2  2 

on  aura 

S'D»*  4-  S»D»  —  2S'D''  =  2*'7*(JR/p  -♦-  i). 

XIX.  5or^^  p  un  nombre  premier, de  la  forme  iq-h\,et2iUn 
entier  quelconque,  non  divisible  par  p;  an  étant  divisé  par  p  ne 
poiuTa  donner,  quel  que  soit  a,  qu'un  des  quatre  restes  diffé- 
rents :l,   p— 1,  r,    p  —  r. 

XX.  Si  p,  nombre  premier,  appliqué  comme  diviseur  aux  puis- 
sances successives  deaetde  b  séparément, donne  lieu  à  des  périodes 
de  ^^  et  ~-  termes,  n  et  n'  étant  impairs ,  il  donnera  lieu , 
appliqué  aux  puissances  de  B  =  ab ,  à  une  pêiHode  de  £5^ 
termes,  n'  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Si  p  avait  donné,  au  contraire,  respectivement  î^—  et  ^-^ 
termes,  n'  étant  impair;  appliqué  aux  puissances  de  B,  il  cw 
eût  dotiné^^-^  ,  n"  étant  impair. 

XXI.  p  étant  un  nombre  premier,  on  aura  : 

0  —  1 

i.2.5...(p  — 3)=  JILp-h^-> 

S 
et 

1.2.  3...(p  — 4)=..m.p  -i-^-s— ' 

D 

si  p  est  de  la  forme  6n  —  1  ; 

1.2.5...(p— 4)=  JTtp-+--^^— > 
si  p  est  de  la  forme  6n-i- 1 . 
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Si  p  est  de  la  forme  Uk  -4-  r,  on  aura 

rp  —  i 


S4 


XXII.  Considérons  rea^M^'on  : 

m 

[k  et  ID  pouvant  seuls  varier] ,  où  q  est  pair;  elle  donne  plusieurs 
nombres  premiers.  Si  P  est  l'un  de  ces  nombres,  on  aura 

1 .2 ...  (P— 9  —  J) -=  JTL  P -^  *. 

Si  q  est  impair^  et  que  P'  soit  un  des  nombres  premiers  produits 
par  cette  expression ,  on  aura 

i.2...(P'— ç  — i)«jrLP  +  ik. 

XXIII.  Soit  p  un  nombre  premier,  et  soit  a  <  p  : 

i"  Sin  appartient,  par  rapport  au  module  p,  à  l'exposant  pair 
a,  p — a  appartiendra,  au  plus,  à  l'exposant  a; 

2®  Si  a  appartient,  par  rapport  au  module  p,  à  ^exposant  im- 
pair a,  p — a  appartiendra,  au  plus,  à  l'exposant  2a. 

XXIV.  p  étant  premier,  de  la  forme  4q  -»-  1  ;  5i  a  est  racine 
primitive,  p — a  sera  aussi  racine  primitive. 

XXV.  1  •  p  étant  premier ,  de  la  forme  4q  -h  3  ;  si  a  est 
racine  primitive  dep,p  —  a  appartient,  par  rapport  àp,à  l'expo- 

2*  Réciproquement,  si  a  appartient  à  l'exposant  ^-^ ,  par  rap- 
port à  p,  nombre  premier  de  la  forme  iq  -4-3,  p — a  sera  racine 
primitive  de  p  (*). 


(*}  Quelques-uns  des  théorèmes  contenus  dans  la  Note  précédente  nous 
ont  été  adressés,  comme  Questioru  proposées,  par  M.  Ernest  Cesaro,  dèi 
l'année  dernière.  (E.  G.) 
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SUR  L'AHALTSE  INDÉTERBflHÉE  BIQUADRATIQUE  0; 


par  M,  ÉDOOARD  Lucas. 


t.  Soit  à  résoudre,  en  nombres  rationnels,  Téquation  indéter- 


minée 


dans  laquelle  on  suppose,  avec  des  coefficients  rationnels, 

f{x)  =  ax*  H-  6x'  -I-  ex'  -»-  rfx  -♦-  e. 

Désignons  par  (fp  (x)  et  cf^j  (x)  des  polynômes  en  x,  de  degrés 
p  et  (/>+2),  dont  les  coefficients  sont  indéterminés,  mats  ration- 
nels, et  supposons  le  coefficient  de  xP,  dans  (fp  (x),  égal  à  1.  Si 
l'on  fait 

y='-^'-  ■  ■ (2) 

on  voit  immédiatement,  par  l'élimination  de  ;/  entre  les  équations 
(l)et  (2),  qui  conduit  à 

[?p^.wT  ==  rw  [9p  w]' (3) 

que  le  système  des  équations  (1)  et  (2)  admet,  en  général , 
(2p  +  4)  valeurs  de  x,  à  chacune  desquelles  correspond,  d'après 
(2),  une  seule  valeur  de  y. 

Supposons  que  Ton  connaisse  (2p  +3)  solutions  rationnelles 
de  réquation  (1),  et  déterminons  les  coefficients  de  réquation(2), 
de  telle  sorte  que  celle-ci  soit  vériGée  par  les  (27>  +  3)  systèmes 


(*)  Voir  les  Atti  dell'/^ccademia  ponti/icia  dc'Nuovi  Hncei  (février  1877). 
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de  valeurs  de  a; et  de  y;  les  coefficients  obtenus  seront  tous  ration- 
nels; par  suite,  Téqualion  (3)  donnera  une  valeur  rationiiellc 
de  X,  et  réquation  (2),  une  valeur  rationnelle  pour  y.  Donc 
on  obtiendra  ainsi  une  nouvelle  solution,  en  nombres  rationnels, 
de  l'équation  (1).  On  doit  observer  que  le  signe  de  y  resie  indé- 
terminé; mais  on  ne  peut  déterminer  les  coefficients  de  Féqua- 
tion  (2)  en  prenant,  en  même  temps,  parmi  les  (2/9  -+-3)  solutions 
primitives,  deux  solutions  qui  diffèrent,  seulement,  par  le  signe 
de  y. 

De  plus,  on  pourra  supposer  que  plusieurs  des  solutions  pri- 
mitives: X4,  X2,  X3,...  xsp^-s,  deviennent  égales  entre  elles.  Mais 
alors,  on  remplacera  le  système  des  équations 

pour  1=1,  2, 3, ...,  (2/) -4-  3),  par  un  système  formé  de  la  pre- 
mière de  ces  équations  et  de  ses  (2jo  +  2)  dérivées ,  prises  par 
rapport  à  x. 

%.  En  supposant  p=0,  et  X|,  x^,  X3  inégaux,  on  déterminera 
les  coefficients  /,  tu,  n,  de  9^  (x),  par  les  équations  : 

/  -+-  tnxi  -¥■  nx\  =  =b  j/i, 

/  -4-  inxt  -4-  nx\  ^ssdbyfA (4) 

l  H-  mXi  -H  nx*  =  d:  y,; 

et  Ton  obtiendra  la  nouvelle  valeur 

2wn  —  b 

X  = 5 (x,  +  Xs  +  Xj). 

a  —  vr 

Si  Ton  suppose,  plus  particulièrement  X(=X3,  la  troisième 
équation  du  système  (4)  est  remplacée  par 

m  -4-  2yixi  =     '  ^      ' (5) 
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Enfln»  SI  X|  «sors»» 0:3,  la  seconde  équRtion  du  système  (4) 
devient  , 

w  = ^         — =*- (o) 

Par  conséquent,  d'une  première  solution  de  Téquation  (i),  on 
déduira,  par  ce  procédé,  une  série  indéûnie  de  solutions  nou- 
velles. On  a  d  ailleurs  une  première  solution  de  Téquation  (.1), 
lorsque  le  dernier  coefficient  e  est  un  carré  parfait,  (alors  Xf=0, 
j^i  =sdb|/e),  ou  lorsque  le  premier  coefficient  a  est  un  carré 
parfait:  dans  ee  dernier  cas,  on  change  x  en  |  dans  Téquation  (1), 
et  Ton  se  trouve  ramené  au  cas  précédent. 

On  obtient  encore  une  solution  immédiate  de  Téquation  pro- 
posée, lorsque  le  polynôme  f(x)  est  le  produit  de  deux  (acteurs 
rationnels,  de  degrés  inégaux,  c*est-à-dire,  lorsque  Téquation 
f(x)=sO  admet  une  racine  commensurable  x.»a;  on  remplace 
alors  réquation  (2)  par  celle-ci  : 

Enfin,  lorsque  le  polynôme  f(x)  est  le  produit  de  deux  facteurs 
fi(jx),  ^(x)  du  second  degré,  à  coefficients  commensurables,  on 
remplace  Féquation  (2)  par 

et  Ton  applique  la  méthode  à  (^p  -h  l)  solutions  de  la  pro- 
posée. 

^.  On  trouve,  en  particulier^  Tapplication  de  la  formule  (7), 
dans  la  recherche  de  nouvelles  solutions  de  ces  problèmes  de 
VA  riihmélique  de  Diophante  : 

Problème  I.  —  Trouver  trois  carrés  tels  y  que  leur  produit^ 
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diminué  d'un  quelconque  des  trois,  donne  pour  reste  un  carri 
(Arithmétique  de  Diophante,  Liv.  V^  n"*  XXV). 

Fermât  a  ramené  ce  problème  au  suivant  : 

Problème  II.  —  Trouver  detix  triangles  rectangles ^  en  nombres^ 
tels  que  le  produit  de  l'hypoténuse  et  de  la  hauteur  de  /'un,  soit  au 
produit  de  Vhypoténuse  par  la  hauteur  de  Vautre^  dans  un  rapport 
donné  a.  (Précis  des  oeuvres  de  Fermât,  par  Brassinne,  pp.  106, 
Ï07  et  108.) 

On  est  en  effet  conduit,  comme  Ta  montré  Fermât,  à  la  réso- 
lution de  réquation 

y«  «=  (x  -  a)  (a  —  X»). 

Problème  111.  —  Trouver  un  triangle  rectangle  tel^que  si  l'on 
ajoute  un  nombre  donné  au  nombre  qui  représente  son  aire^  la 
somme  fasse  un  carre  (Diophantb,  Livre  LXV,  n*  III,  Brassinhe, 
p.  114). 

Fermât  est  conduit  è  la  résolution  de  Péquation 

y»  =  X*  -h  5x'  -*-  lOx  ■+-  4, 
ou  bien 

y«  =«  (x  ^-  i)(x»--  x'  -4-  6x  +  4). 

Problème  IV.  —  Trouver  un  triangle  rectangle  tel^  que  son 
aire^  augmentée  de  Vhypoténuse  et  d'un  côté  de  l'angle  droite  fasse 
un  nombre  donné.  (Diophante,  Livre  VI,  n®  X,  Brassini^e, 
page  117.) 

Fermât  considère  alors  Téquation 

y«a=(x  4- 1)  (x»  -^  11  x'  4-  7x  ^  1). 


CEHTRE  DE  GRAVITÉ 
DD  PÉRIMÈTRE  DTH  QUADRILATÈRE  QUELCONQUE) 

par  H.  Geobgu  Dostor. 


Le  centre  de  gravité  de  la  surfece  d'un  quadrilatère  quelconque 
a  été  délcrminé  par  Poncelet,  au  moyen  d'une  conatruciion  aussi 
simple  qu'élégante.  Celui  du  périmètre  d'un  quadrilatère  peut  se 
trouver  avec  non  moins  de  facilité. 

Soient 


les  quatre  Gâtés  consécutifs  d'i 


n  quadrilatère  EFGH  ;  A,  B,  C,  D 
les  milieux  de  ces  c6(é$.  Il 
suffit,  pour  avoir  le  centre 
de  gravité  dii  pêrimèire, 
de  chercher  le  point  d'ap- 
plication de  la  résutiante 
de  qualrc  forces  parallèles, 
,  de  même  sens,  appliquées 
en  A,  B,  C,  D,  et  propor- 
lîonncllos  aux  côtés  res- 
pectifs a,  b,  c,  d. 

Menons  la  bissectrice  FF'  de  l'angle  AFB,  qui  rencontre  la 
droite  AB  en  F;  prenons  Af=BF'. 
Comme  nous  avons 

Bf      AF'       AF      a 

f  sera  le  point  d'application  de  la  résullanle  des  forces  a  ei  b, 
appliquées  en  A  et  B. 


1 
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On  ferait  voir,  de  même,  que  si  Ton  trace  la  bissectrice  HH'de 
Tangle  CHD,  laquelle  rencontre  CD  en  H',  et  que  Ton  prenne 
CA=DH\  le  point  h  sera  le  point  d'application  de  la  résultante 
des  forces  c  et  d,  appliquées  en  C  et  D. 

Il  s'ensuit  que  le  centre  de  gravité  du  périmètre  de  notre  qua- 
drilatère appartient  à  la  droite  /A. 

Menons  de  même  la  bissectrice  GG'  de  Tonglc  BGG,  laquelle 
rencontre  BG  en  G',  et  prenons  B;  =sCG';  tirons  la  bissectrice 
EE'  de  Tangle  DEA,  laquelle  rencontre  DA  en  E';  puis,  pre- 
nons Aes=DE'.  Le  centre  de  gravité  de  notre  périmètre  sera 
aussi  situé  sur  la  droite  ge. 

Donc  le  centre  de  gravité  du  périmètre  du  quadrilatère  EFGH 
se  trouve  à  Pintersection  0  des  droites  eg,  fh. 


EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


TRANSFORMATION  DES  FORMES  LINÉAIRES,  DES  NOMBRES  PREMIERE, 

EN  FORMES  QUADRATIQUES; 

par  M.  G  OLTiAVi» ,  professeur  à  rUnÎTersité  de  Genève.  ' 


Comme  Pindique  son  titre,  ce  Mémoire  a  pour  objet  la  trans- 
formation de  la  forme  linéaire  gacm  h-  (3,  d'un  nombre  premier  ^, 
en  une  forme  quadratique  binaire  x*-i-ay*.  Ce  problème  a 
occupé  fort  peu  d'Analystes,  et  les  seuls  résultats  intéressants, 
obtenus  jusqu'à  présent,  sont  dus  à  Gauss,  Jacobi  et  Libri. 

M.  G.  Oltramare  vient  d'y  ajouter  une  importante  contriba- 


tîon.  Le  problème  se  ramène  h  une  congruenee,  dont  Tintégra- 
tien  exige  la  connaissance  des  propriétés  d'une  fonction  transcen* 
dante,  qui  parait  devoir  faciliter  les  recherches  sur  la  théorie  des 
nombres.  Cette  fonction  est  désignée  par  (p(m);  elle  a  pour  expres- 
sion 


9(w)  = 


1 .2  ...m 


e  cst-à-dîre  ,    le  cooilicient  de  t;""  dans  le  développement  de 

Elle  est  susceptible  de  prendre  une  multitude  de  formes,  dont 
Fauteur  ne  signale  que  quatre  principales  : 

C'est-à-dire^  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  développe- 
ment du  binôme  (a  +  b)m  ; 

,    .     /     .V    (  .       /2'"V      /2f«(2m  — i)\«  ) 

m      m{m  -♦- 1 )  fn{m  -*- 1  ) ...  (2m  -^  i) 

^^    '  I  i.2  1.2...m 


(*)  D'apr&s  la  définition  ci-dessus, 

r(2m-+-l)  2  2 


f(m)^ 


[r  (m  -♦-  I  )]•       mB(m,m)      mr  *  (^_  ^ij.»  i^ 


De  plus,  la  fraction  t^j^)  est  développable  en  jérle  convergente  {Mélanges 
maihémaiiques,  p.  155);  elc.  (E.  G.) 
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La  fonction  f  (m)  jouit  de  diverses  propriétés,  qui  peuvent  être 
résumées  ainsi  qu'il  suit  : 

,      ^  (4m-»-i)(îm  +  3)...[2(m  +  ii)  — i]    ,^ 
^^  '  (m  +  i)  (m -H  2) ...  (m -♦- II)         ^     ' 

9(— P)_w(p(m) 
(p(— m)       pç(p)* 

9(2m)™(— l)-2'"ç(w)    .    .     .    (mod.fi —6111 4-4), 

ç(2m)™(— l)-2*^*ç(m).    .    .    (njod.f*«6m  — 1). 

Ce  qu'il  importe  de  connaître,  c'est  moins  la  valeur  de  f  (m) 
que  celle  de  la  quantité  à  laquelle  elle  est  congrue  suivant  un 
module  donné,  égal  à  un  nombre  premier  fx,  ou  à  une  puissance 
(jl'  de  ce  nombre.  Il  faut  donc  chercher  les  formules  de  réduction 
qui  permettent  de  calculer  ces  valeurs,  en  faisant  dépendre  leur 
détermination  de  celle  d'une  fonction  de  même  forme,  dans 
laquelle  la  variable  a  une  valeur  moindre.  Ce  problème  est  traité 
dans  les  paragraphes  suivants,  et  lauteur  arrive  à  une  solution 
de  l'équation 

La  fontion  0(m),  qui  doit  donner  la  valeur  de  x,  soit 

x^d=o(m),        (mod.  ft) 
dépend  de  la  congï^uence 


e  f  ^  ^    m]  a6  (m)",        (mod.  p) 


dont  la  solution  est 

e{m)  B  A-ç(m)<^ç(2m)^ ...  ff{amf  ;    (mod.  ft) 

ett  par  suite  : 

I 

z 

A  désignant  une  fonction  algébrique  de  m;  G^ ,  Cj^ ...  Ca  ,  des 
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constantes  dont  les  valeurs  peuvent  être  considérées  comme  infé- 
rieures  à  fx — 1  ;  et  a  un  nombre  égal  ou  inférieur  à^^^^ 
La  détermination  des  constantes  ne  peut  se  faire  qu'en  appli* 
quant  la  formule  précédente  à  des  nombres  premiers  particuliers. 
Ces  applications  portent  sur  les  formes  linéaires  et  quadratiques 
indiquées  dans  le  tableau  suivant  : 


/«  sa  8m  +  I , 
fi  =  8m  -♦-  3, 
fA  »  6m  +  i , 
^«=24m  -♦-  4, 
fi  =  24m  -*-  7, 
2p  =  2(24m  +  5), 
2A««=2(24m4-ii)» 
/«  =  20m-i-  1, 
f*  =  20m  -♦-  9, 
2p  =  2  (20m  -*-  3), 
2f*  -=  2  (20m  H-  7), 
^=3  i4m+  i, 

fi=3  30m-*- 1, 


Forme  ^ii»di«l(qae 
eMTMpoDdanU. 


X»  -^  2y*, 

id., 
id.f 
id.y 


?al€Qr  de  s  raiTtat  le  modale  fi 
liiMiil  dau  la  première  cetonao. 


X^ 


X«  = 


X^ 


x^^'sd: 


x"s 


X' 


x's 


x^àz"! 


x^db 


d=J(p(m). 

tU 

2*"(p(m). 

2*  '<p(m). 

2*""*(p(m). 

db  4(p(m)ç(5m  -i-  I). 

trf. 

db  2*^9(m). 

[4  V{fn)f' 
d=  2*^<p(m)^ 

±:  2*"(p(m)ç(3m). 

=b  2*"(p(m)9(3m  -4-  !)• 

9  (2m)  f  (3m) 
■  • 

<p(m) 
_,  <p(2m)(p(5in)  _ 


(p(m) 


Le  Mémoire  se  termine  par  une  démonstration  simple  des 
théorèmes  de  Legendre  qui  établissent  les  formes  linéaires  répon- 
dant à  une  forme  binaire  donnée. 

L  auteur  a  du  éviter  de  donner  plus  d'extension  à  son  travail. 
Ce  Mémoire  est,  en  effet,  basé  sur  des  calculs  fort  longs,  et  il  a 
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làllu  construire,  pour  chaque  nombre  premier,  des  tables  qui 
Tonl  connaitre  les  valeurs  de  f  (m). 

■  Depuis  ta  publication  de  son  Mémoire,  M.  G.  Olthahahe  est 
arrivé,  pour  la  détermination  des  constantes,  è  quelques  résullats 
nouveaux,  qui  pourront  en  faciliter  le  calcul  ei  permettre  de  pous- 
ser plus  avant  les  applications. 

La  plupart  des  Mémoires  mathématiques  débutent  par  un 
exposé  historique  des  travaux  analogues  ;  celui  de  M.  G.  Oltrv 
MARB  ne  renferme  pas  de  rrnseignements  sur  cette  question  ;  mais, 
à  notre  demande,  l'auteur  s'est  empressé  de  combler  cette  petite 
lacune,  et  de  nous  adresser  les  notes  suivantes,  qu'on  ne  lira  pas 
sans  intérêt  : 


Je  n'ai  trouvé  que  deux  pas^gcs  qui  se  rapportent  directe- 
ment au  sujet  de  mon  travail. 

Ces  passages  sont  contenus  dans  un  Mémoire  deiAcnei,  sur 
les  résidus  cubiques  (Jouiti.  de  Crelle,  t.  Il,  p.  6G). 

1°  M.  Gacss  (Gôtling.  Gel.  Ànz.)  a  annon:'é  le  remarquable 
théorème  suJvont  : 

■  Si  fi  ett  un  *w>mbre  premier,  de  la  forme  4m  +  1 ,  ce  nombre 
peuf  se  décomposer  en  deux  carréa  x*  ■+■  y^  ;  en  désignant  par  x* 
le  carré  impair,  nom  aurons  ±x  pour  le  reste  le  plus  petit  de 
l'expreition 

i  (m■*■^) ...  im 

â    rjZm    ' 

divisée  par  fi.  • 

ie  n'ai  pas  connaissance  que  la  démonstration  de  cette  solu- 
tion, qui  est  celle  que  j'ai  donnée  dans  mon  Mémoire,  ait  été  pro- 
duite nulle  part.  J&cobi  ajoute  : 

■  En  cherchant  i  démontrer  ce  théorème,  je  suis  tombé  sur 
une  source  très-abondante,  et  j'ai  reconnu  l'cxacliiude  des  soî- 
vanis,  qui  lui  sont  semblables. 

>  TaiOBiUB.  5i  (X  etl  un  nombre  premier,  de  la  forme  6m  -t- 1 , 
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et  si  l'on  pose,  ce  dont  on  ne  saurait  douter, 

4f*  =  x*  -+-  27^, 

X  sera  le  plus  petit  reste  de  Veocpression 

(2fn  +  4)...  4m 

i.2...2tw 
divisée  par  jx,  » 

Ce  théorème ,  dont  la  première  partie  seulement  a  été  démon- 
trée par  Gacss  {Disq,  arith,,  p.  358)  au  moyen  d'une  méthode 
assez  compliquée,  a  été  complètement  résolu  par  Libri,  dans  son 
Mémoire  sur  les  intégrales  définies  aux  différences  finies  (pré- 
senté à  FÂcadémie  des  sciences  le  8  juillet  1833);  il  n*a  trait 
qu'indirectement  à  Tobjet  de  mon  Mémoire. 

Il  n'en  est  pas  de  même  du  second  théorème,  énoncé  par 
Jacobi,  qui  se  rapporte  à  la  décomposition  d'un  nombre  premier 
fjL  =  14m  +  1,  en  la  forme  quadratique  x^  -h  7y^.  Il  est  ainsi 
conçu  : 

Théorème.  Si  ^i  est  un  nombre  premier,  de  la  forme  14m  +  1, 
et  que  l'on  pose,  ce  qui  est  toujours  permis, 

^  =  x'  4-  7y\ 

X  sera  le  plus  petit  reste  de  l'expression 

1  (4m  -♦-  1)...  6m 

2  1.2. ..2m 

divisée  par  fi,  reste  qui,  diviséparl,  donne  également  1  pour  reste,  » 

Aucune  démonstration  ne  vient  à  Pappui  de  cet  énoncé. 
Nous  avons  donné  (§  29)  la  solution  de  cette  question,  et 
nous  avons  obtenu,  pour  déterminer  x,  la  congruence 

V.  13 


Celle  solution  n'est  pns,  pour  la  forme,  la  mime  que  celle 
de  Jacobi  ;  mais,  en  y  remplaçant  (f{m),  (p(2ffl}  et  <p(5m)  par  leurs 
valeurs,  il  suffira,  pour  identiCer  tes  résultats,  de  reconnaître  que 
l'on  a  la  congruence 


[(m  -+-  I) ...  2m- 
(5m -t- 1)...  4»!. 


:i- 


±  l.(mod.{i  =  14ni-t-1) 


Nous  avons  encore  trouvé,  dans  le  Mémoire  de  Libri  ,  cité 
plus  haut,  que  l'on  doit  à  Gauss  le  théorème  suivant  : 

€  Thëorëhb.   Lorsque  fi=3  8m  +  l  est  un  nombre  premier, 
l'équttlion 

^  ==  X*  -4-  1 6^*, 

n'a  qu'une  seule  solution  entière  et  positive,  » 

LiBBi  démontre  que  l'on  aura  toujours,  dans  ce  cas. 


â    ^.i.■5...'■2m 


(mod.(«e=8nn-l). 


Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui  que  qous  avons 
cité  en  premier  lieu. 


Le  travail  de  M.  G.  Oltrahare  est  extrait  des  Mémoires  de 
l'Institut  nalionul  genevois.  La  nouveauté  et  la  formt;  remar- 
quable des  résultais  qu'il  renferme  le  recommandent  à  l'attention 
des  analystes  (*).  (H.  Brocard.) 


(')  L'Auteur  a  présenté  son  travail,  à  l'Académie  des  Sciences,  le  11  n 
verabre  1878. 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M,  L.  Lévy^  professeur  au  Lycée  de 
Rennes.  —  «  Voici  deux  objeclions  qu'un  de  mes  amis,  Monsieur 
le  sous-intondant  L.,  m'a  présentées  eontre  votre  système  de 
loierie  (*).  Je  raisonne  sur  100  numéros  et  9  lois. 

1®  Vous  n'aurez  que  100  combinaisons  différentes. 

2"*  En  prenant  les  numéros  9,  18,  27,  etc.,  on  serait  sûr  de 
gagner. 

Je  \ous  transmets  ces  deux  objections,  qui  me  semblent  irré- 
futables... » 

Réponse  :  «  I.  Il  y  a,  en  effet,  seulement  cent  manières  de  tirer 
un  numéro,  d'une  urne  qui  en  contient  cent;  et,  en  consé- 
quence, la  probabilité  de  la  sortie  du  numéro  37,  par  exemple, 
est  ^.  Mais, si  l'on  lirait  neuf  numéros,  la  probabilité  delà  sortie 
de  37,  à  un  rang  désigné,  serait  encore  j^.  Sous  ce  rapport,  le 
nouveau  système  équivaut  donc  à  l'ancien.  Ainsi,  passons. 

II.  La  seconde  objection  semble,  d'abord,  plus  irréfutable  que 
la  pri*mièi*e.  Essayons  de  la  réduire  à  sa  juste  valeur. 

Il  est  bien  vrai  que,  si  un  joueur  A  possédait  les  numéros 

9,    18,     27,    ...     99    et    lOOf*), 

il  serait  sûr  de  gagner  au  moins  une  fois.  Mais  : 

1'  Il  est  toujours  sous-entendu  que  les  billets,  comme  les 


(•)  N.  C.  M.,  mars  1879. 

(**)  Ce  dernier  nombre,  oublié  par  M.  L.,  doit  être  lyoaté  à  la  liste  :  il 
répond  au  cas  où  le  numéro  sortant  serait  8. 
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cartes  d'un  jeu,  sont  délivrés  au  hasard  :  se  figure-t-on  cent 
joueurs  rassemblés,  cl  réclamanl,  chacun,  les  numéros  9, 18,...? 
Dans  la  réalité,  les  choses  se  possenl  ainsi  :  à  mesure  que  les 
billets  sont  imprimés,  on  les  répartit  chez  les  dépositaires,  d'où 
ils  parviennent  aux  acheteurs.  Comment  s'y  serait  pris  H.  le 
sous-intendant  L.  pour  acquérir,  même  en  les  payant  fort  cher, 
les  numéros 

70000,  UOOOO,  310  000,  ...  11970OOOT 

2'  La  spéculation  tentée  par  le  joueur  A  pourrait  être  peu 
liicraiive.  Car  si  le  fonds  de  la  loterie  est  de  100  Tranes,  et  que 
chaque  lot  ait  une  valeur  de  H  francs  en  moyenne  (*),  A  aurait 
dépensé  13  francs  pour  n'en  gagner,  peut-être,  que  It. 

3°  En  poussant,  à  ses  dernières  limites,  le  système  indiqué 
par  M.  L.,  on  arrive  à  cette  conclusion,  bien  évidente  :  pour  être 
iûr  de  gagner,  prenez  loua  lés  billets.  Dans  la  loterie  de  l'Expo- 
sition, l'accapareur  aurait  dépensé  douze  millions  pour  en  gagner 
huit.  ■ 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Radicke,  professeur  à  Bromberg. — 
■  Quant  à  la  Question  471,  proposée  par  M.  Lucas,  j'oserais 
croire  qu'il  y  a  une  erreur;  car  le  premier  membre  de  l'équa* 
tion 

(B*l)(B*S)...(B  +  n)-ii^ 

ne  contient,  après  le  développement,  que  des  termes  posiitfs,  dont 
le  dernier  est  supérieur  au  second  membre...  ■ 

Note  du  Rédacteur.  Jusqu'à  présent,  it  y  a  nu  moins  trois 
délinidons  des  coefficients  appelés  Nombres  de  Bemoulli;  et, 


(')  Il  resterait  leuleroent  1  franc  pour  les  frais  d'admiaistratioD  1 
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par  conséquenr,  au  moins  trois  manières,  parfois  contradictoires, 
d'écrire  ces  coeiBeients. 

V  D'après  Lacroix  (*),  le  (p — !)•  nombre  de  Bernoulli  est 
le  coefficient  de  n,  dans  le  développement  de  Sp,  ordonné  suivant 
les  puissances  de  n.  Dès  lors,  82^=0,  puis 

6  50  42  30 

2*  Divers  Géomètres  (**)  supposent 

=  i  —  -  -I-  — ^  X» —  X*  -*-...  =fc ' —  aj*»  d=  . . . . 


e*— I  2       1.2         1.2.3.4  1.2... 2» 

et  appellent  Nombres  de  Bernoulli  les  coefficients,  essentiellement 
positifs,  B|,  B),...  Bn,  •••  Dans  ce  sysièmci  qui  parait  être  adopté 
par  notre  honorable  Correspondant  : 

111  1  5 

^'  =  6'    ^  =  30'    ^-*  =  ii'    ^*  =  3Ô'    ^'"^66'    '• 

3°  Enfin  M.  Edouard  Lucas,  partant  de  Végalité  symbolique 
pa;f^=(B  H-  X  -H  1)'—  (B  +  «)'(*"), 

dans  laquelle  les  exposants  de  B  doivent  être  remplacés  par  des 
indices;  M.  Lucas  disons-nous,  appelle  Nombres  de  Bernoulli 
les  quantités  Bg,  B|,B2,...  qui  entrent  dans  Téquation  précé- 
dente. Supposant  B()=3l,  il  trouve 

1  1  1 

2  6  30  ^ 


{*)  Calcul  intégral,  1. 111,  p.  84. 

(*')*  Bertrand,  Calcul  di/féreniiel,  p.  306;  Serret,  Notes  sur  Lacroix, 
p.  354;  etc. 

(••*)  N.C.M.,  t,  II,  p.  330. 


On  voit  que,  sous  lo  rapport  des  noialions,  l'anarchie  est  eom- 
pléie  (*).  Quoi  qu'il  en  soit,  l'équalion  citée  par  M. Radicke donne, 
successivemeni 


ce  qui  est  exact. 
Remarocr.  Celle  équation  étant  écrite  ainsi  : 


peut  servir  it  trouver  la  somme  des  produits,  p  à  p,des  n  pre- 
miers nombres  entiers  (").  ■ 


Extrait  d'une  lettre  du  prince  B.  Boncompagut.  —  ■  ...  Je 
prends  la  libcrié  de  vous  faire  remarquer  :  1°  que  les  deux  solu- 
tions mentionnées  dans  ce  passage  ("*)  ne  se  trouvent  pas  dans 
le  cahier  de  novembre  1878  du  Bulletlino,  mais  dans  le  cahier 
d'août  1878  de  ce  recueil;  qu'une  de  ces  deux  s^oluiions  est  due 
ih  H.  Siacci, ..,  ■ 


(')  Quand  notre  saTanl  Collabortteur  publia  son  remarquable  travail, 
nous  lui  conseillimes  de  remplacer  B  par  L,  ou  par  toute  autre  lettre. 

(")  Question  traitée  par  H.  H.  Liuient  (Nouvelle*  Jnnalei,  t87!t, 
p.  39H)  et  par  M.  Le  Puce  (Annalei  de  la  Soeiéli  teienti/ique  de  Bntxelle*, 
1. 1,  p.  43). 

(•••)  iV.  C.  M.,  owil  187»,  p.  144, 


—  i99  — 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Catalan  à  M.  Lucas,  —  «  A  la  liste 
des  auteurs  qui  se  sont  occupés  de  la  série  de  Lamé,.,,  avant 

» 

Lamé,  on  doit  joindre  Emile  Léger,  connu  par  une  élégante  solu- 
tion du  problème  des  polygones  réguliers  isopérimètres  (*). 
Dans  la  Correspondance  mathématique  et  physique  de  Quête- 
lot  (**)  (lome  IX,  p.  483),  on  lit  : 

«  1®  Le  rapport  des  deux  segments  d*une  droite  divisée  en 
moyenne  et  extrême  est  exprimé  par  la  fraction  continue  indé- 
finie : 

[A] I-i— L 


i 

i  -4- 


i  ■+•  etc. 


2^  La  limite  de  la  somme  des  restes  obtenus  dans  la  recherche 
de  la  commune  mesure  de  ces  segments,  est  égale  au  plus  grand 
segment  lui-même. 

La  fraction  continue  [A]  conduit  à  la  solution  d'un  problème 
curieux  :  Dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  donnés,  quel  est  le  plus  grand  nombre  d'opérations 
qu'on  puisse  avoir  à  faire? 

Les  réduites  de  la  fraction  [A] 

1     2    5     5    8    i5    21     3i    55    89 

—         — »      —1       -"I      —1        >      I       — » »       — aCtCt 

i     i     2     3     5     8      13     21     34    55 

sont  les  fractions  qui  conduisent  au  plus  grand  nombre  d'opéra- 
tions... » 

Vous  voyez  que,  si  Léger  a  été  précédé  par  Robert  Simson, 
Lamé  a  été  précédé  par  Léger.  Cela  fait-il  compensation? 

Encore  une  remarque.  Vous  connaissez,  de  longue  date,  mon 


{*)  Nouvellei  Annales  de  Mathématiques,  t.  V,  p.  204'.  A  la  suite  de  la 
note  (posthume)  donnant  cette  construction,  se  trouve  un  article  biogra- 
phique sur  rhonorable  auteur,  rédigé  par  Terqucm. 

(**)  Ancien  condisciple  de  Léger,  au  Lycée  de  Bruxelles. 


opinion  sur  le  problème  résolu  par  ces  deux  Géomètres.  La 
Noie  de  mon  illuslre  maitre  (*)  n'est  pas  faite  pour  modifier  ce 
que  je  vous  écrivais  jadis.  Elle  se  termine  ainsi  : 

■  Soient  pris,  pour  exemple,  les  deux  nombres  1597  et  897 
[16°  et  Itf*  termes  de  la  série  ())].  La  recherche  de  leur  plus 
grand  commun  diviseur  se  composera  de  14  divisions.  La  limite 
assignée  par  le  théorème  actuel  est  1S.  La  limite  adoptée  dans 
les  traités  d'Arithmétique  {'*)  serait  493  !  » 

Comment  Lamé  n'a-l-il  pas  vu  que,  610  étant  le  premier 
reste,  on  peut  supprimer  10,  et  que,  61  étant  un  nombre  pre- 
mier, deux  divisions  suffisent?  En  résumé,  et  sauf  le  cas  où  l'on  se 
propose  de  réduire  ^  en  fraction  continue,  tous  les  ihéorèma 
relatifs  au  nombre  des  opérations  nécessaires  pour  trouver  le  pUts 
grand  contnitin  diviseur  entre  A  et  B,  sont  des  ihéorèmet  insi- 
gnifiants et  inutiles.  ■ 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Catalan  à  M.  Jamet.  —  >,..  Quand 
j'ai  reçu  voire  Note  sur  la  Géométrie  de  la  sphère  (*"),  je  me 
suis  dit:  ■  ces  théorèmes  sont  connus,  et  je  les  ai  vus  quelque 
part.  I  Mais  où?  Là  était  la  question.  Avant  de  me  livrer  i 
des  recherches,  plus  ou  moins  historiques,  j'ai  donc  laissé 
passer  vos  théorèmes,  jugeant  qu'ils  seraient  nouveaux  pour  quel- 
ques-uns de  nos  lecteurs.  Aujourd'hui,  je  puis  vous  donner  les 
renseignenienls  suivants  : 

i"  Les  deux  théorèmes  de  la  page  152  sont  cités  par  Ter- 
quem  (iv).  Après  les  avoir  énoncés,  le  savant  Rédacteur  ajoutait 
celle  observation  : 

■  Ces  deux  théorèmes  fondamentaux,  très-connus,  se  démon- 


(*)  Complet  nndtu,  t  XIX,  p.  869. 

(")  Ces  traitiê,  qutU  sodI-îIs!  (.1  Ihatie,  acte  II,  > 

(— )  ff.  C.  *.,  t.V,p.  iSl. 

(lï)  A^.^.,  t.V,p.  17.  ~  1846. 
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»  trent  comme  les  théorèmes  analogues  pour  le  triangle  recti- 
»  ligne,  en  substituant  aux  segments  rectilignes,  les  sinus  des 
>  segments  circulaires.  Le  premier  est  dans  TAImageste  de 
»  Ptolémée.  » 

2*  Si  vous  ouvrez  Y  Aperçu  historique,  vous  pourrez  y  lire,  à 
la  page  26  (seconde  édition)  : 

«  La  plus  importante  proposition  des  sphériques  de  Ménélaûs 
»  est  la  première  du  3*"  livre,  qui  fut  la  base  de  toute  la  Trigono- 
»  métrie  sphérique  des  Grecs.  C'est  une  propriété  des  six  seg- 
a  ments  faits,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique,  par  un 
»  arc  de  grand  cercle  quelconque.  Ce  théorème  fut  aussi  en 
»   grande  considération  chez  les  Arabes...  » 

3^  Les  deux  théorèmes  fondamentaux  se  trouvent,  non-seule- 
ment dans  les  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  du 
R.  P.  Lecointe  (p.  242),  mais  encore  dans  la  Trigonométrie  de 
M.  Gambier^  professeur  à  TAthénée  de  Mons. 

4*  Etc. 

Vous  le  voyez  :  vos  théorèmes  sont  fort  âgés;  et,  comme  le 
disait  Salomon  :  il  n*ij  a  rien  de  nouveau  sous  le  soleil.  » 


REMARQUES  SUR  CERTAINES  QUESTIONS  PROPOSÉES; 


par  UN  Abonké. 


Si  plusieurs  des  énoncés  proposés  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance  mathématique  n*ont,  jusqu'à  présent,  été  suivis  d*aucune 
solution,  cela  doit  tenir,  parfois,  à  la  difficulté  de  comprendre 
entièrement  les  conditions  du  problème.  Peut-être  ne  sera-t-il 
pas  inutile  d'en  faire  une  revue  rapide,  afin  de  provoquer  les 
éclaircissements  nécessaires. 


—  toi  — 

Toie  I.  —  Queiliont  8  cl  9.  Trouver  les  axe»  d'une  conique 
ttufrite  {ou  drcmucrile)  à  un  triangle  fixe  et  ayimt  ton  pote  en 
un  point  donné. 

Quelle  esl  ici  l'acception  nacle  du  mot  «pôle  ■  (*)? 

Quettion  28.  1*  Discuter  la  courbe  reprêientée  par  x^e", 
y=e-S  z^tl/2;2"  prouver  que  cette  courbe  esl  une  hélice  calé- 
notiique;  3"  prouver  que  l'onze  de  cette  htiice,  sur  un  certain 
plan,  est  une  hyperbole  èquitalère. 

2*  Qu'appctle-l-on  ■  hélice  caténoTdique  ■  (")  ? 

5*  De  quelle  ■  ombre  ■  veut-on  parler?  S'agit-il  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy  ("")?  S'il  eu  est  aiDsi,la  pro- 
priété est  évidente,  puisque  xj/^I. 

Question  S9.  On  donne,  dans  un  plan,  deux  points  fixes 
0,  A.  Du  point  A,  on  mène  une  droite  quelconque  AB,  sur 
laquelle  le  point  0  se  projette  en  B ,  On  joint  le  point  R  au  milieu 
C  de  OA,  et  l'on  mène  BB'  perpendiculaire  à  BC  ;  le  point  0  se 
projette  en  B',  sur  BB'.  On  joint  le  point  B'  an  milieu  C  de  OB, 
et  ainsi  de  suite.  Le  lieu  des  points  B,  et  l'enveloppe  des  droites 
AB,  BB',.-  *ont  des  spirales  équiangtes. 

De  ce  théorème,  on  déduit  unepropriètè  des  podaires~suceessir<ei 
d'une  courbe  plane,  et  Ut  propriété  de  la  spirale  équiangle  d'être, 
à  elle-même,  sa  podaire.  (H.  Brocard.) 

Cet  énoncé  appelle  plusieurs  observations  : 

I*  Il  n'existe,  ni  ■  lieu  >  des  points  B,  ni  <  enveloppe  >  des 


C)  L'explication  demandée  k  Ironve  dans  t'énonce  de  la  Quatioa  :  7  le 
pdie  P,  d'un  triangle  ABC,  relativement  à  une  conique,  est  le  point  de  con- 
cours dea  droites  Ai,  Bii,Cr;»,  0,  y  étant  les  piles  respectirs  de  BC,  CA, 
AB.  (E.  C.} 

(")  J*aî  cru  pouvoir  appeler  ainsi  VMUet  tratit  »w  un  eytindrt  dont  la 
ënlion  droite  ett  urw  chaintllt.  (E.  C.) 

{•••)  Naturellement.  (E.  C) 
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droites  AB»  BB',...  puisque  ces  points  et  ces  droites  ne  présen- 
tent pas  de  continuité. 

9®  Pourquoi  employer  Texpression  «  spirale  équiangle  »  pour 
désigner  ce  qu'on  appelle  constamment  une  spirale  logarith- 
mique ? 

3*  H  est  évident  que  les  triangles  rectangles  OAB,  OBB',... 
sont  directement  semblables;  et,  dès  lors,  Ténoncéestà  la  fois  trop 
compliqué  et  pas  assez  général.  On  pourrait  le  remplacer  par  le 
suivant  : 

Si  les  triangles  OAB,  OBB',  OB'B",....  sont  directement  sem^ 
blattes^  la  ligne  polygonale  ABB'B"...  est^  à  la  fois,  inscriptibte  et 
circonscriptible  à  une  spirale  logarithmique. 

Sous  cette  forme,  la  solution,  que  nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  de  chercher,  est  extrêmement  simple;  et  il  est  facile  égale- 
ment de  vérifier  les  applications  aux  podaires,  que  signale  1  énoncé 
primitif. 

Tome  II.  — Question  101.  Lorsqu'on  fait  tendre  m  vers  l'infini^ 
les  courbes  représentées  par  x'"-*-'  h-  y«n>+«=:  a*™+>  se  rapprochent 
d'une  ligne  brisée^  transcendante,  dont  on  demande  l'équation. 

(H.  B.) 

Qu  est  ce  qu'une  ligne  «  brisée,  transcendante  »  ?  Qu  appelle- 
t-on  «  équation  d'une  ligne  brisée  »? 

Question  146.  Trouver  trois  nombres  entiers^  ne  contenant 
chacun  aucun  diviseur  carré ,  et  tels,  que  leurs  produits  deux  à 
cletix  soient  des  carré^.  (E.  C.) 

II  semble  qu'il  n'y  a  d'autre  solution  que  colle  qui  résulte 
de  l'égalité  des  trois  nombres.  Car  soient  P,  Q ,  R  ces  trois 
nombres.  Si  a  est  un  facteur  premier  de  P,  il  ne  peut 
entrer  qu'à  la  première  puissance,  sans  quoi  P  renfermerait  le 
diviseur  carré  a*.  Or  PQ  doit  être  carré;  donc  Q  doit  renfermer 
le  facteur  a;  de  même  pour  R;  donc,  etc.Est-ce  en  cela  que  con- 


siste  la  vérilable  solation,  oti  bien  resienit-il.dans  PênoDcè,  quel- 
que chose  d'incompt«t(*)? 

Queition  300.  Si  let  éUmenit  d'un  ièttrminant  perii/mé- 
trique,  d'ordn  n,  forment  une  série  arithmétique, de  degré  ti—\, 
le  délerminani  est  égal  à  ±(A"— *■!,  i)'.  (Studuicia.) 

Tout  le  monde  ne  saii  pas,  nuéine  parmi  les  personnes  s^ni 
une  certaine  insiruciion  mathématique,  ce  que  c'est  qu'un  •  dé- 
terminant persyméirique  ■  ou  une  ■  série  arithmétique  de  degré 
n  — I  .. 

Une  observation  analogue  s'applique  Ji  la  Question  209. 


Toxs  III.  —  Question  370.  Si  Von  fait 

n  étant  entier  et  positif,  et 

S,— 2"»»    S|=2''»-*'^t    St—J"'»-'-*: 

parmi  les  trois  nartUtres  Sg,  S|,  S],  it  y  eti  aura  toujours  dmz 
qui  seront  égaux  entre  eux,  et  qui  différeront  du  troisième  d'wu 
unité.  (Ch.  Graves.) 

Outre  que  la  s'gniHcation  des  signes  2  n'est  pas  très-claire,  on 
doit  remarquer  que,  d'après  l'énoncé,  les  trois  nombres  seraient 
Su ,  So  + 1 ,  So  -^  3.  Que  peut  donc  signifier  la  question  ?  Il  f  i 
sans  doute  des  Tautes  typographique». 

Question  309.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  la  somme  de 


(')  L'^Doncé,  fui  M  lignifit  mn,  esK  HU  doute,  ou  le  réiulUt  A'aat  dii- 
IraclloD,  ou  celui  d'une  erreurde  copie.  (E.  C) 
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ta  sotU'tangente  et  de  la  som-normale  soit  égale  au  segment  de 
Paxe  des  ordomxées,  limité  à  la  normale,  (H.  Brocard.) 

Une  seule  limite  ne  saurait  définir  un  segment. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Nous  reproduisons,  pour  les  lecteurs  de  la  Nouvelle  Corres- 
pondance, les  introductions  des  deux  derniers  Mémoires  que 
vient  de  publier  M.  Saltel^  maître  de  conférences  à  la  Faculté 
des  sciences  de  Bordeaux  : 

1*  Mémoire  sur  la  classification  arguesienne  des  courbes  gauches 
algébriques,  ou  extension^  à  ces  courbes,  du  principe  argue* 
sien  (*). 

«  CelQl  qal  ne  eonnalt  pas  les  toann«nU  de  l*iii«oiiaQ  doit  Igaortrle*  joies 
»  de  U  dëcooTertc,  qal  tODl  ecrtefocment  let  plus  vives  que  rwprii 
»  de  l'homiM  pulese  JameU  resientlr.  » 

CuoM  BtMAU».  —  lutroàueiiom  à  l'étmdw  et  la  «Afaeiiie  êxpérimêMtmle. 

«  Un  géomètre  ne  doit  pas  itre  moioi  glorieux  d'avoir  donnd  too  non  à  une 
»  courbe*  qu'an  prinee  d'avoir  donné  le  sien  i  nae  ville.  •  -  Femiitu. 

Dans  nos  précédents  travaux  sur  les  Arguesiennes  des  courbes 
planeset  des  surraces(**),nous  avons  rencontré  les  deux  lois  gêné- 


(*)  Pour  Torigine  du  mot  arguesicn^  qui  nous  a  été  suggéré  par  M.  Cata<^ 
lan,  voir  notre  Mémoire  sur  Tapplication  de  la  transformation  arguesienne 
à  la  géncralîon  des  courbes. 

(**)  En  vente,  à  Paris,  chez  Gauthier'ViUars,  Voir  aussi  le  Bulletin  de 
VA  cadémie  royale  de  Belgique,  mois  de  mars  1877.  Ajoutons  que ,  s'il  nous 
était  donné  le  loisir  de  refondre  toutes  ces  recherches,  nous  suivrions  pas  à 
pas  Tordre  suivi  dans  le  présent  Mémoire. 


i-ales  suivantes,  qui  ont  élé  désigaécs  sous  le  nom  collectif  de 
Principe  arguetim  ('). 

Phemiëbe  loi.  —  Si  une  courbe  pUine  pouède  troi»  point*  mul- 
tiple», dont  la  tomme  de»  ordre»  toit  tupèrieure  à  ton  degré,  toula 
tet  propriétés  lonf  rattiuhêet  à  cellet  d'une  courbe  d'ordre  inff- 
rieur. 

C'est  ainsi  que ,  dans  tes  dix  premiers  degrés,  on  trouve  une 
trentaine  de  courbes  4  points  multiples  indécompotablet,  dooi 
toutes  les  propriétés  sont  rattachées  &  celles  des  coniquet,  et  toui 
autant  dont  les  propriétés  sont  rattachées  à  celles  de  la  courlie  du 
troisième  ordre  dépourvue  de  point  double. 

Parmi  les  courbes  de  degré  supérieur,  dont  toutes  les  proprié- 
tés se  rattachent  aux  coniques,  et  dont  nous  avons  pu  formuler, 
par  là-mènie,  des  centaines  de  résultats  nouveaux,  nous  citerom, 
en  les  énumérant  dans  Tordre  de  leurs  degrés  : 

1*  Le»  Siropkotde»;  3*  la  Ci»»oïde;  3*  le  Fotium  de  Detcarta; 
i'  la  Parabole  semi-cubique;  5°  rHypocyctoïde  à  trois  rebrousse- 
menti;  6*  le  Limaçon  de  Pascal;  T  la  Cardioîde;  S'  la  Lemnis- 
cote  de  Bemoulli;  9'  la  Conchotde  de  Nicomède;  tO*  le  Scarabée. 

D*une  manière  générale,  la  loi  eu  question  nous  a  conduit  i 
classer  les  courbes  algébriques,  non  plus  seulement  par  leurs 
degrés,  mais  encore  par  familles  ou  hiérarchies,  se  IraiismetliQt 
de  proche  en  proche  les  propriétés  dérivées  d'une  même  courbe 
de  degré  Inférieur,  base  ou  touche  de  la  hiérarchie. 

Cette  loi  nous  a  montré,  en  effet  : 

1'  Qu'etonf  donné  arbitrairement  le  degré  d'une  courbe  plane, 
il  existe  une  ou  plusieur»  courbe»  plane»  indécomposables,  de  a 


(*)  Il  ne  faut  pas  perdre  de  rue  que  eu  denx  lois,  trinsfarmées  par  k 
principe  de  dualité,  donnent  également  naissance  i  une  clAuiflcation  len|eD- 
tielle  des  courbes  ptanc*  et  des  surfaces. 
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même  degré,  assujetties  seulement  à  avoir  un  certain  nombre  de 
points  multiples,  arbitrairement  distribués^  dont  toutes  les  pro- 
priétés sont  rattachées  à  celle  d'une  courbe  d'ordre  aussi  inférieur 
que  Von  veut; 

^  Que,  réciproquement,  étant  donné  arbitrairement  une  courbe 
indécomposable  2,  d'ordre  m^avec  ou  sans  points  multiples,  mais 
la  plus  générale  de  son  espèce,  il  existe  des  courbes  indécompo- 
sables,  de  degrés  aussi  élevés  que  l'on  veut,  assujetties  seulement  à 
avoir  un  certain  nombre  de  points  multiples,  arbitrairement  dis- 
tribués, dont  toutes  les  propriétés  sont  rattachées  à  celles  de  la 
courbe  2. 

Deuxième  loi.  —  Si  une  sfurface  possède  quatre  points  mul- 
tiples, dont  la  somme  des  ordres  soit  supérieure  à  deux  fois  son 
degré,  toutes  ses  propriétés  sont  rattachées  à  celles  d'une  surface 
d'ordre  inférieur. 

Troisième  loi.  —  Si  une  courbe  gauche  possède  qtmtre  points 
multiples,  dont  la  somme  des  ordres  soit  supérieure  à  son  degré, 
toutes  ses  propriétés  sont  rattachées  à  celles  d'une  courbe  d'ordre 
inférieur. 


i?  Mémoire  sur  un  paradoxe  mathématique,  et  sur  un  nouveau 

caractère  de  décomposition. 


•  L'ouvrltr  habile  eti  eelai  qui  Don-««alcineai  Mil  manier  soo  oatll,  auli 
»  Mil  bomI  le  ehoiilr  avec  ditcerocoient,  au  llcv  d'cmplojer  eoDitasaaBCBt 
»  le  même.  »  —  A.  Lauait.  —  lUfiniomê  $mr  la  eimémmiqU9  dm  plam. 

Au  sujet  de  tbéorèmes  concernant  les  ordres  et  les  classes  des 
courbes  planes,  M.  Ghasies,  dans  une  communication  faite  à 
r Académie  des  sciences  de  Paris,  le  9  août  1875,  s'exprimait 
comme  il  suit  : 

«  Les  questions  où  entrent  des  conditions  de  grandeur  de 


■  segments  rectilignes,  traitées  jusqu'ici  dans  la  théorie  des 

■  courbes,  sont  extrêmement  rares,  même  è  l'égard  des  courbes 

■  les  plus  simples,  les  sections  coniques.  C'est  que,  indépendaro- 

■  ment  des  didicullés  de  calcul  qu'y  trouvent  les  méthodes  ans- 
•  lytiques,  leur  solution  implique  en  général  la  connaissance  de 

■  Vordre  el  de  la  claise  des  courbes,  et  est  donc  inaccessible  A  ces 

■  méthodes.  > 

Ainsi,  selon  M.  Chasies,  les  théorèmes  concernant  i  la  fois  les 
ordret  et  les  elatiet  des  courbes  planei  étaieni,  jusque-là,  inacces- 
sibles aux  théoriei  analytiques. 

C'est  en  elierchant  à  découvrir  les  causes  de  cette  impuissance 
que  j'ai  rencontré  la  lot  de  décompoxition,  loi  qui  m'a  permis,  eo 
m'appuyant  sur  la  méthode  de  correspondance  analytique  (*),  de 
résoudre  avec  facilité,  par  une  voie  purement  algébriqite,\^  genre 
de  problèmes  en  question.  Mes  recherches  sur  ce  sujet  ont  été 
publiées,  en  grande  partie,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  de 
Belgique  (**). 


(')  Par  li  nous  entCDdoat ,  on  le  utt ,  l'applietlioa  ,  h  des  questioni  de 
géométrie,  définies  par  des  équalions  alRébriquet,  du  Principe  de  correspon- 
dance analytique  et  du  Principe  de  correspondaDce  géométrique  entre  t 
séries  de  points.  Ajoutons  que  les  dércloppenicnts  généraux  que  compor- 
tait la  mise  en  œuvre  de  celte  méthode,  où  l'on  se  borne  constamment 
pour  ainsi  dire,  et  c'est  peut-être  là  son  caractère  le  plus  précieux,  à 
regarder  les  équations,  ont  été  surtout  exposés  dans  les  Bulletins  dt  C.4ea- 
dimie  (mois  d'août  1879)  et  dans  les  Compta  rendu*  (années  1875  et  «li- 

(")  Voir  aussi  nos  BceherchcM  sur  la  Méthode  de  corrupondanet  aaah/ltqut 
tl  sur  la  toi  de  décompoiilion.  —  Peut-être  raconlerons-nous  quelque  jour 
comment,  sans  l'intervention  bienveillante  d'un  savant  Géoni£tre,  l'hono- 
rable député  H.  Laisant,  ce  dernier  travail,  que  nous  signalons  au  lecteor 
surtout  à  cause  de  la  simplicité  et  de  la  rigueur  des  raisonnements ,  aurait 
donné  lieu  i  une  méprise  aussi  profondément  regrettable  que  plaisante. 
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Voici  les  titres  de  quelques  autres  ouvrages  de  M.  Saltel»  que 
ron  trouve  chez  Gauthîer-Villars  : 

prix. 

1.  Mémoire  sur  rapplication  de  la  transformation  arguesienne  à  la  géné- 

ration des  courbes  et  surfaces  géométriques flr.    2  50 

2.  Mémoire  sur  le  principe  arguesien  et  sur  certains  systèmes  de  courbes 

géométriques 5    « 

3.  Considérations  générales  sur  la  détermination,  sans  calcul,  de  Tordre 

d*un  lieu  géométrique 1  50 

4.  Mémoire  sur  de  nouvelles  lois  générales  régissant  les  surfaces  à  points 

singuliers 3  50 

5.  Mélanges  de  géométrie  supérieure I  50 

6.  Thèses  de  doclorat.  —  Recherches  sur  la  méthode  de  correspondance 

analytique  et  sur  la  loi  de  décomposition 5    » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question.  CS4t. 

Trouver  le  lieu  d'un  point  M  tely  que  la  somme  de  ses  puissances^ 
par  rapport  à  n  circonférences  données  ^  croisse  proportionnelle- 
ment :  l""  aux  accroissements  des  arcs  de  la  courbe  parcourue  par 
M  ;  ^  aux  accroissements  des  carrés  des  mêmes  arcs. 

(Laisant.) 

Employant  les  notations  de  mon  Mémoire  sur  les  puissances  de 

points  (Association  française  pour  Favanccment  des  sciences.  — 

Congrès  de  Nantes ,  1875);  désignant  par  OM  =  M  la  droite  qui 

va  de  Torigine  au  point  M ,  et  par  AB  le  diamètre  d*une  quel- 

V.  14 
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conque  des  circonférences ,  oous  avons,  pour  la  somme  consi- 
dérée, 

ou,  en  appelant  C  le  centre  de  la  circonrérence  AB,  et  G  le  cen- 
tre de  gravité  des  points  C  : 

■=n9(X,X  —  ^)t-  2^(A.B)- 

De  là,  pai-  diCTérenciation  : 

dff  =  n9(dX,  X-2G)  +  n9(\,  dl)  =  in9{dX,  X  -G). 

Prenons  maintenant  le  point  G  pour  origine  :  nous  aurons 

d(>  =  in9{X,dK); 

ou,  en  appelant  f  le  rayon  vecteur  et  v  l'angle  que  forme  le 
rayon  vecteur  avec  la  langenie  à  la  courbe: 

df  aSnpibcosv. 

V  Si  dff^ikdt,  nous  avons 

k 

acosv^-  ts=eontt. 
•^  n 

La  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  tangente  étant  constante, 
le  lieu  est  donc  une  développante  de  cercle, 

3*  Si,  au  contraire,  a  croit  proportionnellement  aux  accroisse- 
ments des  carrés  des  arcs  s,  on  a  <i'^U*+  m;  d'où 

d<x=-  iUdê; 

Cl  l'équation  du  problème  est 


--«■-■pCOSt>=(! 


d$ 
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De  lày  par  intégration^ 

w 

Telle  est,  en  p  et  5,  Téquation  du  lieu  cherehé.  On  voit,  en 
particulier,  qu*une  spirale  logarithmique, dont  le  pôle  estG,  satis- 
fait aux  conditions  du  problème. 

(Laisant.) 


Question  VSè* 

On  a,  sur  un  plan,  n  points  mobiles  Xi,  Xov  Xn,  respective- 
ment animés  des  vitesses  X|V|,  XaV2v«  Xn  Vn.  Pour  chacun 
d'eux  y  on  construit  le  triangle  OAY,  directement  semblable  à 
OXV,  OA  étant  une  droite  fixc^  de  longueur  donnée.  Pour  un 
point  Z,  ayant  la  vitesse  ZU,  on  construit  aussi  le  triangle  OAT, 
directement  semblable  à  OZU.  Comment  le  point  Z  doit-il  être 
déduit  des  points  X|, X2v*  ^n»  pour  que  T  soit,  à  chaque  instant, 

le  centre  de  gravité  des  points  Y^,  Ya,...  Yn  ? 

(Laisant.) 

Posant 

OX*  =  x* ,    OZ  =  jr , 

nous  avons  les  équipollences  : 

dX« 

"ST      AY, 

dZ 
dr^AT 

Z  ""oa' 

Si  Ton  observe  que  AT  est  égal  à  ^  (AY^  -h  ...  h-  AY«),  il 
vient 

dZ      dX«      dX,  dX„ 

'*Y=xr"^-x;"-"^' 


—  SIS  — 

De  I&,  en  intégrani  : 

n  log  Z  ~  log  X|  -I-  1<^  X(  -•-  —  ■*■  log  X,  ■*■  eoiul.  ; 


i-V"*  "■ 


Le  point  Z  s'ubirendra  donc  en  prenant  la  moyenne  géomé- 
trique (tes  droites  0X|,...  OX.,  et  en  multipliant  cette  moyenne 
OS  par  une  quaiUtlé  géométrique  constante  ;  e'est-à-dirc,  en  con- 
struisant un  triangle  OSZ  quelconque,  constamment  semblable 
A  lui-même.  (Laisakt.) 


Qneatlon  «S*. 

Oh  lire,  iêparémênl,  les  rumUtrea  petq,  au  katard,  parmi  lei 
entier»  compris  de  —  n  à  +  n,  inclusivement. 
Quelle  est  la  proIxMlité  que  l'èipiation 

I*  +  p»  -•-  ç  •  0 
aura  set  roànes  réelles  ? 

Même  question,  Ui  nombres  p  e(  q  étant  tirés,  au  hasard,parmi 
les  entiers  positifs  de  î  à  n,  inclusivement.  (Laisart.) 

Soient  n=k'*±X,  ^  '^  jt.  Le  nombre  des  cas  où  les  racines  de 
l'équation  proposée  deviennent  réelles,  est,  pour  n  s=  it*  -»•  X  : 

-S*); 
et,  pournsssfc*  —  X  : 

»-"-"'J""'>^.(„-.t^.). 

Dans  le  cas  particulier  où  1=0,  chacune  des  deux  rormules 
donne  la  même  valeur  de  R. 
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Pour  obtenir  la  probabilité  »  \\  faut  diviser  ces  deux  nombres 
par  tfi.  Par  exemple,  on  trouve  pour 

n«2,      3,      4,      5,      6,  iOO,      1000 

les  probabilités 

14        7       12      19 

4'     5'    ïê'    25'    Te'    0^87.5;    0,9S8328. 

Quant  à  la  première  question,  où  p  et  9  sont  compris  entre 
— net  +n,  il  faut  doubler  les  nombres  R  du  cas  précédent, 
ajouter  (n-h  I)  (2n-f- 1)  et  diviser  enfin  par  (2n-f- 1)'. 

(Radickb.) 

Autre  solution  par  M.  E.  Cesaro. 


Question  468. 

Thêorèhe.  Le  quotient 

1  —  3  -♦-  5  —  7  -♦-  •••  —  (4ap  —  i) 
est  toujours  un  carré  parfait^  mais  n'est  jamais  un  bicarré. 

r 

(E.  Lucas.) 
Première  solution.  Le  numérateur  du  quotient  proposé, 

ou 

2{-5.2V-^5.2'*Jc»— 5.13.2V-*- 5». 2*x-2.lPj 

se  détermine  par  la  formule  connue  : 

P  -I-  1  is  4 


B(,  Bj...  élant,  comme  à  l'ordinaire,  les  nombres  de  Bernoulli(*). 
On  aura  : 

Zx=        ^        . 

2,      x{x-+-i){2n-l) 
' ë 

x»  = — 

aO 

Ayant  introduit  ces  expressions  dans  le  numérateur,  on  ob- 
Uent ,  après  les  réductions  néeessaires , 

—  2x(l6x'— 5)'. 

Le  dénominateur  du  quotient  donné  étant  égal  h  — 3x,  nous 
aurons  enfin 

(iftr'— 5)\ 

Ce  résultat  met  en  évidence  que  l'expression  proposée  est  tou- 
jours un  carré  parfait,  ci  n'est  jamais  un  bicarré,  parce  que 
16x* — S  n'a  pas  la  forme  8n-(-l.  (Radicke.) 

Seconde  solution.  Le  quotient  dont  il  s'agit  a  pour  expression 
générale 

{l6xî+32ï.+  H)*, 
si  Ton  pose 

Xi^x—  4. 


(')  Vuir  ci-dc3Sas,  p.  196. 
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La  première  partie  de  Ténoncé  est  ainsi  démontrée. 
Pour  établir  la  seconde,  il  faut  prouver  Timpossibilité  de 
réquation 

On  en  tire  : 

Il  faut  donc  chercher  les  solutions  de  Téquation 

y*  ■*-»  =  «•, 

ou 

z«-y««5 (i) 

Mais»  en  général, 

donc  la  solution  unique  de  Téquation  (1)  est  représentée  par 
zssSy  y=%  Tous  les  autres  carrés  donnent  évidemment  pour 
différence  un  nombre  supérieur  à  S. 
De  2/=2,  Ton  déduit 

\  7 

x,  =  — --,     a;,  =s — --: 

4  4 

ces  valeurs  étant  fractionnaires,  la  seconde  partie  de  Ténoncé  se 
trouve  établie.  (H.  Brocard.) 

Autre  soluHonf  par  M.  Jamet.  Après  avoir  reconnu  que  le  quo- 
tient cherché  est  (16x* — 5),  notre  jeune  Collègue  termine  ainsi  : 

«  16x^—5  n'est  pas  un  carré.  Car,  si  Ton  divise  ce  nombre 
par  4,  on  trouve  3  pour  reste;  tandis  que  le  reste  de  la  division 
d'un  carré,  par  4,  est  0  ou  1 .  » 


coa{b  ~-  c) cos  {b  -i-  c  +  d)  +  coa a tM{a  +  d) 
=  cos  (c  —  u)  coB  [c  •*-  a  +  d)  •*-  cas  b  cos{b  +  dj 
>=  cos  (a  —  6)  CM  (a  -i-  fr  •+-(/)■*-  cos  c  cos  (r  +  d) 
•=cosacos{a+d)-*-vosbcos(b  +  d)  ■*-  cosccas(c  +  (i}-'cos(f. 

(A.  Caïlbt.) 
Je  Tais,  pour  abréger, 

cos  (6  —  c)  cos  (fc  +  c  -I-  d)  +  cos  a  cos  (a  -t-  d)  ^  E. 

On  a: 

cos  (6—  c)cos(6+  e  -I-  rf)=-co«(26 +  d)  +  ~co«(2e  +  d)» 

cos  a  cos  (a  +  rf}  =  -cos(2a  •t-dj-i--cosd; 
et,  par  suile  : 

-cos(2c-»-dj-i- -«»{2fl  +  (()  =  cob(c— o)cos{o  +  c-*-d), 
-  cos(2&  -I-  d)  -+-  '  eos  d  =  cos  6  cos  (6  4-  d). 

Donc 

E  «=  co«(c  —  o)  cos  (a  4-  c  •*-  d)  -t-  cos  6  cos  (fc  +  d). 

De  même  : 

1  1 

ces  (c  —  o)  cos  (o  +  c  +  d)e=- COB  (Se -»-(()-*-  -cos(2o  •*-  d), 


I  1 

-  cos(Sa  +  d)-«-  -  cos  (îfr  -t-  d)  =  cos  (a  —  6}  cos  (a  h-  b  -i-  d), 

1  1 

=  cos(âe  -I-  d)  -H  -  cos  d  =  cos  ç  cos  (c  H-  d)  ; 
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puis 

E  ss  C08  (a  —  6)  cos  (a  -4-  6  -4-  ci)  4-  cos  c  cos  (c  -i-  d). 

On  a  encore 

cos(a  —  6)co8(a  -»-  6  -4-  d)«BB-cos(2a-4-cO-i-  ~ cos (26 4- d). 

Mais 

cos  (2a  -I-  e()  es  cos  a  cos  (a  -f-  d)—-  sin  a  sin  (a  -4-  d); 

ei,  si  Ton  observe  que 

sioa  sin  (a -4-  (!)«■•- cos  (/  —  -cos (2a  -h  c(): 

^  cos(2a  -4-  d)  =  cos  a  cos  (a  -4-  e() cosd. 

De  menue, 

I  i 

-  cos(2b  -4-  d)  =  cos  6  cos  (6  -4-  d) —  j cosd. 
2  2 

Donc  enfin 
E  =  cos  a  cos  (a  -4-  d)  -4-  cos  6  cos  (6  -4-  d)  -4-  cosc  cos  (c  -4-  d)  —  cosd, 
C.  Q.  F.  D.  Cauret, 

professeur  au  Lycée  de  Saint-Brieue. 


Questions  4T8.  4TOi 


4176,  Toutes  les  puissances  d'un  nombre  terminé  par  1 2  890  62S 
se  terminent^  aussiy  par  12  890  625.      (Educational  Times.) 


—  318  — 

4Ï*.  //  n'v  a  qu'un  seul  nombre  de  huit  chiffres,  aulre  ipte 
1 3  890  62S ,  fui  jouisse  de  la  même  propriété.  Déterminer  ce 
nombre.  (H.-W.  Liovd  Tahber.) 

Posons  n^l3890  633.  II  est  clair  que  si  n*  se  termine  par  n, 
il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  puissances  des  nombres  ter- 
minés par  »,  Eo  efTelfCes  nombres  sont  de  la  forme  10*^ -mi; 
e(  l'on  a 

(I0*.«  -•-  ny=n'  .    .    .    (mod.  10») 

Mais  n*=n(mod.  tO*);  el  en  muliipliant  celte  congruence 
par  n,  on  a  n'^n'  ^n.  Donc,  en  général,  nP  ^n. 

Il  suffit  de  s'assurer  que  n'  se  termine  par  le  nombre  n  ;  ce 
que  montre  immédiatement  la  vérification  numérique. 

Pour  résoudre  la  Question  476,  posons  n'-t-n^  lO^+l.  On 
lire  de  là  : 

«s-(«  -    ),1  fmod.lO^ 

et,  par  multiplication, 

B'(n'— !)  =  «(« -t)  =  0;  (mod.  10») 

d'après  l'hypothèse  n*^n. 

Il  suffit  donc,  pour  avoir  n',  de  prendre  le  complémcnl  à  9 
de  tous  les  ehilTres  de  n,  sauf  le  dernier,  el  le  complémcnl  à  11 
du  dernier;  ce  qui  donne 

n'=87109  376. 

Les  nombres  00  000  000  et  00  000  001  satisfont  aussi  h  li 
question.  Mais,  h  proprement  parler,  on  ne  peut  pas  les  regar- 
der comme  des  nombres  de  huit  chiffres. 

On  pourrait  se  proposer,  dans  un  système  de  numération  quel- 
conque, le  problème  suivant,  qui  n'est  pas  bien  difficile  A  ré* 
soudre,  mais  dont  In  solution  exigerait  peut  éire'  ici  des  dévelop- 
pements un  peu  trop  étendus  ; 


—  %id  — 

Trouver  un  nwnbre  Uy  dêk  chiffres ,  tel  que  toutes  ses  puis- 
sances se  terminent  par  ses  propres  chiffres, 

(Laisant.) 
Autres  solutions  par  MM.  Jamet  et  E.  Cesaro. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


479.  Théorème.  Soit 

f{x)  =  Aox""  H-  Al****"*  -♦-  -.  -♦-  A,x**"*  H-  — h  Aj»_|X  -I-  A,,. 

Si  les  quantités  K^,  K|,Kt,...Ki,  ...K»,  déterminées  par  les 
relations 

Ko  =^  Ao» 

A' 

4K, 


ir  ^  A         ^^  * 

K,  =s  Ati  — 


4K,.. 


K»  =  At.  = 


A" 


sont  toutes  positives  (Ka  pouvant  être  nulle),  l'équation 

r{x)  »  0 

n'a  pas  de  racines  réelles. 


Même  conclusion,  en  remplaçant  les  quantités  K  par  IcB  quan- 
tités kg,  A|,  A|, ...  h»  ,  déicrininées  par  les  relations 


CoROLLAiBi,  Dans  les  mêmes  circonstances,  l'équation 

^^  +  f{x)  =  0 

n'a  pas  de  racine  positive. 

Et,  plus  généralement  :  dans  les  circonstances  indiquées, 
l'équation 

P(x)  +  /-(«)=0. 

dans  laquelle  F  (x)  est  une  Tonction  entière  i  coefficients  posi- 
tirs,  n'a  pas  de  racine  positive.  (S.  Rbalis.) 

M9.  Un  système  articulé,  composé  de  deux  côlés  opposés  AB, 
CD  d'un  carré,  et  de  la  diagonale  AD,  est  mobile  autour  des 
sommets  B,  C,  considérés  comme  pivots  fixes.  Démontrer  que  le 
milieu  M  de  la  diagonale  mobile  décrit  ime  lemniscaie  de  Ber- 
noulli.  (Le  P.  C&kborhbllb.) 


4SI. 

On» 

M   •         /•     5\'           /t    5    9  • 

.2              2   S      .        S   t   î     , 

-'■^\-,j'*\nl''-^,.,.-,^*'^- 

(Gauss  et  Catut.) 
«M.  Démonlrer lidenlilé 

[i-î«*,v]-"'=2"x"'    .-. 

dans  laquelle  on  a  posé. 


r(/-4-<)  (<•+•' (x'—o*)--*-'     „(.) 


2V(2/  H-  4)r(»  ^  /  +  4)  dx"^ 


=  X    iH-i 


Cette  identité  a  lieu  tant  que  Ton  &  «  <  ^  »dansleeasdex^  <a^; 
el  a  <  g,  dans  le  cas  de  x'  >  a*.  (Escary.) 

48S.  Trois  fonctions  consécutives ,    de  ce  développement , 
satisfont  ù  la  relation  homogène 

nX^Wi  —  (2n  -H  2/  —  i  )  aX'"liii  -^  (n  ^  2/  —  1  )  o'x'"îi«  =  0. 

(EsCARY.) 

494.  Démontrer,  à  Tégard  de  ces  fonctions,  pour 


X"«+i  X '«-*-«  dx=»0^ 


pourv  ^  n.  Lorsque  v^=sn,  on  a 


y(x':w.)*«te 


—a 


_2UJI_  (n-»-2Q(n4-2/~1  )(i»^2/~2)>..(2(-hi  )     i 
^    2n-4-2/-Hi  i.2.3...fi  ^ 

(Escary.) 

4Sft.  La  fonction  X  'li±i  satisfait  à  Téquation  différentielle  du 
second  ordre  : 

(a*-  X*)  y"  —  2(/  +  i)xy  ^-  n  (n  ^  2/-f-  «)y  =  0, 

dont  rintégrale  générale  est 


:  u+i  ^  BX  «*+•    /  -r"^^ — C • 


(ESGARY.) 


AS*.  f[x)  désignant  une  Tonction  algébrique  entière,  de 
degré  n, 

f{x)  =  kf^  A,x  +  A|X'h —  +  A,i", 

on  propose  d'intégrer  l'équation  difTérentielle 

A-t)»"'-  rw  s'-»  1-  rwy-,-  •  ■  *  (-  o-rw» = »■ 

(C.) 
48*-  Si  le  nombre  des  variations  de  signes,  tians  la  suite 
\,    cos  I ,    cos  iz ,    cos  3r ,     ..  ,    cos  (n  —  I  )  x , 

est  v„ ,  le  rapport  ~  a  [wnir  limite  | ,  quand  n  croit  indéfiniment. 
(J.  K6NIC.) 
«8S.  Si  l'on  pose 

I.2...P 
on  a 

2'-*«;  =  »!,«».-» +  "i»f.-»  •*■  «»H.-i  +  elCM 

le  nombre  des  termes  du  second  membre étanl^^,  ou| ,  selon 
que  n  est  impolr  ou  pair.  (Sterd.) 

Exemples  : 

sj  =  a, , 

2«}=  s,  ■*■  «,. 

(Jacobi.) 
4S».  VériHer  Videntité 

1.2...[a-l).1.2...6La         I  a+4  l.S    a+ï  o+éj 

-..i±i(.-.).'-^)'°;'-'),_,).,.^. 

dans  laquelle  a  et  6  sont  des  nombres  entiers.        (E.  C.) 


«••.  Déduire,  par  des  transrormations  de  délerniinanls,  le 
déterminant 


Vi.Z.  — Z,iV„  Z„\„  —  XA  X„Y„  — Y„X„ 
ï»Zr.-Z=V>  Z»X»-XJ,  )[„Y»-Ï,X, 
ïiA.-Z«Y.,    Z„X„-XAr     X,4Y„-ïuX., 


Jétcrminanl 

x* 

i,y, 

»! 

j,«, 

2Î 

«.». 

a:! 

i.y. 

ï! 

s.!. 

«i 

2«a-. 

4.— 

a* 

y! 

y* 

»i 

»,y. 

s! 

y.;. 

'î 

ï»r. 

«î 

itf. 

s! 

y.!. 

xi 

'.ar. 

'n  a  posé  ; 

.  =  »^.-».S 

..     V 

..- 

ï-i» 

— »-» 

». 

2..  =  «J.-y.i. 

(LbF 

AiflE.) 

tl.  Ëtanl  donnés  un  cercle  el  une  hyperbole;  par  un  point 
:  l'hyperbole  on  mène  dos  parallèles  aux  asymptotes  :  J"  elles 
outrent  les  irots  systèmes  de  sécantes  communes  en  trois 
>les  de  quatre  points  qui  sont  les  sommets  de  trois  qundrî- 
es  inscriplibles  ;  2'  le  point  P  est  d'égale  puissance  par  rap- 
à  la  circonrérence  donnée  et  aux  trois  circonférences  cir- 
crites  aux  irois  quadrilatères  obtenus. 

(NlBWENGLOWSKt.) 

M.  Démontrer  que  le  chiffre  des  dizaines  de  raille  d'une 
jsnce  quelconque  de  S  ne  peut  être  ni  un  Z,  ni  un  S. 
(Laisaht.) 

M.  La  somme  des  inverses  des  côtés  des  six  carrés  que  l'on 


peut  inscrire  et  ex-inscrire  i  un  triangle  quelconque,  est  égale 
au  double  de  Tinverse  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

(ESCARÏ.) 

4*A>  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  série 


1*-t-<*-»-ï*       )*-i-l'+2*-»-5' 


(É.  Lucas) 

4fttt.  Si  M ,  M'  sont  les  points  où  deux  bissectrices  d'un  trian- 
gle rencontrent  les  càlés  opposés;  la  distance  de  tout  point  de  la 
droite  MH',  au  troisième  côté,  est  égale  k  la  somme  des  dis- 
tances du  même  point  aux  deux  autres  calés,        (E.  Cbsaho.) 

ê»%.  &i  M ,  M',  M"  sont  les  points  où  les  trois  arêtes  du  som- 
met d'un  tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  opposés;  la  distance  de  tout  point  du  plan  MM'M'',iia 
face  opposée,  est  égale  à  la  somme  des  distances  du  méoie 
point  aux  trois  autres  faces,  (E.  Cksabo.) 


QnnNm  Ml  (p.  110).  Au  lieu  de  :  S0i,  US,  UO,  llseï  :  73,  4S,  40. 

(E.  CcMKO.) 

QvMtum  407   (p.  113).  An  Ifeu  de:  ii(> -|.  1)  («•  — a*)-i- tt',  lUe 


son  L'IMTéGRATIOR  DES  ÉOUATIONS  LlRÉAlRIISi 


I.  Il  esl  facile  de  voir  que  «  équations  limultanéti  : 

^S         r.  ^         àz  dt 

5^H-Q„_0,     5^  +  Q,»-0 rfî  +  Q-J-O,     (0 

i  le»  quantités  Q  tant  des  fondions  données,  de  x,  donnent  lieu  à 
M  équation  linéaire  d'ordre  n,  relative  à  l'une  quelconque  des 
riables  y,  z,  v,  ...  l,  de  la  forme 

!,■>  P»,»,  ...,  P«,«  étanl  des  fonctions  de  x,  déterminées. 
Réciproquement  :  une  équation  différentielle  linéaire,  de  la 
'^c  (2),  peut  toujours  être  décomposée  en  un  système  d'équa- 
ms  simultanées,  de  la  forme  (i). 

Pour  effeciuer  cette  décomposition,  i)  Taut  calculer  les  quan- 
és  Q,  au  moyen  des  équations 

c"-'        ■  (tr'-»        '  dx"''  »*  I 

■Q,       .  d-  "0,         li-'Q,  dO,  i 

^-'  d!t^-*  dx"'*  àx  [ 

•H}.       „  li-  "Q,  rf-U  r)Q,  H 


Q,Q,Q..  .«.-.Q. 


—  ««  — 

P<,ii,  Pt,ii Ph.»  sont  les  coeBîcienls  de  l'équation  doonée 

(2);  A(,  Al,  ...  Aw-t  sont  des  ronctjons,  déterminées,  de  Pi^. 
Pt,-,  ...,  Pn-i,«,  Qi;  Bt,  B,,  ...,  B«_3  sont  des  foDClioni, 
déterminées^  de  Pi,a ,  Pi.. , ...  P«  •>.■ ,  Qi ,  Qi  ;  et  ainsi  de  suite  ; 
M,  est  une  fonction,  déterminée,  de  Pi,b,Qi,Qi,  ...Q>-» 

II.  L'intégrale  ginirvte  de  Véqaation  différentielle  tininrt, 
d'ordre  a,  de  la  forme  (3),  est 

y  =  CA,.  +  c,it.  *  . . .  +  ta...  +  ■  :  ■  +  c.i...;       (') 

cAficune  des  intègralet  farticulièret  l'exprimant  par  : 

A,,.=  )  ■>-{-<y/Q,difQ^.../Q.di 

*  {-<y/Qid'':-/Qjl'/Qidi:.../Qjli 
■i-{-l)'~J'<),di-fQj<i/»,di.../Q.dx/Çl,di:..J'0.iln- 

A...  —/Q,dr  *  (-  ))-/Q,dx.../Q.it/Q,d» 

♦  (_  t)'~fQ^x...fQ,dxf9^i...fQ.dxf<i,di  f  - 


A,..  -  /Q,iix/Qrfl» ...  /Q_,rf« 

+  (-  iy/Q,dx/Q^x...f<i.dxfQ,dxfQilx.../Q.jlt 
+  [-\)'-f<i^...f<i.dxf<i^x...f^,dxfQ,dx...f<i,.tb 
■*■<-  <)''fQidx.../(iJx/Q,dx... 

/Q.dx/Qidx.../Q,dx/Q,dx..fQ,_^x 


A...  -  /Q,dxfQ,dx  .../g.-,J.t 

+  i-\]-/Q,dxfQi!xl./Q,dxfQ,dxfQ^x..fQ,.,dx->~: 

et  tel  guantitèt  Q ,  déterminée!  au  moyen  dei  èguatiotu  (5),  sont 
'fs  coeffiàenli  dei  éguationi  limuttanéet  ((). 

On  peut  représenter  l'intégrale  particulière.  Ai.»  par  la  Tomiale 
symbolique 

A.,.-f  (-ir 

\/Q,<lx/Qélx...fli^,dx/<i^x\'e'/Q,dx/(l^lx...fQ..dt/<),jl', 


—  227  — 
et  l'inlégrale  générale,  par 

Q,flx/Q^x...fQ„_,itxfQJx  \  '*fQ,dxfQtdx..fQ,^^x/Q,_tds  ;  (7) 

(p)  désignant  le  nombre  des  intégralions  qui  figurent  enire  les 
parenthèses. 

III.  Relativement  &  la  convergence  des  séries  (S),  il  faut 
observer  que  ces  séries  sont,  en  général,  convergentes  pour  toutes 
lea  valeurs  de  X,  pour  lesquelles  aucune  des  quantités  Q  ne  devient 
infinie. 

Dans  le  cas  particulier,  où  ces  quantités  Q  sont  égales,  les 
coefficients  de  l'équation  donnée  (â)  sont  des  fonctions  détermi- 
nées de  l'un  d'eux,  qui  peut  être  pris  à  volonté;  alors  toutes  les 
intégrales  particulières,  et  par  conséquent  aussi  l'inlégrale  géné- 
rale, s'expriment  en  termes  finis. 

Eu  effet,  on  a 

_  (/«■'-)"'   , ,  .,.     {fj^'V' 

"      l.-2.3.,.(j  — I)      '       '  1.2.3.4...(»-n  — 1) 

IV.  La  somme  de  la  série 


4.2.5...»       4.2.3  ..in  1.2.3...(raji— !}.i 


.  (9) 


!««.■  + e""+  ...  4-f«''t  =-2*"";  t***) 


,  a, ff.  élant  les  racines  de  l'équaiion  y"  —  1  =i  0. 


La  somme  de  la  série 

l.a.3...(l-l)'^  1.2.3...(»+»  — ))'*'  I.2.M2"*'  — ')* 

dans  laquelle  on  suppose  s  —  i  <  n,  est 

Ainsi  l'intégrale  particulière  de  l'équation  linéaire  (3),  pour  le 
cas  considéré,  s'exprime  par 

K.  =  ^ÎÇ^ (15) 

et  l'intégrale  générale,  par 

«t,  oj,  ...  eca  étant  les  racines  de  l'équation  y'  —  1  =0,  ou 
de  l'équation  y"  -f-  !  =  0. 

V.  Dans  le  cas  où  les  coefliclenls  de  l'équation  donnée  (2)  sont 
constants,  les  valeurs  des  quantités  Q,  déterminées  au  moyen  des 
équations  (3),  seront,  en  général  : 

Qj^g..-,.^    Q,  =  (•-■■,  ...Q.,,  =  (!■",    Q„  =  e*'  .    (15) 

Dans  ces  nouvelles  équations,  les  quantités  an_i,  aa-«,...<i| 
sont  les  racines  d'équations  algébriques,  dont  chacune  est  d'un 
degré  égal  k  l'indice  de  a. 

D'autre  pari,  les  intégrales  pariiculiéres  de  l'équalion  donoét 
sont 

A,,.  =  e«'%    A,..  =  e»*',...A^,  =  e"",...A,.,  =  e»^i    (16) 

ui,  uj,  ...  étant  les  racines  de  l'équatron 

B"  +  P.,.**"'  +  P*..»""'  +  "■  •*■  P,-..»»  ■+■  P...  — 0  .    (»} 
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VI.  Observons,  en  lerminanl,  que  l'intégrale  géi 
équation  linéaire  de  la  lorme  (2),  douée  d'un  second  I 

y  —  CA,.  +  CA..  -I-  -  ->-  CA..  +  -  +  CA. 

où 

y  -/Q,rf«/Q,iij:../o._,<li/'R.*t  + 

(- 1  )-fQ/''fa,i':-/Q.-,'lifQJrfQ,dx/0^..^.. 
{-ir/Q,'l'-fQ.d'fQ,d=i../(l.ixfQ,dx/Q^../Q 


Vn  désignant  le  second  membre  de  l'équation  liné) 


SUR  LE  CERUE  DES  NEUF  POlHTSi 
par  M.  Cbadv,  profeaseur  tn  Ljcde  i«  Bwdeiu. 


Considérons  le  triangle  ABC.  Soient  : 

p,  q  les  points  de  conlacl,  avec  le  cdté  BC,  des  ci 
scrîls  I",  r",  respectivement  opposés  aux  angles  B, 

p',  q't  les  points  de  contact  de  ta  tangente  com 
rleure,  à  ces  cercles; 

P  le  point  de  rencontre  des  droites  ^if,  p'^'; 

m  le  milieu  du  côté  BC. 

1°  La  perpendiculaire  AO,  abaissée  du  point 
passe  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 


(*)  Les  droites  BC,  p'q',  étant  aoti-partllèles,  l'angle  Bi 
complément  de  l'angle  ACB. 


3*  D  élant  le  point  de  rencontre  des  droites  AH,  mK,  respec- 

ivemcDt  perpendiculaires  aux  droites  BC,  p'q'  \  le  cercle,  décrit 
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I,  inscrit  au  iriangle  ABC ,  ei  le  cercle  ex-inscrit  I',  oppiaé  i 
l'angle  A. 
Soient  :  pi ,  fi  les  points  de  coolact  du  cAté  BC  avec  les  cercles 

p't ,  g',  les  points  de  contact  de  la  tangente  commune,  inté- 
rieure, il  ces  cercles  ; 

Pt  le  point  de  rencontre  des  droites  Piqup\q't  ; 
K|  le  point  d'intersection  des  droites  mD,  p',q\. 
Nous  avons 

mD .  t»Ki  =  mH .  ntP,. 

Hais,  P|  étant  le  point  de  rencontre  du  cité  BC  et  de  la  bissec- 
tnce  de  l'angle  A, 

„„.,.P,=(*J±^)'_ë|?=ii^-. 

La  droite  mp'f  coupe  la  circoiiTércnce  1  au  point  a  ;  par 
suite 

MB .  mp'  ■=  mp,  =  mD  .  mK,  : 

l'angle  Dap'{  est  donc  droit;  et  les  lignes  p',!,  »iK|,  étant  paral- 
lèles, la  circonférence  décrite  sur  mD  comme  diamètre  est  tan- 
gente, en  et,  h  la  circonférence  I. 

De  même,  le  point  j^,  où  la  droite  mp'^  coupe  la  cireonférence 
I',  est  le  point  de  contact,  du  Cercle  des  neuf  points,  avec  cette 
circonférence. 


SDR  U  COURBURE  DES  UGMESj 

p«rH  ).  Nedberg,  professeur  à  l'Altidaée  de  Liigt. 


Soient  p,  A,  B,  C  k's  rayons  de  courbure  d'une  ligne  gauche  L 
et  de  ses  projections  sur  trois  plans  coordonnés  rectangulaires; 


R,  P,  y,  les  angles  rormès,  avec  les  axes,  par  la  (ang«nle  i  L.  On 
a  les  relations 

i       sin*«      sin'p      sinV 

?""  !?"*"¥' ^~Ô~' 

sin*«C08«E      sin'|3cos^       sinVcosT* 

Â        "*"        B        "^         C       ^"*'* 

qui  ont  été  signalées,  pour  la  première  fois,  par  M.  Catalan  (*). 

Voici  une  démonstration,  assez  simple,  de  ces  formules  remar- 
quables. 

Si  l'on  suppose  ta  courbe  L  définie  par  les  équations 

ar=/-,(0,   y^m,    «=/K0, 
les  projeeiions  de  L  seront  déterminées  par  les  équations 

x-0,    y^m,  z=my, 

t  ayant  la  même  valeur  en  un  point  de  L  et  aux  projections  de 
ce  point. 
On  sait  que 

'■^'*'^*''f-ii.iyi:-hfyr  ...  (1) 

9 

Pour  passer  aux  rayons  de  courbure  des  projections,  il  suffit 
de  poser,  successivement  : 

dx  =0,    dy  =0,    dt  =0, 

d'ï—O;    d*y=f};    Jz^O. 


(')  Nowtllt  Corrtipondanee  Matkimatiipu,  t.  II,  p.  178,  et  rA^orïc  ana- 
lyt^ue  de*  lignii  à  double  ci 


—  tu 

Conséquemment  : 


■  ■  « 


»• 


-=  [dvPx  ~  dxd}zf {3) 


' ^-^i-IJxd'j-rfK.A     .....    (4) 

En  ajoulanl,  membre  à  membre,  les  équations  (9),  (3),  (4),  cl 
en  tenant  compte  de  l'équation  (1),  on  trouve 

Remplaçons  dx,  dy,  dz  par  les  quantités  proporiioDnelles 
co8«,  cosp,  cos/  :  il  vient 

4       lin'a      sin*p      stnV 


Si,  dans  chacune  des  équations  (1),  (3),  (3),  on  extrait  les 
racines  carrées,  et  qu'on  ajoute  les  résultats,  multipliés  respec- 
tivement par  dx,  dg,  dz,  on  obtient 

ce  qui  équivaut  à 

GOSKsinV      cos^sin*^      cos^'sinV       - 


COBRESPOHOAHCE. 


Extrait»  d'une  lettre  de  M.  B.  Brocard. —  ■  Vous  tt\et  répondu 
louchant  les  énoncés  8,  9,  38  et  li6  (*).  Je  m'occuperai  donc 
spéctalemenl  des  Questions  que  j'ai  proposées. 

Queslioti  59.  Les  points  B,  ei  les  droites  AB,  SB' ...  n'ofTreni 
pas  de  continuité,  du  moins  à  première  vue.  Cependoni  les  points  B 
se  trouvent  sur  une  courbe  parfartement  déterminée;  et  les 

droites  AB,  BB', sont  toutes,  tangentes  k  une  seule  et 

même  courbe.  De  semblables  conditions  motivent  donc  les 
désignations  de  Heu  des  points  B,  et  d'enveloppe  de»  droites 
AB,  BB',... 

Voir,  A  ce  sujet,  dans  les  Nouvelles  Annales  (1869,  pp.  1-16, 
et  1870.  pp.  3840)  uo  travail  de  M.  W.  A.  Whitworth,  ayant 
trait  à  l'élude  des  principales  propriétés  de  la  spirale  équiangle, 
prouvées  géométriquement 

Au  reste,  ne  serait-il  pas  plus  juste  d'appeler  cette  courbe, 
spirale  de  Jacques  Bbrnodlli?  Elle  jouit  de  propriétés  bien 
autrement  remarquables,  bien  autrement  nombreuses,  que  celles 
de  la  spirale  qui  porte,  k  tort,  le  nom  d'ARCHiiiÉDB,  puisque  le 
grand  Géomètre  syracusain  n'en  est  pas  l'inventeur. 

Question  101.  Les  éclaicissements  nécessaires  nous  sont  don- 
nés par  divers  ouvrages,  entre  autres  par  le  Traité  de  la  Chaleur, 
de  FoDMEH  (1823);  le  Calcul  intégrai,  de  Ddhahel,  etc.  (**). 


(')  Voir,  4«DS  le  ntunéro  de  iuin,  les  Remarquei  tur  eertainei  Quulimu 


(")  Depuu  Euler,  Ltgrange  et  Fouricr,  on  sait  repr^nter,  aoit  par  des 
tériet  IrigortotHélriquci,  soit  par  des  intégralei  difiniu,  les  foncllans  diteon- 
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Ouetlion  309,  L'énoncé  est  psrfajiement  compréhensible.  Il 
est  évident  que  la  courbe  est  rapportée  k  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires. Par  conséquent,  le  segment  de  l'axe  des  y  part  de 
l'origine.  > 

■  Votre  Correspondant  signale,  au  sujet  de  l'énoncé  370 
(Ch.  Graves),  des  erreurs  typographiques...  Au  lieu  de 


"lit      "ln-l.      "H+tO- 

Vous  pourrez  aisément  vérifier  le  théorème,  qui  ei^t  asses 
curieux. 
Soit 

()  +x)'=1  ■i-7jc-t-8li».»-35a:'-+-55i'  +  ïl3c»+  Tan'+x'. 

Alors  : 

n^Esit,       n,^3S,     tt,e=:7} 

n,  ES  7,      «,^=38,    1I7  =  1  ; 

«.«ai;,    «.  =  2)i 
puis 


liinuê  les  plus  compliqaées.  A  ce  propos,  il  n'est  peut-être  pu  inutile  de 
rappeler  que,  vers  1840,  ud  Rëpëlilcur  de  l'École  militaire  de  Bruxellu 
mit,  en  intignUe  di/inie,  le  God  Save  Ihe  King  I  (E.  C.) 

('}  L'éDODcé  doit  donc  £lrc  ainsi  rectifié  : 

Si  Con  pne 

(1  +  x)«  =  2n^  , 
n  Manl  entier  il  potilif,  el 

parmi  let  troit  notitbrei  S„  6,,  S^,  il  y  enaura  lotyourt  deux  qui  $aviU  igé"* 
tntre  eux  el  qui  différeront,  du  Irotiième,  d'une  unité.  (Ë.  C.) 
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Non  DU  RËDACTEtR.  El)  général, 
pS.  =  (<  +  fl)-8-*  +  o +s'y«"*' -*-■■•■*•  0 ->-*')"«""î    ■    (0 
0  représentant  une  racine,  imaginaire,  de  réquation 

«'-1=00 (î) 

Dans  le  cas  actuel,  p  =  3,  et  *=ii,  2  ou  3.La  foraiule  (1) 
donne  donc  : 

5S,=  (Ï  -*■  s)"    -+-(1  -»-flV    +2", 
5S,  =  (!-♦-  fl)"*-*  +  (I  +  C)"*-^  +  2' . 
3S,=  (1  4-  e)»e-*  -I-  (1  +  «')"9-*  -t-  2". 
L'équaiion  (3)  se  réduit  à 

(•  +  (  +  1=0; 
de  sorte  que 

et,  en  conséquence  : 

3S.- (-))"[«*' +  "1  +  2". 
5S.=  {- 1)"  [«"***+  ?+']  +  2", 

Si  maintenant  o»  suppose,  successivemenl  : 

M=JK,3,    n=.JÏt3+i,    n=.)R.3  +  2. 
on  vérifie,  tout  de  suite,  les  propriétés  énoncées  par  M.  Graves. 

(')  Nouvellei  Jnnalf  dt  MalhimaUque$ ,  t.  XX  (1861). 
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Extrait  d'une  lettre  de  M.  SaHel  à  M.  Catalan.  —  Sur  l'ori- 
gine DU  Principe  arguesibn..*  •  Puisque  vous  avez  bien  voulu 
reproduire,  dans  le  dernier  numéro  de  la  N(mvelle  Corre9f(mr 
dance,  la  définition  du  Principe  arguesien,  principe  qui  a  été 
développé,  sous  votre  patronage,  dans  les  recueils  de  FAcadémie, 
permettez-moi  de  faire  appel  à  votre  souvenir  pour  en  bien 
fixer  l'origine. 

Tel  que  je  Tai  défini  dans  le  Mémoire  Sur  la  classificatim 
argue»ienne  des  courbes  gauches,  j'ai  découvert  et  mis  en  lumière 
ce  principe  en  faisant,  pendant  les  vacances  de  l'année  scolaire 
1869-1870,  Tétude  complète  de  ces  deux  problèmes  proposés 
de  tout  temps ,  dms  les  cas  particuliers  d'une  ligne  droite  A  et 
d'un  plan  ff ,  dans  les  cours  de  Mathématiques  spéciales  : 

PaoBLàMB  I.  En  supposant  que  l'un  des  deux  foyers  dune 
conique^  inscrite  au  triangle  ABC,  décrive  une  courbe  A>  o» 
demande  d'étudier  le  lieu  décrit  par  le  second  foyer. 

Probléhe  II.  En  supposant  que  l'un  des  deux  foyers  d'une  sur- 
face de  révolution,  du  second  ordre ,  inscrite  au  tétraèdre  ABCD, 
décrive  une  courbe  A  ou  une  surface  n,  on  demande  d'étudier  le 
lieu  décrit  par  le  second  foyer. 

On  ne  saurait  donc,  puisqu'il  a  été  uniquement  établi  par 
l'étude  approfondie  de  ces  deux  problèmes,  rattacher  l'origine 
du  Principe  arguesien  à  aucune  publication  étrangère. 

Ce  serait  presque  le  cas  de  dire,  avec  M.  Bertrand  ;  c  L'idée 
la  plus  neuve  nait  souvent  d'une  idée  plus  ancienne,  dont  l'auteur 
lui-même  n'a  pas  aperçu  les  conséquences,  très-apparentes  pour- 
tant quand  ou  les  connaît  à  l'avance  (*).  » 


(•)  Première  page  de  ia  Préface  du  Trailé  de  Calcul  différentiel. 


VARliTÉS. 


tntfoduetion  aux  commentaires  tur  les  mouvements  de  la  pla- 
nète Mars.  1609  (').  (Traduite  par  le  D'  Charbonier.) 

De  tous  tes  métiers  actuels,  le  plus  dur  est  celui  d'éerire  des 
livres  nulhématiques,  et  surtout  des  livres  astronomiques. 

Si ,  en  effet,  vous  oubliez  d'observer  la  rigueur  propre  des  pro- 
positions, de  leur  enchaînement,  des  démonstrations,  des  con- 
clusions, le  livre  n'offre  pas  le  caractère  mathématique.  Si,  au 
contraire,  vous  l'observez,  la  lecture  devient  très-pénible,  surtout 
si  le  livre  est  écrit  en  latin,  langue  dépourvue  d'articles  et  de 
cette  grâce  que  possède  la  langue  grecque  lorsqu'elle  emploie  les 
ligures  littéraires.  Aussi  trouvez-vous  aujourd'hui  tr^-peu  de 
lecteurs  capables  de  les  comprendre;  le  reste,  en  général,  les 
rejette  avec  dédain.  Quel  est  le  mathémaiicieD  qui  supporte  la 
fatigue  de  lire  les  Coniques  d'Apollonius  de  Perge?  Cependant 
c'est  là  un  ouvrage  qui,  par  sa  nature  spéciale,  est  beaucoup 
plus  accessible,  à  l'aide  de  figures  et  de  lignes,  qu'un  livre 
d'aslronomie. 

Hoi-méme,  qui  me  connais  pour  mathématicien,  lorsque  je 
viens  h  relire  le  présent  ouvrage,  je  sens  les  forces  de  moo 
esprit  s'aflbiblir,  pendant  que  je  rappelle  ii  mon  souvenir,  en 
revoyant  les  figures,  les  éléments  des  démonstrations  que,  dès 


(')  JoAonmi  Kepttri  AitroRomi  Optra  onaûa,  Ed.  D'  Chr.  Friscb,  t.  III, 
p.  U8. 


l'origine,  j'avais  lires  de  mon  esprit,  pour  les  traduire  en  figures 
et  en  langage  ordinaire.  Aussi,  tandis  que  je  remédie  i  l'obsca- 
rité  du  sujet  par  un  tissu  de  eirconlocutions,  me  semble-t-il  que, 
par  un  défaut  contraire,  je  deviens  trop  verbeux  en  matière 
mathématique. 

Car  la  protixilé  a  aussi  son  obscurité,  non  moins  que  la  con- 
cision extrême  :  la  première  échappe  atix  yeux  de  l'inletligence, 
la  seconde  les  distrait;  celle-ci  manque  de  clarté;  celle-là  pédie 
par  excès  de  lumière;  ici,  la  vue  ne  sait  où  se  porter;  là,  elle  est 
enlièremenl  éteinte. 

C'est  pourquoi  j'ai  pris  la  résolution  de  venir  en  aide  ft  l'intel- 
ligence du  lecteur,  autant  que  faire  se  peut,  par  une  introduction 
détaillée  à  cet  ouvrage  (*). 


Si  Tusage  des  concours  doit  être  condamné  par  les  faits,  celui 
que  nous  venons  signaler  à  votre  compétence  suffirait  à  les 
faire  supprimer  sans  retour.  Je  vous  transcris  litiéralemenl 
l'énoncé  envoyé  par  le  minislère  aux  élèves  prenant  part  au  con- 


(*)  DtDS  IfS  PfomitlUi  AiuuUe$  (1878),  H.  H.  Brocard  a  rendu  compte 
do  >  l'suvre  Emmeose  >  accomplie  par  le  D'  FrUch.  H  est  bion  regreUsfale 
que  l'on  n'en  publie  paj  une  traduction  française,  dealînie  a  faire  Diieni 
MUMltre  lei  iravaus  d'un  grand  bonne ,  dont  la  vie  fol  un  long  martyre. 

{E.  C.) 


cours  géoéral  des  classes  de  HaUiémau'ques  spéciales  des  dépar- 
tements : 

1*  £umt  donnée  une  équation  du  troUiime  degré  : 

«*  +  01* -I-  6x  +  c  =  0; 

eakuter  la  eoeffkiettts  m,  n,  p  d'un  polynôme  du  second  degré, 
nu*  -(-  nx  -(-  p,  tel,  que  lei  valeurs  que  prend  ce  polynôme  quand  (*) 
y  remplace  x,  tuccessivemetU,  par  les  trois  racines  de  l'équation, 
soient  égales  à  ces  trots  racines; 

3*  Réeiproquetaent  :  étant  donné  un  polynôme  du  second 
degré,  rax'-i-nx-i-p;  calculer  les  coefficients  a,  b,  c  d'une  équa- 
tion du  Iroitième  degré, 

X*  ■*•  (u:*-f-  f)X  -*-  c  =  0, 
telle,  que  la  propriété  énoncée  précédemment  ait  lieu. 

Ceci  est  textuel. Deviner  des  charades  n'est  pas  l'exercice  ordi- 
naire d'élèves  de  matliémaiiques  qu'on  a  du  moins  habitués  k 
parler  français.  Si  l'on  prend  en  effet  la  peine  d'examiner  cette 
phrase  :  c  Tel,  que >,  on  se  demande,  avec  inquié- 
tude, ce  que  vient  faire  cet  y.  Est-ce  erreur  d'impression?  elle 
dénote  alors  peu  de  soin.  Est-ce  un  terme  de  la  question  :  que 
représente-l-il?  Si  l'on  sous-entend  le  pronom  on  devant  i/,  de 
telle  sorte  que  y,  souligné  dans  le  texte,  devient  un  adverbe  et 
donne  à  l'énoncé  la  correction  grammaticale  nécessaire;  que 
pensez-vous  d'une  équation  du  second  degré, 

«ii'-t-  nx+  p^-x, 

qui  a  trois  racines?  (**)  Car  &  moins  de  torturer  le  texte,  d'ajouter 


(*)  Tria^probablemcnt,  )o  mot  on  a  élé  oublia  :  c'ett  reBretlable. 
(E.C) 
(")  Je  peoie  que  la  queilion  dtm/e  est  niaise,  mais  non  ainurde.  Sait 
V.  16 
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des  mois  ou  d'en  retrancher,  pour  y  trouver  un  sens 
maire  s'otMiine  h  refuser,  c'est  la  conclusion  nature 
Ces  faits  parlent  d'eux-mëoDes;  mais  tous  eom\ 
nous  signions  : 

(Quelques  Concdrbi 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉE 


Qn«atloli  SOa. 


On  donne  une  droite  fixe  DC  et  deux  poinU  0,  A 
on  mène  diverseï  droilei  lur  letquellet  on  rabat  BA 
Trouver  le  lieu  des  points  M,  M'.  —  Examiner  tes 
tiers.  (H.  Broc 


l'fqualion 

l'-ftr'  +  lla;-  fl  =  0, 
cl  tuit 

t  =  mx'-t-nx-t-  p. 

Les  coeffleienla  m,  ;■,  p  sont  dilcrniinés  pnr  les  eondilioDg 


m-1-  9n-4-  fi^i. 


résultat  évident  a  priori. 

Quant  h  la  réciproque,  il  idu  semble,  comme  ■  mes  Jeunes  C 
qu'elle  n'a  pas  de  sens. 


Je  prends,  pour  aies  des  c  et  des  y,  la  perpendiculaire  abaissée 
du  poini  O  sur  la  droite  DC,  et  celte  droite  même. 


nrconrérence  qui  a  pour  centre  le  point  B  et  qui  passe  par  le 
point  A.  Cette  ctrconrérence  a  pour  équation 

3c*+y*-+-  Sifc(y  — 5)— o'+  6* (ï) 

Éliminant  X  entre  les  équations  (t),  (3),  et  posant 

on  a,  pour  l'équation  du  lieu, 

(x-*){^+y»-c')  +  2fa/(y-6)  =  0. 
Résolvant  par  rapport  à  y,  on  trouve 

Les  valeurs  de  x  qui  annulent  l'expi 


PA— —  PA'  =  «, 

PB«  — PB'  =  p. 

Il  suffira,  pour  con- 


—  un  - 

Biruire.la  courbe,  de. faire  varier  x  de  —  aà  — p.et  de  a  à  p. 
i'  Supposons  d'abord  que  le  radical  soit  précédé  du  signe  — . 
Pour  «  —  —  a, 

kb 

et  comme  k  est  compris  entre  a  et  P,  cette  valeur  de  y  est  néga- 
tive :  elle  tend  vers  0  quand  a:  tend  vers  —  c  (*)  ;  et ,  quand  x 
varie  de  —  c  à  — 13,  y  varie  de  0  à  jj-zrâ" 

On  a  ainsi  l'arc  de  courbe  CE'FD.  Pour  calculer  la  dislance 


(')  Il  convient  d'observer  que  c  est  toujours  compris  entre  «  et  0, 

(V.  J.) 


OF,  où  la  courbe  coupe  H>a  isyinptole,  on  remarquera  que 


«0  ■*■  l/iW— («•-0(«"-*') 
valeur  qui,  pourz^ — *, devient 

y r-- 

Ceue  valeur  est  positive  ou  négative  suivant  que  c  est  supé- 
rieur ou  inférieur  à  k. 

2»  Faisons  varier  x  de  «  à  p.  Pour  x=a,  la  valeur  de 
y  est  positive  :  file  va  en  diminuant  quand  x  varie  de  «jus- 
qu'à la  plus  petite  des  deux  grandeurs  A  et  c.  A  ce  moment, 
y  change  de  signe,  et  redevient  nul  quand  x  atteint  la  plus  grande 
de  ces  deux  valeurs  ;  enfin,  quand  X  (end  vers  P,  y  tend  vers 
■^-  De  là,  l'are  de  courbe  HOEK. 

Z'  Supposons  que  le  radical  soit  précédé  du  signe  +.  Pour 

kb 

Quand  X  varie  de  0  à  —A,  y  est  négatif,  et  sa  valeur  numérique 
croit  indéfiniment  :  de  là,  l'are  CL.  Quand  x  varie  de  — k  à  —a. 
y  est  positif,  et  varie  de  -»-  «  àp-^^  :  d'où  l'arc  MD.  Enfin, 
quand  x  varie  de  «  à  p,  on  obtient  l'are  HNK. 

Cks  pARTtccLiERS  :  1*  6  ^O.  La  courbe  est  symétrique  par 
rapport  ï  l'axe  Pj';  G'  se  confond  avec  l'un  des  points  A',  B'; 
les  points  B,  H  coïncident,  ainsi  que  les  points  A,  K.  La 
courbe  prend  alors  la  forme  représentée  par  la  figure  3,  on  par 
la  figure  3. 

3*  a  ^  0.  Si  6  est  différent  de  0,  la  courbe  est  une  strophoide 
oblique,  dont  A  est  le  point  double,  et  dont  l'asymptote  est 
parallèle  à  CD.  Elle  devient  une  strophoide  droite,  si  l'on  a,  en 
même  temps,  6  <=  0 ,  a  »  0.  (V,  Jahet.) 


QnaaHon  4S1> 

On  donne  trvia  pan^lea  P,  P',  P",  de  même  axe  et  de  même 
Mommet,  dont  les  paramétrée  sont  proportionnels  aux  nombres 
79,  iS,  iO.  Si,  par  un  point  quelconque  M  de  P,  on  mène  la 
tangente  à  P",  elle  rencontre  P'  en  un  point  qui  est  le  centre  de 
gravité  du  segment  parabolique  OM. 

Eu  égard  à  Verratum  (p.  224),  la  solution  de  celle  question 
(p.  170)  doit  être  modifiée  ainsi  : 

Les  équations  (1)  et  (2)  deviennent 

/5      3\          3  5 
/-(â-^ïV-g-^sî-o (i) 

y'-(3  +  g)</.y+5.-!/î  =  o (2) 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  segment  parabo- 
lique OM  sont  donc 


et  l'on  rccunnati,  immédiatement,  que  ce  point  appartient  à  la 
parabole  P'.  (Cauret.) 


Qneation  «va. 


a:(g'+l')(x'  +  5')-(x*->-^n  — n 
1.2.3...2«+l 


(J.W.  L.GUIBHU.) 

Les  développements  connus,  de  cosme  et  sinmv,  suivant 
les  puissances  croissantes  de  sinu,  ayant  lieu  pour  des  valeurs 
quelconques  de  m  ("),  nous  sommes  en  droit  d'y  poser 
m  ^  ix  (i  ^  l/^ï)  ;  il  en  résulte  : 

eoBixp«.< -t-pisinSm-Y^^^  ^  sin'p  +  ■••,     .    (I) 


.     (2) 


Prenons,  par  rapport  à  v,  les  dérivées  des  deux  membres  de 
ces  équations:  après  avoir  supprimé  le  facteur  xcosd,  nous  obte- 
nons 

E=-smii-i —     „  _    sjn't)  -*-  ■", 

icosu        1  1.2.5 

msixv      .       x*4-l*  ,  ,         (x'+ I')(j;'+ 3*)   .  , 

=  1  H -— -  SIII*t)-4-  i ;  ■■  '   isinS)-»-  — . 

tosv  1.3  1.3.3.4 


D'autre  part,  si  l'on  multiplie  par 

—  =  l  +  lsîn*«+- 
cosv"^    ■*"  2 *'"  *" "^  2   4 


(*)  Ma  page  143,  où  la  question  est  proposée,  OD  doitlirc  A,+|,  bu  lieu 
de  A.. 

(")  C'est  Lagrange  qui  l'a  démonlré  le  premier,  tandis  que  ruistcnce 
de  ces  formules,  pour  t»  entier  positir,  était  déji  connue  dès  Viète  (1646). 

(R.) 

(*")  Cette  identité  eat  une  application  de  la  (armule  du  biotoc.    (E,  C.) 


—  249  — 

Tient,  au  lien  des  égalités  (t),  (S)  : 

eosixv       I  «*    .  .        s?(x*  -•-  2*)   ,  . 

c=  \\  ^- — 8111*»-»-   .  -  ,  ,   sio*m 

cosv         \         1.3  1.2.3.4 

X  f*  +^siD'tn----8m»i)4-".J. 

t 


-, =«    -  »in»  +  - 

icosv       \l  1 .2.  a  ; 

X(t  +-sln■»'  +  -■-■lIl•o  +  -J■ 
ED  effectuant  ces  multipticarions,  égalant  les  coefficients  de 
iin*"t)dan8  les  deux  développemenis  de^^el,  en  second  lieu, 
les  coefficients  de  sln'^+'p  dans  les  deux  développements  de  ^^i 
iMus  trouvons,  immédiatement,  les  relations  proposées. 
(Radicu.) 


Onaatlon  4SO. 

t/n  tyttéme  articulé,  composé  de  deux  côtés  opposés  AB,  CD 
i'un  carré,  et  de  la  diagonale  AD,  est  mobile  autour  des  sommets 
B,  C,  considérés  comme  pivots  fixes.  Démontrer  que  le  milieu  M 
ie  la  diagonale  mobile  décrit  une  lemniscate  de  Berttoulli. 

(Le  P.  CARBONIfELLE.) 

Comme 

2AM'  =  ÂB', 

Ml  a  :  dans  le  triangle  ABD, 

2513' =  iJD*; 
et,  dans  le  triangle  ACD, 

Donc 

2BH.CH«BD.AC. 


•     ~  Î50  — 

Le  qufldritalére  BACD  rcale  toqjoun  ineeriptible  ;  ptrWOté- 
quent 

BD.AC  —  BT  — ÂB'=âb'; 
puis 

BM.CM=— . 

2 

C.  Q.  F.  D.  (Cabiiet.) 


Qa«>Uaii  4WI. 

f  (x)  déëignant  une  fonction  a^ébrique  entière,  de  degré  n  : 

f(x)  —  Ao  +  A,x  ■+■  AfT*  +  -  •*•  A,x", 

on  propose  d'intégrer  l'équation  différentielle 

/■(i)jl-)_  /•'(:t)y(^"  +  /^'(xjyf-t  +  ...  +  (_  OY"(')y  =  <>•  0 

(C.) 
PnBHiéRi  soLUTiOfl.  Soit 

"       1.2.3...»i' 
ei,  par  conspuent  : 


i.î.5...(n-l) 


Si  l'on  subsiiliie  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle, 
celle-ci  devient  : 

Ax)-  ~n')*^fn')—-  -K-  irr(.)<j^=.o, 

ou 

f\x-{x-a)]  =  f{u)=M. 


On  Toitque(« — a^vet  une  inlégrale'de  l'équalion  dHKren- 
lîelle,  si  a  est  une  racine  de 

Si  donc  Si,  a^,  a,  ,..,  a^  soni  Tes  n  raiïncs  de  celle  équation, 
l'intégrale  générale  ni  : 

y  "S  C|(a:  —  a^)''  •*•  Ct[x  —  «i)'  +  — i-  C„{x  —  o,)'. 

MAltGOlt, 

LiautauDi  if  *r(ill(ri«(Li<|a). 

Sbcondk  solution.  S<»ta  une  racine  de  l'équation 

/■W  =  0, (S) 

de  telle  sorte  que  l'on  ail  identiquement 

ou 

/■fai— «  — o)  =  0, 
OU 

«_  Ax)  _  i^m+'^rw— -  (- 1)--^  w 

Les  expressions 


1.2...(»i  — 1)      1.2.  .(n  — S) 
sont  les  dérivées  successives  de  la  fonction 


et   cette  dernière  équation  est  une  intégrale  parlieulière  de 
réqualion  (I). 

Soient  6,  c, . . , ,  Mes  autres  racines  de  l'équation  (3)  :  l'équa- 


-«5J- 
tion  (1)  admet  encom  lei  intégrales  particulières 

.._{'-i>r 


'•la... 

On   en  déduit  qu'elle  admet,  comme  solution  parliculièff, 

Y,-1.2...«A(r,,  +  i,,  +  ...+y,), 
ou 

Y.-A[nx--^S,x-'+  -'-"^S»«---.  +(-  l)"S,]i 

S*  désignant  la  somme  des  puissances  k  des  racines  de  Tcqui- 
tion  (2),  et  A  une  constante  arbitraire. 
L'équation  (I)  admet  aussi  la  solution 

y,»=(ï  — a,)-' 

<T|  désignant  une  racine  quelconque  de 

nx)-o. 

Par  conséquent,  une  intégrale  de  l'équation  (1)  est 

SI  désignant  la  somme  des  puissances  k  des  racines  de  l'équa- 
tion (3),  et  B  une  consrante. 

En  général,  si  S^  désigne  la  somme  des  puissances  k  des  racines 
de  l'équation 


l'équaiion  (1)  admet  la  solution  pariicalière 

-H[(i»-.>--:îi!six-'-'-^<"~'"'|''~''~*'su-'-^— ■+(-ir'.i.]- 

En  Taisant  i^O,  f ,  3,  3  ...n  —  1 ,  on  obtient  n  solutions  parti- 
culières de  l'équation  (l),dont  la  somme  est  l'intégrale  générale. 
Cette  intégrale  s'exprimera  en  fonction  des  coefficients  du  poly- 
nton  f(x). 

ExupLi  :  Si 

/'{x)  =  x»+p«  +  î, 

S,  —  0,    S,=  — îp,    S,=  — 5î, 

rW=>3x»  +  p, 

SJ-0,  SI— .1^, 
nx)=6i,    Sî  =  0. 
L'intégrale  générale  de  l'équation 


«Idone 

,-A(3x-. 

-  cpx + ^)  ■*- 1 

»(-■ 

(V.  JA..I.) 

Question  4aB. 

Vérifier  l'identité 
i.i...{a  +  b)     ci  ^      b     i  b{b~l)  i 


i.i...{a  +  b)     M  fc      i 

i.3...(a-\)A.2...b\.a         t  a-i-1 '^ 


■.^i^V_.iJ°->K;;>-'),._....... 

dan»  truelle  a  f(  b  sont  dfi  nombrn  entier*.         (E.  C.) 


1^^ 


Conséquemment,  la  quuiliti  entre  parenthèses  est 

— /"  x^'(«— »j'<'i=  /"  «"J»  [(«  —  I)  +  (<  —  i)]" 

-y"'x-,6r[(i-.)'+j(t-i)()-.i'-'+-+(<-))']: 

011,  d'après  la  notaUoa  de  Binel  : 

s— 6(0,1 -i-  l)i--B(ii,l.)(e— l)+"-t-B(«,l)(e— 1)" 

t.2.5-(a— l).t.8.5...6  ^  b    l.2.3.(a— 1)1.3.3(6-1)  ^ 
~         1.2.3  ...(a  «-6)        "^  ' 

t(t-l)l.a...(<i-l).<.2...(t-a) 
*      <2      (.2.5  ...(«*  6— 2)  '' 
ou  enfin 

l.î.5...(.-l)l.2.3...!.r       .*6       ,>^(flMf+i-l),      ,,. 
*=       <.2.5...(lH.t)      [<*—(«-')+ ij («-l)•-^-. 

1.2.5...!  '  'J' 

(Uamooh.) 
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QUISTIONS  PBOPOSiES. 


«•«.  Vérifler  ndentilé 

(G.  DB  LoNOCHUin.) 

MB.  TatoRlHB.  Dans  tout  Irîangtc,  la  tomne  des  carra  des 
distances  du  centre  du  cercle  inscrit,  am  centres  des  cercles 
es-inscrits,  est  égale  à  douze  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  eir- 
conscrit,  plus  quatre  fois  le  carré  de  la  dislance  comprise  enb« 
les  centres  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  ex-inscrit. 
C.  Chadu, 

ProbMMU'  ta  LfCM  i»  BardHmi . 

4M.  Trouver  le  réseau  le  plus  général  que  l'on  puisse  tracer 
dans  un  plan,  de  telle  Façon  que  quatre  courbes  prises  au  hasard, 
deux  dans  chaque  famille,  forment  un  quadrilatère  curviligne 
dont  les  côtés  opposés  soient  égaux.  A.  Ribaucoor, 

ingénieur  de»  PodU  ei  ChnsséM,  à  Aiz  ["y 

SM.  Tracer,surune8urfacequeIconque,  unréseau  decourbes 
orthogonales  telles,  qu'en  chacun  des  points  de  rencontre  des 
courbes  de  systèmes  diSérenls,  les  courbures  géodésiques  de 
ces  courbes  soient  égales. 

Remarque.  L'intégrale  générale  est  donnée  par  le  réseau  ortho- 
gonal formé  des  courbes  coupant,  à  iS*,  une  famille  quelconque 
de  lignes  géodésiques.  (A.  R.) 


{*}  1^  proehain  numéro  contiendra  le  commence  mon  I  d'un  Uémoire  di 
notre  nouveau  Collaborateur,  jeune  Géomètre  déjk  célèbre.         (E.  C.) 


HÈHOIRE  SUB  LES  COURBES  ENVELOPPES  DE  CERCLES 

et  sur  laa 

SURFACES  ENVELOPPES  OE  SPHÈRES; 

par  H.  1.  RtBAUCODB,  îagdnisur  des  pouls  cl  chiasijas. 


Ce  Mémoire,  écrit  en  1868,  a  reçu,  depuis,  des  développements 
trè»«onsidérable8,  tellement  que  le  but  primitif  :  étude  des  enve- 
loppes de  sphère»,  a  élé  oublie.  II  paratim  peut-être  intéressant, 
aux  lecteurs  de  la  Nouvelle  Correspondance  ,  de  lire  les  pré- 
misses que  nous  leur  dédions,  bien  qu'elles  aient  élé  écrites  à  un 
point  de  vue  restreint,  dont  l'auteur  s'est  depuis  complètement 
affranchi. 

DES  COURBES  EHVBLOPPBS  DE  CERCLES. 


De  tous  tes  points  d'une  courbe,  donnée  (A),  on  décrit  des 
circonférences  dont  tes  rayons  satisfont  à  une  relation  permettant 
de  connaître  le  rayon,  lorsque  ta  position  du  centre  est  fixée 
sur  (A).  Ces  cercles  ont  une  enveloppe,  composée  de  deux 
brancties  (E),  (E'). 

Un  cercle,  dont  le  centre  est  en  A,  sur  (A),  touche  tes  branches 
(E),  (E')  de  l'enveloppe,  aux  f>oint3  E,  E'.  Ces  points  sont  symé- 
triquement placés  par  rapport  à  la  tangente  D  à  (A),  en  A.  La 
droite  EC  portera  te  nom  de  cortfe  de  contact  du  cercle  A  avec 
Veuveloppe,  Je  désignerai  par  a  la  distance,  comptée  sur  D,  du 
point  A  à  cette  corde  de  contact  EE'. 

Si  l'on  compte  la  longueur  s,  de  (A),  i  partir  d'un  point  de 
celte  courbe,  pris  pour  origine,  le  rayon  r  du  cercle  ayant  A 
pour  centre  est  une  fonction  de  la  valeur  de  s  correspondante. 
V.  17 


—  458  — 

Soient  deux  poinis  A,  A',  infiDÎment  voisiDs  de  (A),  et  dont  la 
distance  est  dt.  Les  cercles  ayant  leurs  centres  en  A,  A'  ont  pour 
rayons  r,  r-t-  dr;  ils  se  coupent  aux  poinU  E,  E'.  Si  Ton  trace 
ElA,  EA';  puis  que  l'on  projette  le  point  A  en  a  sur  Ea',  on  a  : 

Ma  =  dr. 


On  en  oooelui,  pour  a,  la  valeur  : 

dr 
ds 
qui  nous  servira  fréquemment. 

Supposons,  par  exemple,  qu'à  chaque  cercle  de  la  série  que 
l'on  s'est  donnée,  on  Tasse  correspondre  un  cercle  concentrique, 
dont  le  rayon  r'  est  donné  par  l'équation 

k  étant  une  conslante.  On  a 

r'.dr'=  r.dr; 

donc  le»  deux  strie$  de  cerclta  ont  mêmes  cordet  de  contact. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'en  chaque  point  A  de  (A)  (» 
décrive  un  cercle  dont  le  rayon  soit  égal  au  rayon  de  courbure 
de  (A),  en  A.  Soient  R  ce  rayon  de  courbure,  dd  l'angle  de  con- 
tingence : 

_rfR 

en  remplaçant  l'élément  de  (A)  par  sa  valeur  Ad6  ;  donc  la  corde 
de  contact  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  développée  de  (A). 
On  peut  définir  géométriquement,  de  bien  des  manières ,  la 
valeur  du  rayon  r  correspondant  h  un  point  quelconque  A  de 
(A)  :  dans  chaque  cas,  on  construira  aisément  la  corde  de  contact. 


Supposons,  par  exemple,  que  l'on  doone  une  courbe  (B)  telle; 
|ue,  menant  par  le  point  A  une  droite  parallèle  è  une  directiou 
onstante,  le  segment  iolercepté  entre  (A)  et  (B)  soit  égal  au 
ayon  du  cercle,  en  A. 

Soient  A,  A'  deux  points  infiniment  voisins  de  (A);  B,  B'  les 
loints  correspondants  de  (B).  Si,  par  le  point  A,  on  mène  ka' 
wrallèle  è  BB',  on  a  : 

dr  ^  A'a',    ds  ^  AA'. 

Si  Ton  prolonge  BB'  jusqu'à  sa  rencontre,  en  C,  avec  la  tan- 
(«Dte  AA'  i  (A),  Les  triangles  AA'a',  AGB  sont  semblables. 
)oDe 

dr       AB 

;l  comme  AB  est  égal  à  r,  on  a  aussi 
r" 


^ar  conséquent,  la  corde  de  contact  cherchée  a  pour  pèle,  relati- 
vement au  cercle  de  rayon  r,  ayant  son  centre  en  A,  le  point  S 
Vinlertection  des  tangentes  en  A  el  B,  aux  courbes  (A)  et  (B). 

Supposons,  comme  second  exemple,  que  l'on  donne  une  courbe 
nhogonale  à  tous  les  cercles  de  la  série.  Au  point  où  cette 
ourbe  rencontre  l'un  des  cercles,  on  peut  lui  substituer  son  cercle 
le  courbure  :  la  corde  de  contact  sera  toujours  la  même.  Si  l'on 
bserve  que  deux  cercles  de  la  série,  infiniment  voisins,  sont 
rthogonaux  à  ce  cercle  de  courbure,  on  en  déduit  que  leur  corde 
e  contact  passe  par  le  centre  de  celui-ci. 

La  corde  de  contact  FE'  touche  son  enveloppe  (F)  en  un  point 
■  ;  les  centres  de  courbure,  relatifs  aux  points  E,  F'  de  l'enve- 
>ppe,  sont  les  points  C,  C. 

Les  trois  points  F,  C,  C  sont  en  ligne  droite.  En  effet,  on 
eut  remplacer  la  courbe  (F)  par  un  point  et  les  courbes  (E), 
B')  par  leurs  cercles  osculaleurs  en  E,  E';  alors,  ces  deux 
ercles  de  courbure  se  déduisent  l'un  de  l'uuire  au  moyen  de  la 


Iransformalion  par  rayons  vecteurs  réciproques  :  st  l'on  prend  le 
point  F  pour  pAle  de  transformation,  ils  ont  donc  leurs  cenlrei 
en  ligne  droite  avec  F. 

Si  du  point  S,  pAle  de  EE'  par  rapport  au  cen 
ayant  son  centre  en  A,  on  décrit  un  cercle  avec  SE 
ce  cercle  est  orthogonal,  en  E,  £',  à  (E),  (E');  si 
la  série  des  cercles  analogues,  on  voit,  par  ce  qu 
leur  corde  de  contact  est  CC.  Conséquemment,  l 
lieu  du  point  S,  t$l  parallèle  à  CC. 

Ceci  peut  servir  à  déterminer,  dans  certains  cas, 
courbure  de  C,  C.  Une  siropholde  droite  peut  ë 
comme  l'enveloppe  d'une  série  de  cercles  ayant  leu 
une  parabole;  le  lieu  du  point  S  est,  dans  ce  cas, 
cette  parabole,  par  rapport  au  sommet,  c'est-à-dJn 
de  Diodes.  On  construit  le  normale  è  celle-ci,  pui: 
de  la  parabole,  on  mène  une  parallèle  è  la  normal 
lèle  contient  les  centres  de  courbure  C,  C. 


n 

Si  l'on  dérorme  la  ligne  des  centres  d'une  suite  de  circonfé- 
rences, les  rayons  de  celles-ci  ne  changeant  pas,  on  obtient  une 
nouvelle  enveloppe  de  cercles. 

Observons  que,  si  l'on  fait  rouler  la  ligne  (A)  sur  sa  trans- 
formée, après  qu'on  l'a  déformée,  les  enveloppes  des  positions 
successives  des  courbes  (E),  (E'),  sont  les  deux  branches  de  la 
nouvelle  enveloppe  de  cercles. 

Supposons  qu'on  ait  rectifié  la  ligne  des  centres,  e(  qu'on  la 
fasse  rouler  sur  la  courbe  (.\),  en  entraînant  la  série  de  cercles. 

Soient  (c),  (e')  les  enveloppes  relatives  à  la  droite  des  centres; 
(E),  (£')  les  branches  enveloppes  de  (e),  (e')-  Soient,  de  plus: 
c,  c'  les  centres  de  courbure  de  (e),  (e');  C,  C  les  centres  de 
courbure  de  (E),  (E')  :  les  points  c,  C,  <f,  C'  sont  conjugués, 
c'est-à-dire  que  l'un  des  deux  étant  donné,  on  obtient  l'autre  par 
la  consiruoiion  de  Savary. 
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Élevons,  en  A,  les  perpendiculaires  Ay,  A/  aux  droites  AE, 
AE'.  Si  Von  joint  le 
point  y,  où  Ay  ren- 
contre la  droite  ce',  au 
centre  de  courbure  II 
(te  (A),  la  droite  ainsi 
obtenue  contient  le 
point  C.  De  même, 
la  droite  H/  contient 
le  point  C. 

Les  triangles  sem- 
blables Ce/,  CA  H,  don- 
nent: 

Ce        er 

Do  même,  les  (rîanglcs 
Ce'/,  C'AH  donnent  : 

Ce'      e'y' . 
CÂ"ÂH' 


t  c,  menons  la  droite  ei» 
ition  avec  CC 
annent  : 


)lie  plus  baul,  on  voit 


1  deux  parties  égales,  et 
tion  de  D  et  de  CC. 


DésigDODs  par  O  ce  point  d'intersection  ;  par  L  le  point  d'in- 
lerseetioD  avec  AH;  enfin  par  K  le  poini  d'intersection  de  CC' 
avec  la  normale  HK  k  la  développée  de  (A). 

Les  triangles  OAL,  HKL  donnent  : 

HK      UL 
AO"ÂL 

Les  triangles  CHL,  COy  nous  montrent  que  ; 


On  conclut,  de  ces  équations, 
HL 


Ainsi,  quelle  que  soit  la  forme  de  (A),  les  longueurs  AO,  UK 
sont  égales.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  l'on  déforme  la  ligne  des  centres  (A),  en  la  laUtant 
tangente  à  D,  au  point  A  : 

1*  La  droite  qui  Joint  les  centres  de  courbure  C,  C  passe  par 
un  point  fixe  de  D. 

3°  Cette  droite  rencontre  la  normale  à  la  développée  de  (A)  «n 
un  point  dont  la  distance  à  la  normale,  en  A,  à  (A),  est  confiante 
pendant  la  déformation. 

Comme  application  de  ce  théorème,  je  construirai  le  rayon  de 
courbure  d'une  courbe  particulière. 

Considérons  la  série  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  un 
cercle  donné,  et  passant  tous  par  un  point  de  celui-ci.  Si  l'on 
rectifie  la  ligne  des  centres,  l'enveloppe  des  ceMes  enirainés 


devient  une  eydolde.  Or,  on  sait  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  cyclolde  est  double  de  la  normale;  donc,  dans  ce  cas ,  la 
distance  AO  est  égale  à  la  projection  du  rayon  sur  la  tan- 
gente D. 

Courbons  maintenant  la  ligne  des  centres  suivant  un  cercle 
dont  le  rayon  soit  double  de  celui  du  cercle  considéré  en  premier 
lieu  :  l'une  des  enveloppes  devient  une  droite,  l'autre  une  épicy- 
cloldc;  AO  conserve  toujours  la  même  valeur,  et  la  droite  qui 
joint  les  deui  centres  de  courbure  est  perpendiculaire  à  l'enve- 
loppe rectiligne. 

Lorsqu'une  chaînette  roule  sur  une  droite,  sa  base  enveloppe 
un  point.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  veut  trouver  le  centre  de  cour- 
bure de  la  seconde  enveloppe  d'une  série  de  cercles  ayant  leurs 
centres  sur  une  chainette  et  tangents  à  la  base  de  celle-ci,  il 
faudra  projeter  le  pied  de  l'ordonnée  de  la  chainette  sur  la  tan- 
gente; puis,  de  ce  point,  abaisser  une  perpendiculaire  sur  la 
base  :  la  droite  ainsi  obtenue  contiendra  le  centre  de  courbure 
cherché.  (La  suite  prochainement.) 


SUR  LA  FRÉQUENCE  ET  hk  TOTAUTË 
DES  nOHBRES  PREHlERSi 


pv  H.  H.  Brocaud. 
{SuiU,  voir  1.  T,  fp.  I,SS,65,  IIS.) 


Plusieurs  mathématiciens  ont  énoncé  diverses  propositions 
ayant  pour  objet  la  détermination  de  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers, compris  entre  des  limites  données.  Jusqu'A  présent,  il  n'a 
pas  été  possible  d'établir  autre  chose  que  des  limites  approchées, 


ou  même  de  simples  inégalités.  Nous  résumerons  ici  les  proposi- 
tions (]ui  ont  une  certaine  uliliié  dans  (a  question  aetuelle. 
Nous  avons  vu,  au  §  Il  (t.  V,  p.  34),  que  la  formule 


Ix  — 1,08360 


due  à  Lbgeudhb,  indique,  avec  assez  de  précision,  combien  il  ;  a 
de  nombres  premiers  entre  l'unité  ei  un  nombre  donné  x. 
tEOENDRE  compare  cette  formule  avec  les  Tables  de  Wbga,  et  par- 
vient aux  résultais  suivants  : 


HOMBRB  y 

LMITB  X 

PORIIOLB 

T1BLB9 

tuina 

(0  000 

1  230 

1    230 

0 

20  000 

2  3G8 

2  263 

_      5 

50  000 

3  282 

3  246 

—      6 

m  000 

4  205 

4  204 

_      1 

50  000 

5  <5C 

5  134 

_      2 

60  OOO 

6  049 

6  058 

■*■      9 

70  000 

6  949 

6  936 

—     15 

80  000 

7  838 

7  837 

_      1 

90  000 

8  717 

8  713 

_      4 

(00  000 

9  588 

9  392 

•»-       4 

ISO  000 

13  844 

13  849 

.     •*-      5 

SOO  000 

n  982 

17  984 

+       s 

850  000 

22  035 

22  049 

+     10 

300  000 

26  023 

25  998 

-     25 

ssoooo 

29  96) 

29  977 

-H     16 

«0  000 

33  854 

33  861 

-1-       7 

■  Il  est  impossible,  ajoute  Lbgbndrb,  qu'une  formule  repré- 
sente plus  fidèlement  une  série  de  nombres  d'une  aussi  grande 
étendue,  et  sujette  nécessairement  à  de  fréquentes  anomalies.  > 

Leoendhb  dit  que,  pour  x=i  000  000,  il  a  trouvé  t/-» 78  543, 
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tandis  que  les  Tables  doivent  donner  78  527,  sauf  une  erreur  de 
quelques  uniiës. 

Legendre,  n'ayant  pas  h  sa  disposition  de  Tnbles  allant  jusqu'à 
t  000  000,  a  indiqué  le  moyen  de  trouver  ce  nombre  78  S27, 
en  se  basant  sur  des  propriétés  de  la  progression  arithmétique 
A  — C,    2A— C,    3A  — G,  ...  KA  — C,    ...    (a) 

ilans  laquelle  A  et  C  désignent  deux  nombres  premiers  entre  eux. 

Cette  progression  donne  la  suite  des  nombres  impairs,  si 
l'on  prend  A  =  2,  C  ^  1 . 

La  théorie  de  Legendre  ne  parait  pas  avoir  toute  la  rigueur 
désirable.  M.  C.  Moheab  a  montré,  dans  les  Nouvelles  Annales 
(1873,  p.  323)  que  cette  ihéorie  est  inexacte.  D'après  I^egendre, 
en  considérant  dans  la  série  (a),  à  partir  d'un  rang  quelconque, 
Pa  termes  eonsécuiifs,  il  devrait  toujours  exister  un  de  ces  P. 
termes  qui  ne  fût  divisible  par  aucun  de  n  nombres  premiers 
pris,  au  hasard,  dans  la  série  naturelle  de  ces  nombres  : 
t,     3.     5,     7,     11,     15,     17,     li),  ... 

Pi,    P.,     P.,     P4,      P|,        P.,        P),        P..    - 

De  ce  théorème,  supposé  exact,  il  aurait  été  possible  de  déduire 
très-simplement  hpoitulatum  de  Bbrtrard;  mais  M.  C,  Moriad 
en  a  reconnu  rinesacliiude,  en  prenant 

A  =  49493,    C  =  1072,    K»ig7,    ii=-S,    P,  — 19. 

Lbiieiidrb  attachait  une  grande  importance  &  ce  théorème,  parce 
qu'il  en  avait  déduit  la  démonstration  de  la  proposition  suivante  : 

Toute  progression  arithmétique,  dont  le  premier  terme  et  la 
raison  sont  premiers  entre  eux,  contient  une  infinité  de  nombres 
premiers. 

Il  ajoute  :  «  Cette  proposition,  qui  est  très-uiile  dans  la  théorie 
des  nombres,  avait  été  indiquée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
des  sciences  (an  1785);  mais,  jusqu'à  présent,  sa  démonstration 
n'était  point  encore  connue  et  paraissait  offrir  de  grandes  diffi- 
cultés. .  (Voir  t.  V,  p.  38.)  ('). 

(')  Ed  1888,  l'Académie  des  scieneei  proposa,  comne  sujet  de  eoncoun 


La  formule  de  Lkgendrb  peut  être  discutée  comme  équlioii 
d'une  courbe  en  coordonnées  rectangulaires  : 


Celte  discussion  mérite  de  nous  arrêter  quelques  instants. 

Pour  X  <  0,  Lr  est  imaginaire;  il  n'y  a  donc  point  de  couriie 
du  côté  des  abscisses  négatives,  x  ^^  0  donne  jf  ^  0. 

Si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  entières,  à  partir  de  0,  on  obtient 
le  tableau  suivant,  dans  lequel  p  désigne  combien  il  existe,  en 
réalité,  de  nombres  premiers  entre  1  et  x. 


X 

S 

P 

X 

ï 

f 

' 

y 

P 

t 

-0,91 

<l 

8,43 

5 

21 

10,70 

9 

s 

-5,18 

12 

8,6« 

6 

22 

11,20 

9 

5 

200,66 

13 

8,77 

0 

23 

11,45 

9 

4 

)5,*l 

14 

9,00 

24 

11,70 

10 

» 

9,S9 

15 

9,23 

25 

11,95 

10 

6 

8,47 

16 

9,47 

26 

12,20 

10 

7 

8,<3 

17 

9,71 

27 

12,45 

10 

8 

8,03 

18 

9,96 

28 

12,69 

10 

9 

8,08 

19 

10,21 

8 

29 

12,94 

10 

10 

8,20 

20 

10,45 

9 

30 

12,95 

11 

pour  le  grand  prâ  de  Malhémaliqua,  la  question  sairaote  : 

>  6t(Atir  rîgmtrtutcmenl  la  propoiilioH  de  Legendre ....,  doM  là  au  oé 

■  eth  itrait  exacte ...  • 

La  première  mention  fut  accordée  &  H.  Athjihibb  Du»t,  professeur  à  It 

Faculté  des  sciences  de  Rennes.  Le  Hcmotre  du  lauréat  est  intiuilé  :  Sxa- 

mm  d'une  pnposUion  de  Legendre...(PiT\i,  Hallet-Bachelicr.  —  I8S9.) 

(B-C-J 
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Ce  (ableau  des  premières  valeurs  numériques  de  y  est  ulile 
è  divers  points  de  vue,  et  nous  permet  de  faire  les  remarques 
suivantes  : 

1*  La  fonction  y  part  de  zéro  et  augmente  rapidement,  en  res- 
tant négative.  Pour  un  certain  nombre  x<=a  (*),  compris  cnire 
2  et  3,  y  =  —  00  . 

3°  La  fonction  change  alors  de  signe  et  passe  brusquement 
de  —  00  à  -I-  00 .  La  droite  ayant  pour  équation  »  ■=  «  est 
asymptote  à  la  courbe. 

3°  A  partir  de  x  s=  «,  la  fonction  reste  toujours  positive. 
Le  tableau  numérique  montre  l'existence  d'un  minimum  entre 
X  =3?  et  x  =  9.  Pour  en  approcher  davantage,  considérons 
la  fonction  dérivée 

dy       Le  — 2,0856G 


(11—1,08566)* 


Ainsi  le  minimum  unique  de  y  répond  à  une  valeur  de  x,  com- 
prise entre  8  el  9  :  ce  minimum  égale  e*'™»"  ("). 

3'  Pour  X  infini, ^=3  0.  Donc  il  y  a  nécessairement  inflexion 
de  la  courbe,  entre  l'abscisse  du  point  le  plus  bas  et  ta  région  A 
l'inSni  des  x  positifs.  C'est  ce  que  nous  apprend,  d'ailleurs ,  la 
dérivée  seconde  : 

d'y         3,08566— Ix 
d?"°i(E»- 1,08566)*' 

Il  n'existe  qu'un  seul  point  d'inflexion,  ayant  pour  abscisse  la 
valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

Lc,«  3,08366.., 
ou 

1,-21,8...; 


(•)  Ce  nombre  égale  «•-""•-  <E.  C.) 

(")  Oo  ■?  =  «  =  «•/""•.  (E.C.) 


la  valeur  de  y  correspoodinle  est 

21, 8.- 


-=  10,9 .. 
2 


En  ce  point, 


i*  Ce  point  d'inflexion  a  une  certaine  importance  dans  l'Aude 
de  [a  forme  de  la  courbe.  En  effet,  avant  d'arriver  à  cette  régim, 
la  fonction  y  éprouve  un  assez  grand  nombre  de  singularilés, 
tandis  qu'à  partir  de  l'abscisse  X| ,  la  fonction  y  suit  une  marche 
parabolique  plus  régulière. 

TIII 

La  discussion  de  la  fonction  y  nous  permet  de  revenir,  avec 
quelques  détails,  sur  une  intéressante  proposition  énoncée  par 
M.  Lionket: 

Le  nombre  det  nombres  premiers  compris  entre  un  nom6re 
entier  positif  A  et  son  double  est  moindre  que  celui  des  nomArït' 
premiers  non  supérieurs  à  A  (JVoutw//es  À  nnales.  Question  1 073). 

J'ai  regardé  ce  théorème  comme  une  conséquence  immédiate 
de  la  formule  de  Lbcekdrb;  car,  en  admettant  celle-ci,  il  suffit 
de  considérer  l'inégalité  évidente 

2A  A 

1.2A  — 1,08366  I.A— 1,08366" 

M.  LioHnrr  a  objecté,  à  cette  démonstration,  que  la  formule  de 
Lbqehdrb  est  seulement  approchée,  et  peut  même  conduire  i  des 
résultats  inadmissibles.  On  en  déduit,  dit-il,  N'=->SOJ  pour 
A  =  5. 

L'objection  me  parait  facile  A  lever  :  la  formule  ne  s'applique 
pas  à  de  petits  nombres;  de  1  &  t!0,  par  exemple,  elle  n'est  pas  ' 
indispensable.  Elle  a  été  proposée,  surtout,  pour  des  nombres 
dépassant  les  limites  des  Tables.  L'évaluation  approximative  de 
N  n'est  intéressante  que  s'il  s'agit  de  limites  supérieures  à 


celles  des  Tables;  el,  s!  Ton  réfléchit  un  peu  à  la  difficulté, 
non  résolue,  croyons-nous,  dans  l'eut  actuel  de  la  science,  de 
déterminer  la  suite  naturelle  des  grands  nombres  premiers,  on 
doit  considérer,  comme  trés-imporlant,  de  se  trouver  en  posses- 
sion d'une  formule  aussi  approchée  que  celle  de  Legeudhb. 

Ainsi  donc,  à  moins  que  U.  Liohnet  soit  parvenu  directe- 
ment ft  établir  ce  théorème,  indépendamment  de  tout  posfu/aftim 
ou  de  toute  autre  formule  approximative,  nous  nous  croyons  en 
droit  d'invoquer  la  formule  de  Lbgbrdrb  à  l'appui  de  notre 
démonstration. 

Nous  avons  montré,  à  diverses  reprises,  l'exactitude  de  cette 
formule,  dans  des  limites  assez  étendues.  Nous  avons  reconnu 
aussi,  par  une  vérification  directe,  l'exactitude  du  théorème  de 
H.  LiONHBT  dans  les  limites  des  Tables;  mais ,  en  dehors  de  ces 
limites,  nous  ne  voyons  que  la  formule  empirique  de  Legendrb, 
ou  la  formule  démontrée,  de  M.  Tchébtcbbp,  qui  est  encore 
moins  approximative  que  la  précédente,  ainsi  que  l'a  fait  obser- 
ver H.  Catalan  (i.  V,  p.  115).  La  démonstration  donnée  ci-dessus 
deviendrait  donc  plus  rigoureuse,  si  l'on  adoptait  la  seconde 
formule  : 

2A  A 

I.2A-1  *^     iÂTTÏ 

Ce  cbangement,  presque  insignifiant,  suffirait-il  pour  la  mettre 
k  l'abri  de  toute  objection? 

A  part  le  cas  d'exception  signalé  par  M.  LionneT,  les  formules 
de  LEGEimaB  et  de  M.  Tcbâbtcbep  conviennent  parfaitement  aux 
applications  faites  sur  de  grandes  valeurs  de  A ,  en  dehors  des 
limites  des  Tables  les  plus  étendues. 

Celte  restriction  est  assez  fréquente  dans  la  théorie  des  nom- 
bres, et  elle  n'a  pas  lieu  de  surprendre.  Ces  formules  ne  doivent 
être  employées  que  pour  de  grands  nombres  el  de  grands  inter- 
valles. Elles  ne  sauraient  éire  utiles  pour  de  petits  nombres,  et 
c'est  leur  demander  plus  qu'elles  ne  doivent  donner ,  que  d'en 
tirer  la  valeur  de  N  lorsque  la  limite  A  est  â  ou  3,  ou  en  général, 
un  nombre  assez  petit.  (La  suite  prochainement.) 


SUR  US  TRUHGLES  HOMOLOGIODESi 

pir  H.  NsniUG. 


1.  Soient 

f{x,  y,  «)  =  A„sc*  -4-  Any*  -t-  Ang'  +  2A„y»  +  2Aj,«x  ■*-  2A„j:y=0, 

l'équation  d'une  conique  S  rapportée  au  triangle  de  rérërence 
ABC;  f„  fi,  ff  les  moitiés  des  dérivées  partielles  de  f(x,  y,  z). 
Les  polaires  des  points  A,  B,  C,  représentées  par  (*) 

fi  -=  A„i  +  A,,s  +  A„2  =  0, 
/■,  =  A„a!  ■*■  Aat/H-  A,^  =  0, 
/",  —  A„* -*- A„y  +  Ao«  =  0, 

forment  un  triangle  A'B'C,  appelé  polaire  de  ABC  par  rapport 
à  S.  Les  points  d'intersection  des  cAlés  correspondants  des  deui 
triangles  sont  déterminés  par  les  équations 

«  =  0,     f,=0;    t/=0,     /".^O;     2  =  0,     f,  =  0; 

auxquelles  on  peut  substituer  : 

V  2 

A,t        A„ 

„        *  «         « 

y  =  0,     —  +  — _0; 
An        A» 

X  V 


(')  Pour  plus  de  symilrie,  on  écrit  indifTéreiniiient  A,t  ou  A„,  A,,  on 
A„,  A,,  ou  A„. 


On  voit  facilemenl  que  ces  points  sont  situés  sur  la  droite  re- 
présentée par 


Par  conséquent  :  1°  Deux  triangles  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  conique  sont  homologiques  ;  3°  Tun  de  ces  trian- 
gles étant  pris  pour  triimgle  de  référence,  les  coordonnées  de  l'axe 
d'homologie  (*)  sont  inversement  proportionnelles  aux  coeffl- 
denls  des  rectangles  des  variables  dans  l'équation  de  la  conique. 

9.  Si ,  entre  tes  équations  de  A'C  et  B'C,  on  élimine  z,  on 
trouve ,  pour  l'équation  de  ta  droite  CC, 

I     A„x  ■*-  A„y,     A„     I   ^ 
I     AmX  -t-  Ab>/  ,     An     I 
ce  qui  revient  à 

Bh(  B||,...  désignant  tes  mineurs  du  déterminant 
A„     A„    A 
A»      A„     An  =0. 


De  même,  les  droites  ÀA',  BB'  peuvent  être  représentées  par 

—  B„y-»-  Bui  =  0,    —  BnH-BMJC  =  0. 

On  en  conclut  que  AA',  BB',  CC'  se  coupent  en  un  même 
point  (le  centre  d'tiomologie  des  triangles  ABC,  A'B'C')  dont  les 
coordonnées  sont  inversement  proportionnelles  à  B,g,  B^,  fin- 


{*)  Nous  considérons  comme  coordonnées  d'une  droite  (coordonnées  tan- 
gcnticllfs)  les  coi'dîcients  de  son  équation  en  coordonnées  ponctuellet. 


Hais  l'équaiion  de  S,  en  coordonnées  langenlielles.  esl 

Bi.l'  ■+■  B„^*  -H  B«v'  ■+■  2Bb(i»  +  âBMKi  -t-  ÎB„i>t  =0; 

par  conséquent  :  étant  donnéi  deux  triangles  polaire»  rkipn- 
que»  par  rapport  à  une  conique ,  si  l'on  prend  l'un  d'eux  pow 
triangle  de  référence,  les  coordonnée»  du  centre  d'ftomobgie  nnJ 
inversement  proportionnelles  aux  coefficients  de»  rectangle»  dtt 
variable»  dans  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnéei  langtn- 
tielte». 

9.  Deux  triangle»  homologiquc»  ÀBC,  A'B'C  sont  to^jom 
polaire»  réciproque»  par  rapport  à  une  certaine  conique. 
En  effet,  prenons  ABC  pour  triangle  de  référence,  et  soit 


l'équation  de  l'axe  d'bomologie.  Les  cAlés  de  A'B'C  peuvent  éire 
représentés  par  des  équations  de  ta  forme 

mx  +  w^O,     py+w^O,     qz-t-u  =  0; 
lesquelles  se  ramènent  aux  suivantes  : 

A,|X  +  k„y  ■*-  Ai,s  =  0, 
A«a;  -t-  A,^  -t-  Aaz  =  0, 
Ai|X  -•-  A«y  +  AuZ  =0. 

Doncces  droites  sont  les  polaires  de  A,  B,  C  par  rapport  à  U 
conique  ayant  pour  équation 

2a„i'+  22A«^y  =  o. 

Vuiei  encore  une  autre  démonslralion  du  même  théorème. 
Soient  a,  p,  y  les  coordonnées  du  centre  d'homologic,  ABC  étant 
le  triangle  de  référence  ;  celles  de  A',  B',  C  peuvent  être  dési- 
gnées, h  un  facteur  prés,  par 

a',p,y;    «,p',r;    a.p.r'- 
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Exprimons  que  A'  e(  B'  soni  sur  la  polaire  de  Ç  par  rapport  à  une 
coniqae  ;  nous  aurons 

At,a  ■*■  At.P'-H  Aar  =  0- 

On  satisfoit  à  ces  équations  en  posant 

a'p'  -  «p 

Il  en  résulte  que  les  triangles  ABC ,  A'B'C  sont  polaires  réci- 
proques, relativement  à  la  conique  représentée  par 

4.  Deux  triangles  bomologiques  ABC,  A'B'C,  donnent  lieu  à 
deux  hexagones  remarquables. 

Le  premier  de  ces  hexagones  a  mêmes  sommets  que  les  trian- 
gles. Les  diagonales  AA',  BB'  CC  se  coupent  en  un  même  point; 
donc  iV  est  ctrconacriptible  à  une  conique  S'  (réciproque  du  théo- 
rème de  Brianchon). 

L'autre  hexagone  est  Formé  par  les  côtés  des  deux  triangles. 
Ses  côtés  opposés  se  rencontrent  sur  une  même  droite  (l'axe 
d'homologie)  ;  par  conséquent,  i7  est  inscriptible  à  une  conique  5" 
^réciproque  du  théorème  de  Pascal). 

Conservons  les  notations  des  numéros  précédents,  e(  oher- 
;hens  l'équation  de  S".  Supposons  qu'elle  soit 

C„x'  -*-  C„y*  +  C„z'  -t-  2C,txy  +  2C„y£  -+•  2Cj,ix  =  0. 

Les  points  ofi  S"  rencontre  BC  vérifient  l'équation 

C»s'-t-2C„ya-*-C,^'-=0 (1) 

Pour  exprimer  qu'ils  coïncident  avec  ceux  oii  A  B' et  A'C  cou- 
pent BC,il  suffit  d'identifier  l'équation  (1)  avec 

(Aiiy  +  Atii)(A»V  -*-  Amï)  =  0. 
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A  cet  effet,  on  peut  poser 


"AT 


On  en  conclut  facilement  que  l'équation  de  S"  est 


2A..x«+2( 


^ss 


AmA85\ 


Si  on  la  combine  avec  Téquation  de  S,  on  trouve 

Bii  Bw  Bbb  . 

—  yz  -^  —  zx  -i xy  =  0, 

A«5  A„  Al, 

équation  d'une  conique  circonscrite  à  ABC. 

5.  En  résumé  : 

1^  Deux  triangles  homologiques  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  certaine  conique  S; 

2®  Leurs  sommets  sont  ceux  d'un  hexagone  H  drconscriptibk 
à  une  conique  S'; 

3^  Leurs  côtés  sont  ceux  d'un  hexagone  H'  inscriptible  à  une 
conique  S"; 

4^  Les  points  communs  à  S  et  S"»  et  les  sommets  de  Fun  des 
triangles f  sont  sept  points  d'une  même  conique  S'"; 

5^  Les  tangentes  communes  à  S  et  S\  et  les  côtés  de  l'un  dei 
triangles,  sont  sept  tangentes  d'une  même  conique  S'^; 

6*  Par  rapport  à  la  conique  S,  les  hexagones  H,  H';  les  coni- 
ques S'  et  S";  les  coniques  S'"  et  S"  sont  des  figures  polaires 
réciproques  (*). 


Notes  du  Rédacteur.  —  I.  Les  propriétés  2®  et  3*  ont  été 


(*)  Les  propriétés  4»  et  5»  sont  peat-étre  nouvelles;  les  autres  sont  plos 
ou  moins  connues.  Voir,  par  exemple,  la  Note  de  M.  Folie  :  «  Synihhe  des 
théorèmes  ^  Pascal  et  de  Brianchon.  «  (Bulletins  de  FAcadémie  royale  de 
Belgique ,  août  4  877.) 
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inoncées  et  démontrées,  pour  la  première  fois  (?),  dans  mon 
Ipplicalion  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  (1848).  M.  Folie,  qui 
es  a  retrouvées  naguère  (*),  s'est  empressé  de  reconnaître  mes 
Iroils  i  la  priorité  (**). 

II.  Dans  l'ouvrage  cité,  ou  dans  les  Nouvelles  Annalei  (^iSH^), 
'ai  donné  encore  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  deux  hexagones  H,  H'  sont,  l'un  inscrit,  l'autre  cir- 
onscrit  à  une  même  conique  C ,  de  manière  que  les  sommets  du 
rremier  soient  les  points  de  contact  des  cotés  du  second;  l'hexa- 
gone de  Brianchon,  déduit  de  H,  et  l'hexagone  de  Pascal,  déduit 
te  H',  sont  polaires  réciproques,  relativement  à  la  conique  C  ('"). 

III.  Il  restait  k  démontrer  la  réciproque  de  ce  théorème  connu  : 
leux  triangles,  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  conique  C, 
lont  homologiques;  réciproque  énoncée,  d'une  manière  un  peu 
rague,  par  M.  Folie  (iv).  A  ma  prière,  M.  Neuberg  a  bien  voulu 
l'occuper  de  cette  question.  Non-seulement  il  a  mis  hors  de 
loute  la  réciproque  énoncée  par  M.  Polie  ;  mais  il  l'a  démontrée 
implement.  Sa  Note,  qu'on  vient  de  lire,  sera  suivie  d'un  com- 
tlément  remarquable,  relatif  aux  tétraèdres  homologiques  (v). 


(*}  Sj/nihtti  det  Ihiorimei  de  Paitaleî  de  Brianehon  (p.  186). 

(")  ReiUtution  de  priorilé  m  faveur  de  M.  CafaIan(BulIetitu,  ocL  1878, 

I.  57«,  norcmbre  1878,  p.  W6). 
C")  Bullelitu,  novembre  t878,  p.  946. 

(it)  >  BrianefaoQ,  SleJDer,  Poncelet,  Heue,  etc.,  ont  bien  cherché  les 
propriétét  des  hexagones  dont  l'un  e»t  le  polaire  réciproque  de  l'autre; 
mais  t'If  ne  eemblent  pat  t'élre  doulét  que  l'hexagone,  dont  ta  tommclt  tue- 
teteifi  lont  let  inlenttliont  dei  titit  allemanli  d'un  hexagone  de  Paieal, 
peut  être  contidéri  comme  le  polaire  réciproque  de  ee  dentier.  *  (Ballclins, 

oût  I877,p.  187.) 
(v)  Au  dernier  moment,  H.  Le  Paige  me  fait  observer  que  les  proprUléi 

t*  «(  3*  scmblentavoir  élô  trouvées  aussi  porPonccIcl  (^pp^icofiofud'y/fui- 

f$e  et  de  Giomilrit  ,\.l  ,f.  IZl). 


EXPOSITION   DES   PREMIÈRES  PROPRIÉTÉS  DES   SURFACES 
DU  SECOND  DEGRÉ; 

piT  H.  LllClEH  Itn.  prohsBenr  de  milhématLqun  spéciales,  Huljcét  de  Rennes, 


Programiie  :  Recherche  de  l'ordre  et  de  la  classe  ;  plans  polairri; 
pôles;  droites  conjuguées;  centres;  plans  diamélraux;  diamètm. 

Nous  supposerons  toujours  qu'un  point  est  donué  par  ses  coor- 
données liomogènes  x,  y,  z,  t.  Rappelons  que  les  coardonnées 
linéaires  sont  f '7'  f  ;  ou  encore,  t,  y,z,  en  supposant  (=i.Les 
quantités  {x,  y,  z,  t)  ne  sont  jamais  nulles  toutes  h  U  fois  ;  il  en 
résulte  que  (=0  earactérise  les  points  à  l'infini,  et  que  l'on  n'aura 
pas  besoin  de  donner  à  x,y,  z  des  valeurs  infinies. 

On  convient  de  rcgnrder  tous  les  points  ù  l'infini  comme  élaoi 
situés  dans  un  plan,  sott  parce  que  l'équaiion  t=0,  qui  les  carac- 
térise, est  du  premier  degré,  soit  paive  que  (=0  est  l'équation  à 
laquelle  on  parvient  en  faisant  tendre  A,  B,  C  vers  zéro  dans 
l'équation  générale  du  premier  degré, 

Aj  -V  Uy -^  Ce -«-  D(=0, 

c'est-à-dire  en  faisant  éloigner  à  l'infini  un  plan  quelconque. 

Faire  f  =  0  dans  l'équation  d'une  surface,  ou  la  couper  par  le 
plan  à  l'infini,  sont  deux  expressions  synonjmes. 

Rappelons  enfin  que  si  {x,  y,  z,  t),  (x',  y',  z',  (*)  son!  les 
coordonnées  de  deux  points  M ,  M',  un  troisième  point  P,  situé 
sur  la  droite  MM',  a  pour  coordonnées  : 

X  =  ftx  -*-  p'ar', 
Y  =  (ty  -H  n'y', 
Z  =  fiz  +  f»V, 
T  =  /t(  -I-  ft'l': 


^  représente  le  rapport  f^.-Si^  est  positif,  le  point  P  esl  entre 
M  et  M'  ;  si  ^  est  négatif,  le  point  P  est  en  dehors  du  segment 
MH'-  On  obtient  tous  les  points  de  MM'  en  faisant  varier  le  rap- 
port ^',de — 00  à  +  00  :  deux  points  P,P',  correspondant  à  deux 
valeurs  de  ^ ,  égales  et  de  signes  eoniraires,  sont  conjugués 
harmoniques,  relativement  aux  points  M,  M'. 
Cela  posé,  soit 

f{x,y,z,t)  =  \x*-*-  Ay-t-  A"i'-*-2Byz  -+-2B'M;-t-  2B"xj/ 

+  2Ci(  +  aC'yt  ■*-  2C"2t  -•-  Dl*=  0,  .     .     .         (i) 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré. 
Nous  résoudrons  d'abord  le  problème  suivant  : 

.    Problëhb.  Trouver  l'ordre  d'une  surface  du  second  degré. 

L'ordre  est  le  nombre  de  poinis  communs  à  la  surface  et  à 
une  droite  quelconque. 

'  Nous  déterminerons  la  droite  par  deux  de  ses  poinis  M 
[x,y,  z,  t)  et  M'  (x*,  y',  z',  ('),  Un  point  quelconque  de  cette 
jroiif  a  pour  coordonnées'  X,  Y,  Z,  T. 

Exprimons  qu'il  est  sur  la  surface  (1).  Il  vient 

fiY(x.y,i,()  +  aP;<c'-^fx''/"(x.y',ï'.O  =  0,    .     .     (2) 
;n  posant 

2P  =  r'/;(x',  y;  z',  t)  +  yT,  +  z'f.  +  t'f'. 

=  xf;.(x\y\z\f)  +  yr,.-^zf:.  +  tn.     .    .    (3) 

L'équaiion  (9),  étant  du  second  degré  en  ^i  la  droite  MM'  a 
leux  points  sur  la  surface  :  la  surface  est  du  deuxième  ordre. 

Discussion.  L'équation  (3)  peut  avoir  ses  racines  égales.  Dans 
c  cas,  l'on  a 

V^- f{x,y,z,l)f(x\y\z,n^^-,  ....     (4} 

i  la  droite  MM'  est  tangente  à  la  surface. 
Regardons  le  point  M' comme  fixe  et  le  point  M  comme  mobile. 
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i'équalion  (i)  représente  le  cdne  circonscrit  à  la  Burface  et  doot 
le  sommet  est  M'. 

En  particulier,  si  t'  lend  vers  0,  de  manière  que  l'oo  ait  con- 
stamment 


c'esl-à-dire  si  le  sommet  M' du  cône  circonscrit  s'éloigne  à  l'infini, 
parallèlement  à  la  droite  représentée  par 

m      n      p 
l'équation  (i)  devient 

Dans  celle-ci,  nous  avons  posé 

f(x,t/,x)  =  AT*+ A'y'+y'x'-t-  ÎByi  +  2B'ïJC-t-«B"3cy.     .    (6) 

L'équation  (S)  est  celle  du  cylindre  circonscrit  à  la  surAice  et 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  même  droite. 

Rbmarqub.  La  courbe  de  contact  du  cane  circonscrit  i  udc 
surface  du  second  ordre  est  plane  ;  l'équation  de  son  plan  est 

P  =  0 (7) 

La  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  est  égalemeol 
plane;  l'équation  de  son  plan  est 

mf,  -H  «/■;  +  p/^;  —  0 («) 

On  la  déduit  de  (7)  en  faisant  f  -=  0  et 


(La  suite  prochaitwment.) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait»  de  deux  lettres  de  M,  Desbovet. —  ■  La  siiième  puis- 
sance d'un  nombre  enlitr  quelconque  esl  égale  k  la  différence  des 
sixièmes  puissances  de  deux  auires  nombres  enliers,  diminuée 
du  triple  carré  du  produit  des  trois  nombres.  ■ 
>  Peut-OQ  résoudre,  en  nombres  entiers,  le  système 

D'après  mes  essaisje  penche  pour  la  néga(ive;mais jen'ai  pas 
de  démonstration.  ■ 

■  Je  viens  d'être  assez  heureux  pour  trouver  une  méthode 
nouvelle,  qui  me  donne  de  nombreuses  identités,  et,  par  suite,  la 
résolution  d'un  grand  nombre  d'équations ,  en  nombres  entiers. 
£n  particulier,  j'ai  trouvé  le  moyen  d'obtenir  une  infinité  de  solu- 
tions, en  nombres  entiers,  de  l'équation 

1»+  y*=  J»+   m'j 

ce  que  je  croyais  impossible ,  surtout  parce  que  personne,  k  ma 
connaissance,  ne  l'avait  résolue.  Sans  exposer  ici  la  méthode,  je 
vous  donnerai  seulement  l'identité,  facile  b  vérifier  : 

1  203' -I-  76'<=  H76'-i-  6S5*.> 


(*}  Notre  lionorabli!  CorrespondaDt  ne  compte  certamemeDl  pu  la  solu- 
lian  KfmliqM  .■ 

x  =  t,    'j=u,    i=ti. 

(E.C) 


SOLUTIOHS  DES  ttUESTlONS  PROPOSÉES. 


Qneatlon  30. 

Démontrer  que 

pour  a  ^  0  (*).  (J.-W.-L.  GuiSBlB.) 

Par  définition  : 

—     "do"  *  )  .2  i(o'  ~  1 .2.3  J?  "^  "■ 
On  a  donc  : 

.   -,-_^.^,_,.^_.._-_x-H-...)-.-— ; 

el,  à  cause  de 

a  /  ■ 

-; r;  ^    /       C""  C08  6x  llx  : 

a'  +  b       iJ 
e    "'[-^ — It)^*    '*'/     e~"cosbxdx^/    e"''~" coabxdx. 

En  faisant  a  =  0,  dans  le  second  membre,  on  trouve 

r   _*î/    a    n  r"  Vn  _•! 

I  e   "M-î — 7ï    I     =  /      e"'i:osbxdx^——e   *■ 

I       w+tvj^    y  2 


(*)  Ce^te  condition,  a:=0,  a  élé  oubliée  dans  l'éa 
{S.  C.  M.,  I.  I,  première  édition,  p.  07). 


Huiliplions  par  i,  et  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  6^;  îl 
viendra 

Ajoutant  les  deux  dernières  relations,  nous  obtenons 


-gr,(.-^y-i)-, 
L    (.•+6Y    J 


(J.-W.-L.  Gumra.) 


Qneatton  41. 

Si  n  =  [TV  .3  +  1,  ofl  a,  idenfiçu^ment, 

C^,-3Cj  +  3'(V. ±3-'C„.,=.2~-'. 

(E.  C) 
Si,  daDs  la  formule  de  Hoivre  ; 

(cosç  +  y  —  1  sin ç)*"  c=cos3nf  -«- 1/  —  i  sinitvf, 

on  suppose  7  ^  |t  elle  devient 

(l -*- K^)*- =- 2*"  [coB  2n  ^ -t- 1/^  sioSn  ^1  ■ 

Mais,  par  hypothèse, 

n  — SA  +  lj 
donc 

jr  2  1       — 

wn  2n  -  =»  sin  -  ff  ^  ~  l^  5. 
3  3  z 

Développant  le  premier  membre,  et  idcnlifiant  les  parties  ima- 
ginaires, on  trouve  la  relation  énoncée. 

N.-B.  Celle  identité  a  été  prise  pour  exemple  ;  le  même  pro- 
cédé peut  en  donner  une  infinité  d'autres.  (E.  C.) 


QnvaUon  tOB. 

Dattt  l'elUpie,  le  demi-diamètre  Oh' ,  perpendiculaire  à  latar- 
maie  en  M,  est  moyen  proportionnel  entre  les  rayon»  vectewi 
FM,  F'M. 

On  a,  par  des  formules  connues  : 

—  a V  +  6'x* 


h  -x]\a X 

a   I  \        a 


MaU 


d  étant  In  dislance  du  cenire  à  la  tangente  en  M.  Et  comme, 
d'après  le  premier  théorème  d'Apollonius,  abe^da',  la  dernière 
égaillé  se  réduit  i 

t/B  =  a"n. 

CE.C) 


Queatlon  t8S> 

Déterminer  directement,  au  moyen  de  la  table  dee  nombre* 
premier»,  le  dénominateur  du  n**"'  nombre  de  BemoulU.  Démon- 
trer,  en  particulier,  les  proposition»  suivante»  : 

i'  Si  p  et  q  sont  premiers  entre  eux,  le  dénominateur  deBf^e»t 
divisible  par  le  produit  des  dénominateurs  de  h^  et  de  Bq. 

3°  Si  2p  -^  1  est  un  nombre  premier,  ce  notaire  divite  le 
dénominateur  de  Bp.  (É.  Lucas.) 

Je  désire  seulement  appeler  l'altenlion  sur  une  indication 
biblii^rapliique ,  de  nature  k  faciliter  la  solution  de  la  question. 


(')  Cotm  d'Jnaiyte  d»  VVnioerHii  dt  Liigt,  leconde  ëdiUoD,  p.  *8S. 


La  plus  complète  série  de  nombres  de  Bernoulli  s  été  donnée 
par  H.  J.  C  Adais,  dans  le  tome  LXXXV  (1878)  du  Journal 
€te  CreUe-Borehardt. 

Ohm  avait  donné  déjà,  dans  le  tome  XX  du  même  Journal,  les 
valeurs  des  31  premiers.  M.  Adams  a  donné  les  valeurs  des  31 
nombres  suivaats-Ils'estservi,  pour  cela,  du  Théorème  de  Siaudt 
(flT.CJf.,  t.III,  p.70.) 

Les  dénominateurs  ont  des  valeurs  assci  petites,  qui  se  repro- 
duisent avec  une  certaine  régularité  (*), 


G 

SI 

1806 

41 

498 

30 

S2 

690 

43 

3404310 

M 

33 

383 

43 

6 

30 

U 

46410 

44 

61410 

66 

S5 

6« 

45 

373118 

«730 

36 

1  590 

46 

1  410 

6 

27 

798 

47 

6 

510 

38 

870 

48 

4501  770 

798 

39 

354 

49 

6 

350 

30 

56786730 

50 

33  330 

(38 

SI 

6 

51 

4  326 

«730 

33 

310 

53 

1590 

6 

33 

64  733 

55 

643 

870 

34 

30 

54 

309  191  710 

U33i 

3S 

4686 

55 

1618 

510 

36 

140100870 

56 

1  671  370 

6 

37 

6 

57 

43 

1919190 

58 

30 

58 

1  770 

6 

59 

5  318 

69 

6 

30 

13  530 

40 

350  010 

60 

3338355930 

{*)  Il  wrilt  plu  cuet  de  dire  : 
duisenl.  ■ 


1  lu  petits  dénominateiirs  «e  repro- 
(E.C.) 
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Enfln»  )efi(  dénominateurs  de  B^i  /  B^s  sont  6  et  30. 

La  série  de  ces  nombres  est  assez  étendue  pour  permettre  de 
faire  quelques  remarques  sur  les  relations  entre  les  <]iviseurs  de 
Bit  et  de  n.  On  peut  donc,  sinon  démontrer,  au  moins  vérider,  et 
étendre,  par  induction,  au  delà  des  limites  de  cette  table,  Texac^ 
titude  des  propositions  énoncées,  sans  parler  d*autres  propriétés 
que  Ton  pourrait  reconnaître. 
-   Ainsi,  Ton  voit  que  : 


3« 

S*» 
6* 


6  divise  tous  les  dénominateurs. 


10 
7 
11 
91 
29 


Ces  diverses  remarques  son 
positions  énoncées  par  M.  Lucas. 


d*ordre  pair, 
d'ordre  3n. 
d'ordre  5  (2n -4-1). 
d'ordre  6n. 
d'ordre  lin. 

renfermées  dans  les  deuxpro- 
(H.  Brocard.) 


Question  13d. 

Quelle  est  la  forme  linéaire  des  diviseurs  premiers  des  numé- 
rateurs de  Bp  ?  (É.  Lucas.) 

La  table  des  nombres  de  Bernoulli,  déterminés  par  M.  Adavs, 
donnerait  la  solution  de  cette  question, &  condition  de  décomposer 
les  numérateurs  en  leurs  facteurs  premiers. 

Les  seules  remarques  résultant  de  l'inspection  même  de  cette 
table,  sont  les  suivantes  : 

Aucun  numérateur  ne  renferme  les  facteurs  2  et  3,  parce  que 
les  fractions  qui  représentent  les  nombres  de  Bornoulli  sont  irré- 
ductibles, et  que  les  dénominateurs  sont  tous  multiples  de  6. 

Les  seuls  numérateurs  divisibles  par  5  se  terminent  par  5  : 
ils  occupent  les  rangs  indiquésrpar  les  nombres  de  la' fqrmc 
8(2n-f  1). 


T . 


■   Voici  l€5  Butnéraieurs  ites  seize  pfepljçw  nombres  de  Qer- 
noulli  :  - 


1 

i 

1 

7 

12 

236  364091 

-2 

1 

8 

5  617 

13 

8  ti93 103 

4 

9 

i3  867 

14 

23  749  461029 

3 

10 

474  6)1 

15 

'  â61S841S76005 

fi 

691 

II 

854  613; 

IG 

7  709  321041  217 

(H.  Brocard.) 


Question  A33- 

.  TrùuoerAtt  loide  formation  des  nombre»  à  la  fois  triangulaires 
et  carrés.  (Philippe  Breton.) 

I.  L'équûtion  du  problème  : 


se  transforme,  immédiajemeiît,  en 

(%  +  l)'-2(2i)'=1 (*) 

Si  l'on  développe  \/ï  en  fraction  coniinue,  on  trouve  les  réduites  : 
1        3       7       17       41        99       239       577 
ï':2'.    5'..    12'      29'      70'      169*      408"" 

Par  conséquent  : 

2x  =  2,  12,  70,  408,  ...,  . 

2y-+-  1=3,  17,  99,  577,  ...; 
tu                • 

x=l,  fi,  SE»,  204.  ... 

j,,=  1,  8,  49,  288,  .. 


II.  Les  valeurs  générales  de  x  et  de  y  sont  données  par  la 
fontiules  connue*  : 

S,  +  l_if(l*^'S)'+(l-l/S)-]; 

ou  par  cellcs<i,  qui  s'en  déduisent  : 

x  =  ^■^Cu,^-iC^,^■VC^,-^ (J) 

j_C„+ÎCj  +  ÎT„  +  - (5) 

D'ailleurs, 

«•-^[(1  +k'2)''  +  (l  -l/ï)"-8]i 
c'est-à-dire  : 

«■-jpM-n&M -►«;.«-►••■]•    •■•(») 
Ainsi,  les  nombres  demandés  sont  donnés  par  la  formule 

«-'-[C^-<-K^-i-rc^-i--]:     ...(') 
ils  sont  entiers,  carrée  et  triangulaire»  C^. 
ni.  D'après  la  valeur  de  3y-(-l,ona 

y_l[(l/S-H)-_(l/4-l)-]'- 
Si  nesl  pair,  celle  formule  peut  être  écrite  ainsi  ; 

y-2^C„-l-^C,.^2■C„-^■••]•J.    .    .    .    («| 
CI,  si  n  est  impair  : 

y-li*iC.,*¥C^*-f (9) 

(•)  Votr  iV.  C.  U.,  1. 111 ,  p.  IM,  et  l.  IV,  p.  I«7. 


~  le  Beeond  cas,  y  ett  un  carré  impair;  et,  dans  le  premier, 
iûtMe  d'un  carré  pair. 

l  propos  des  fracu'ons  coalinues,voiei  quelques  propriétés 

évidentes  : 

u  terme»  de  deux  réduitei  consécutives  ne  peuvent  être 

Mitra; 

une  réduite  a  ses  terme»   impairs,  cAocune  des  deux 
voisines  a  un  terme  pair  (Corollaire  de  1'); 
trsqtte  deux  réduites  consécutives  ont,  chacune,  un  terme 

même  propriété  stdiaiste  pour  toute»  les  réduites  sui- 
(E.  C). 


wr,  sou*  forme  finie,  les  valeur»  des  expre»»ions  : 

A-riiLijrf.../"""-^'")^, 

J         I  -I-  x*  J  i  +X* 

J       I  -t-  a:'         J  i-t-  !^ 

(É.  GnïsrasOn. 
s  règles  relatives  i  la  diGTérencialion  sous  le  signe /)  on 

di      1(1  -I-  a) 


dk      1(1-1-»)        /■' l 

«fa  "^  1  -I- o*  "*'y  (i-*-it 


'■'11'-' 

iction 

a  \      X  ■¥  a 


lile  Ghysens,  Répélîlenr  d'Analyse  k  l'École  des  Mines  (Liège), 
mourir  à  l'ige  de  trente  ans.  Ce  jeune  homme,  déjà  connu  par 
travaux  inléresMDls,  donnail  de  grandes  espérances. 


/'  Xii  1(1  -I-  g)  I       rl  »-! 

(i-n-Ki*")"    )  +a'  *  rrsLi      ïJ' 


II.  De  mâme, 

j/B  la  /^'  a:rfa;  /"  dx 

da  "  1  Ï1Ï*  "^.y     (l-fx*){i-*-ax)  ^J     (I  +  t»)  {a  +  a:)  ' 

ou,  par  ce  qui  précède, 


Ainsi 

dâ  ~l  -i-o'â' 
puis 


(')  On  n'i^oute  pas  de  coniUnle,  parce  que  A  doit  s'tnDnler  itm  »■ 
{")  LonqueaasO, 

B  =  —    /     ■- -dx-*-  I     r-dx=0\ 

«r,  comme  oq  va  le  voir,  oclte  intégrale  a  nnc  valeur  finie. 


m.  Si  l'on  suppose  a^l,  chacune  des  formules  (I),  (3) 
donne 

J        I  +!•  8 

valeur  connue. 

IV.  Les  inlégrales  considërées  par  Ë.  Ghysens  sont  des  gé- 
néralisations de  celles  auxquelles  donne  lieu  la  sommation  de  la 
série 

i  _i      i_l       i_ 

1*        5'  "*"  3'        7'  "*"  8' 

En  représentant  par  G  la  somme  de  celle  série,  on  trouve,  en 
effet  : 


ATofe  si/r  la  constante  G. 


I.  Il  est  bien  remarquable  que  les  sommes  des  séries 
1        t         f 


dépendent,  uniquement,  de  la  transcendante  it,  combinée  avec  des 
sombres  commensurables,  et  que  la  série 


r    5'    &* 

lemble  très-diffieUe  à  sommer. 
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II.  Dans  le  Mémoire  tur  la  Iraniformatùm  de»  uèriet  (*),j'u 
fait  voir  qu'en  représentant  par  G  lo  somme  de 
on  a 


-/■^--/i^^-/i 


"V  I  — i-      ''""1/    «(l-ncX'  + 

III.  A  ces  formules,  peu  commodes  pour  I 
rique,  on  peut  joindre  celles-ci  : 

G=!  n^as-t  r^^ 1  / 

ij    siux       sy     .  »         %J 

•  *         sin  -X  * 

2 

I    /"  dx  arcsinx       «■*       1    f^lmtûax 

-rfLir^d,^..,   / 

y   «■+«-■ 

qui  ne  le  sont  pas  davantage. 

IV.  En  translbrmant  la  série  primitive,  j'ai  In 
calcul, 

G  =  0,91S  969  594  177  21. 


Question  31  !• 
Trouver  la  courbe  dans  laquelk  la  partie  de  k 


(*)  Acùdimie  dt  Belgigut  {Métutirei  dei  taoanU  étn 
(")  La  lellrc  G  si'nx  pr^Kotée  daos  ane  suite  >1ph 

qucli(uci-uncadea  iolégralea  diflnici  conaidéi^es  daiu  le 

trouvéri  pnr  Lcgcndrc. 
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à  Paarémité  du  rayon  vecteur,  comprUe  entre  les  axe»  coordonné», 
e$t  de  ht^vear  constante.  (Azurbui.) 

simplei  qu'il  suffit  d'en  iodi- 

l'LaperiiendicufaireBC, 
au  rayon  vecicur  AP,  ayant 
une  longueur  consiaole,  a, 
Tenveloppe  de  celle  droite 
est  une  hypocyclotde  à  qua- 
tre rebroussements  (*); 

S"  D'après  une  propriété 
connue,  si  l'on  achève  le 
rectangle  ABGD,  et  que  l'on 
projeile  D  en  M.  sur  BC, 

aire  de  l'hypocyclolde,  relali- 

>yen  proporiiouDel  entr«  BP 


COS0; [i) 

normale,  CD  P,  est  la  diago- 
u  rectangle  construit  aur  PA 

courbe  se  compose  de  quatre 

gaux  entre  eux,  et  tangents 

coordonnés  :  l'un  d'eux  est 

ontre; 

donnée  par  la  formule 


K  (eos'i 


tte  de  l'Unhertilédr  I,iégt,êetoaie 


-  ?9a  — 

que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 
ou,  si  l'on  fait  Su^O  : 


-i/-.^ 


Ainsi ,  Yare  AE  a  mime  loagwur  qu'un  arc  elliptique,  fadle  i 
construire  :  les  axes  de  l'ellipse  sont  a  ei  |  ; 
8*  En  particulier, 


ABFC  —  fl /^(/«y  i-j8in»î«— I  /"d»y  I-^bdV 


D'après  cette  expression,  si  l'on 
conslniil  le  carré  ABCD  ajiat  a 
pour  diagonale;  qiic  l'on  prenne 
OE>=0F=^;  puis  que  l'on  (race 
l'ellipse  AECF  et  la  lemnitcaU 
AGOHCIK,  formée  pnr  deux  de 
pelote»;  ce»  dtux  eota^et  âomt  ia- 
périmélree  (*). 

(E.  C.) 


QuabUoii  SS0> 


Dant  le  développement  tfe  (I  d=  ifi,  p  étant  premier,  tout  let 
coeffîcienU  lont  réduetAtei  à  la  forme  ^ .  (E.  C.) 


(')  Pour  ne  pas  compliquer  la  figure,  on  ■  snppoté  la  Icmniacate  inlfrietr 
Il  l'ellipse  ;  en  rëaliti!,  lu  deux  ligocs  ont  six  pointi  communs  (voir  If.  C.  Il- 
t.  IV,  p.  185). 


I.  Ltm.  Soit  h  un  nombre  premier,  non  divtieur  de  e,.  La 
fraction 

,     ofg  -t-  ft)(o  +  26) ...  {o  +  «— Ifc) 
'""  1.3. S...» 

Soit  p  DD  divisenr  premier  du  dénominateur,  diffiârent  de  h. 
PreDOns,  dans  le  numéraleur,  les  p  racteun  eonséeulîft  ; 

a,    &•*•&,    a  -t-  SA,  ...  a  -^  p  — 16. 

Parmi  ces  nombres,  il  j  en  a  un,  et  un  senl>  divisible  par  j)  (*). 
Soit  pa'  ce  multiple  de  p.  Dans  le  numéraleur,  les  senis  multi- 
ples de  p  sont  ; 

pa',    pa'-*-pb,    paf-t-9pb,  ...  pa' -t- {n' —  i)pb; 

n'  étant  le  quotient  entier  de  n  par  p. 
Dans  le  dénominateur,  les  seuls  multiples  de  p  sont 

p,    3p,    Sp,  ...  ti'p. 

Sui^rimant,  aux  deux  termes,  p**,  nous  avons  à  considérer  la 
fraction  atadUaire: 

a'{pl  -t-  h)  (o'  -t-  2t) ...  (fl'  -t-  n^^ft) 

sur  laquelle  on  peut  répéter  les  mêmes  raisonnements.  Cdle-ci 
conduit  à  une  fraction 

o"(o"4-6)..  (a"-«-Tr:^fc) 
'   "  1. «...«"  ' 

n"  étant  le  quotient  de  n'  par  p.  Et  ainsi  de  suite.  De  cette  ma- 


nièr^  oo  fait  disparailre,  du  numérateur  de  f,  foi 
premiers  entrant  dans  le  dénominateur.  Il  n'y  a  < 
pour  le  nombre  premier  b.  Le  lemme  est  donc  déi 

IL  Dans  le  développement  de  (1  ±  z)  ',  le  coe 
est,  en  valeur  absolue, 

?(?-*-pKg+3y) ...  (?-i-n-<p)      y(^+pX?-<-3p)  •■■  (?- 
p.^p.Zp.^np  \  .2.3...» 

donc,  en  vertu  du  lemme,  il  est  réductible  à  la  Ton 

H     \_ 

f'r' 

ni.  Le  Taeieur  p^  est  la  plus  grande  puissance  ( 
le  produit  1.3.3...fl.  D'après  la  démonstration  [ 
par  une  propriété  connue), 


le  symbole  (-^j  représentant  le  plus  grand  entier  o 
Soient,  par  exemple  :  q^^iQ,  p^7,  n— IB.  L< 
»«esl 

i0.17.2».5l.38.4g.52.g9.66.75.80.87.94..- 
^"1.2.3.4.5.6.7.8  .9.10.11.12.43. 

La  dernière  formule  donne  k='(^)—  2.  En  e 

17.12.31.38. B9. 73. 87. 94. lor 


/■-- 


7»t» 


QttsaUon  443. 


Soient  a,  a',  b,  b',  c,  c'  les  côtét  consécutif» 
inscritf  soient  a,  ^,  y  les  diagonales  qui  joignet 
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oppotét.  On  a,  entre  cet  neuf  éléments,  tes  relations 

(ni  +  o'pXte  ■^  l/r)lfa  *■  i!a)  — (o*  *  6i)(4'c'  •»-  «p)  t/iii  -i-  or) 

= faS  —  a61  f  fty  -  fcc'Wva  —  en')- 

(E.  C.) 

iscrits  CA'BC,  A'BC'A  : 

(V^tc— A'C.BC, 
i..|-ll'i'=-A'C.ABi 
et,  par  conséquent, 

b'y-*-bc       BC 

Une  permutation  tournante  donne 
ensuite  : 

ca  CA 
ÎV~BC' 
^  AB 
(^«'"ca' 

mbres  égale  l'unité;  donc 

,K6' *(»)(''«'-►«?)(«'«'+'■>•)•  c) 

riisCA'BA,  ABCB': 

S'.CA  =  ..BC, 

■  .BC  — ^.CA; 

B^iA^  —  ofr'tBC; 
talion  tournante  : 
ic  =  (pr  — '«')CA, 
;A,=  (r>  — «>')AB. 
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Cooséqueinmenl, 
(ep-i-6'c')(«--t-t'<i')(t.+o'6')=(.p-o4')(py— fci'Xr— «•■).  (!| 
(E.  C.) 


La  tomme  de»  diviseuri  des  nombrei  i,  3,  3,...  n,  êgak  la 
gomme  det  plut  grandt  multipleg  de  ee$  nombres,  non  supérietm 
ànC). 

1.  Parmi  les  nombres  1 , 3, 3, ...,  n,  prenons  ceui  qui  sont  divi- 
sibles par  un  nombre  k  ;  savoir  : 


Dans  la  iomme  det  diviteurt,  le  diviseur  k  entre  donc  un 
nombre  de  Tois  marqué  par  [^|  ;  et  la  partie  de  cette  somme, 
formée  de  ce  diviseur,  égale  k(j\t  ou  le  plut  grand  mulAipb 
de  k,  non  supérieur  à  d. 

Par  conséquent, 

/,  ./,  V^....  V»  =  .(?)-^Ê)*3(J)....*»E).    ,i) 

II.  Le  second  membre  de  l'^alité  (t)  est  Terme  de  n  lennes. 
Quant  au  premier  membre,  il  en  contient,  d'après  la  dénxHislr»- 
lion  précédcnie,  un  nombre  marqué  par 


Telle  est,  par  conséquent,  l'expression  du  nombre  det  diviteurt 
des  nombret  1 ,  3, 3, . .. ,  n. 


n  VoirJV.C.  Jlf.,  t.V,  p.M. 


Soit,  par  exemple,  n=13.  La  formule  donne 

<Bli-i-6-+-4+54-3-4-3  +  1-t-l-i'l  -^  14- 1-1-1, 
ou 

En  effet,  le  premier  membre  de  régalilé  (1)  est 

1  -*.1  +  4+| +3+1 +  2-1-4H-1 +5-1.  1+2  +  3 +  6-»-l 
+  7+l+2  +  4  +  8-Hl+3-(-9+l  +  2  +  8  +  10+  1 
-1- 11 -I-1-V2-I-3+ 4-1-6-1-12. 

III.  Si,  de  X«,  on  retranche  Xn-t,  le  reste  égale  le  nombre 
de$  dmseurt  de  n.  Soit  N(n)  ce  reste  :  on  a,  par  la  Tormule  (3), 

".".=-f(;r^)-(^)]4fe)-r^)>- 

4(i)-M];' "> 

On  vérifie  aisément  cette  relation,  en  observant  que  le  terme 
général  du  second  membre, 

©-(^)' 

ett  égal  ai  ou  à  0,  «e/oatfue  k diviie ou  ne  dimte pas  n  (*). 

IV.  Lorsque  n  est  un  grand  nombre,  le  calcul  du  second 
membre  de  l'égalité  (1)  peut  être  taborieui;  mais  il  est  aisé  de 
l'abréger. 

(*}  Il  7  a  exceplioiit bieo  enteodu,  pour  i^i  : 


En  effet,  soient  n,l,k,h,g,  /*,...  les  diviseurs  de  n.dtiu 
l'ordre  décroiuant.  Il  est  visible  que 

e)-(^)=-=(r^)='- 
.  (:-)=G4i)=--(^)' 

Par  conséquent,  la  somme  cbercbée,  Sa,  égale 
[„4.(,_l)+...+,i+))]Q^.[(  +  (l_,)  +  ...H.(44.||](^) 

ou,  plus  simplement  : 

s._l(„*i+i)(»-()Q+l(i**+i)(l-i)(!) 

-î*'-*-"<'-"(ï)*-(ï) w 

Soit  11^13,  auquel  cas  les  diviseurs  sont 
13,    6,    4,    3,    3,    1. 

La  formule  (i)  donne 

2  2  2  2  2 

(E.C.) 
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Étant  dotmét  u»  eerc/e  er  une  hyperbole;  par  un  poûu  P  de 
l'hyperbole,  on  mène  des  paralièki  aux  agymptotes  :  1"  elU$  ren- 


omirent  U>  trois  st/tlèmet  de  eécantei  communes  en  trois  couples 
de  quatre  point$  qui  sont  les  sommets  de  frais  quadrilatères 
inâcriptibles  ;  3*  le  point  P  est  d'égale  puissance  par  rapport  à  la 
circonférence  donnée  et  aux  trois  circonférences  ciramscrites  aux 
trait  quadrilatères  obtenus.  (Niewbnglowski.) 

Je  prends, pour  axes  de  coordonnées,  les  nsynipioles  de  l'hyper- 
bole :  son  équation  est    - 

X3  =  m\ (1) 

et  celle  du  cercle  : 

x*-*-t^  -»-  ixyeos»  +  Ax  +  B^  ■+-  C  =  0;  ...     (2) 

0  désignant  l'angle  des  asymptotes. 

L'équation  qui  représente  Un  couple  de  cordes  communes  est 
de  la  forme 

I*  +  y*  +  (îcoss  +-  J)xy  +  Ai  -*-  By  ■»-  C  —  >wi*  =  0,      (5) 

et  celle  qui  représente  deux  droites  parallèles  aux  asymptotes, 
menées  par  un  point  de  l'hyperbole  : 

xy  —  ay  —  6x  -f-  a6  >=■  0 , (4) 

avec  la  condition 

a6<ni  m*. 

Par  l'intersection  des  coniques  (3),  (4)  on  peut  faire  passer  la 
circonférence  dont  l'équation  est  : 

i«  +  y»-i-  2iycoB9-«-(A  —  ifc)» -i- (B -i-  io)y -I- C— 2io6î=0, 

ce  qui  démontre  la  première  partie  de  l'énoncé. 

On  voit  immédiatement  que  la  puissance  du  point  (a,  b),  par 
rapport  à  ce  cercle,  est 

a*-*-6*-4-  Sa6cos*-i-Aa-i-  86  +  C; 

ce  qui  démontre  la  seconde  partie.  (V.  Jahet.) 
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QUESTIORS  PROPOSÉES. 


AcoLB  ii«m«Ai.B  svribmiBiJmB. 


CONCOURS   d'admission   DE   1879. 


Composition  de  mathématiques. 


Étant  donné  un  tétraèdre  OABC ,  défini  par  Tangle  trièdre  0 
et  les  longueurs  ia^  ^b,  ic  des  trois  arêtes  OA,  OB,  OC  : 

i®  Démontrer  que  Tellipsoîde  qui  admet  pour  diamètres  con- 
jugués les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  oppo- 
sées deux  à  deux  est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre(*)  ; 

2®  Trouver  Tintersection  de  cet  ellipsoïde  et  de  Thyperbololde 
engendré  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  sur  trois  droites 
menées,  Tune  par  le  milieu  de  Tarête  OA  parallèlement  à  OB,  la 
seconde  par  le  milieu  de  Farète  OB  parallèlement  à  OC,  la  troi- 
sième par  le  milieu  de  larête  OC  parallèlement  à  OA; 

3*  Par  chacun  des  points  où  la  droite  mobile  perce  la  surface 
de  Tellipsolde,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  l'el- 
lipsoïde en  l'autre  point;  démontrer  que  ces  deux  plans  passent 
par  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  trouver  le  lieu  de  l'intersectioD 
des  deux  plans. 


(98  juin  4879.) 


Composition  de  physique. 


Troisième  question.  Le  trapèze  ACC'A'  représente  la  section 
droite  de  trois  prismes.  Les  deux  extrêmes  sont  en  crown  d'in- 


(')  Qaelle  phrase!  (E.  G.) 


dieen,  et  ils  ont  le  même  angle  en  A  et  en  A'  :  on  le  désignera 
par  a.  Le  prisme  du  milieu  est  isoscèle  ;  il  est  en  flini  d'ipdice  p  ; 


on  rep  _  .  .  loiuil  y 

avoir  entre  a  et  S  pour  qu  'un  rayon  SI,  qui  tombe  sur  le  premier 
prisme  parallèlement  k  AA',  sorte  du  dernier  sans  déviation? 

On  appliquera  l'équation  au  cas  particulier  où  a  «-  60", 
n  =  j  et  p  —  ^. 

(30  JDia  1879.) 


^tKtmvmm  «Akésai.  beb  i.tcéb>. 


CLASSE    DE    HATHÉHATIQUES    SPÉCIALES. 

Composition  en  mathémaliqvei. 

Étant  donnés  un  hyperboloïde  fi  une  nappe  et  un  point  P  dans 
]i-  plan  de  l'ellipse  de  gorge;  par  le  point  P  on  mène  une  paral- 
lèle PH  à  une  position  G  de  l'une  des  deux  génératrices  rectilt- 
gnes  de  l'hyperboloïde,  cl  on  considère  le  cylindre  de  révolution 
ayant  pour  axe  la  droite  PH ,  et  passant  par  la  droite  G.  La  pro- 
jection, sur  te  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  de  l'intersection  du 
cylindre  et  de  fbyperboloïde,  est  une  courbe  du  troisième  degré, 
ayant  un  point  double;  trouver  le  lieu  de  ce  point  doublci quand 

la  droite  G  décrit  l'hyperboloïde. 

(Pui9,SjiuUetl879.) 

Remarque.  La  première  composition,  faite  le  14  juin,  a  été 
annulée  (*). 

(')  Voir  le  numéro  àe  juillet,  p.  UO. 


Ami.B  rwLr^KBintoH. 


CONCOURS    DB    IST*. 

i4dmMii6i7i(e. 

1*  Comment  d^(iiii(-on,  du  théorème  de  Slurm,les  conditions 
de  réniilé  de  touics  les  racines  d'une  équation  de  degré  donné. 

9*  Construire  1h  courbe 

sinw 

%,—  Z  COSm 

(90jii1d187«J 
Admiuion. 

Étant  donnés  une  conique, rapportée  Ji ses  axes, ^-t-]^— ) , e(  un 
point  M  sur  cette  conique  ;  on  trace  tous  les  cercles  qui  passent 
par  le  point  H  et  par  les  extrémités  d'un  diamètre  queloHique  de 
la  courbe, 

1*  Démontrer  que  le  lieu  du  centre  de  ces  cercles  esl  une 
conique  K  passant  par  l'origine. 

3*  Autour  de  l'origine  on  Tait  pivoter  deux  droites  recungo- 
laires.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  d'intersection  des  uo- 
gcntes  à  la  conique  K,  aux  points  où  elle  est  coupée  par  chacune 
des  droites,  est  une  droite  perpendiculaire  au  segment  OM  «I 
passant  par  son  milieu. 

De  l'origine  O,  on  peut  abaisser,  sur  la  conique  K,  trois  nor- 
males distinctes  de  celle  qui  a  son  pied  en  O. 

Dans  le  cas  prticulier  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole 
équilatère,  etoùA=l,B=*  —  1,  démontrer  qu'une  seule  de 
ces  normales  est  réelle,  et  calculer  les  coordonnées  de  son  pied. 

A"  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle  circon- 
scrit BU  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  Irais  normales. 

(W  Juin  «18.)  (^ 


(*)  Nous  «voDS  rcfu  deux  copies  de  cet  t'jioncé  ;  cbacaoe  hIsM  beancMp 
i  désirer,  sous  le  rapport  de  !■  foroie.  (E.  C.) 


AOCLB  PWUUTI^KB. 


COHGODRS    DE    m*. 

Compotition  m  mathématiquei. 


Oo  circonscrit  à  nne  sphère  donnée  un  (ronc  de  pyramide 
régulière  dont  les  bases  sont  des  octogones  réguliers;  déterminer 
le  volume  de  ce  tronc  en  fonclioR  du  rayon  de  la  sphère  et  de 
l'inclinaison  de  ses  faces  latérales  sur  la  grande  base,  et  le  mini- 
mum de  ce  volume  quand  on  fait  varier  ceuie  inclinaison. 

En  supposant  que  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  soit  égal  à 
3  centiares  (*)et  que  celte  inclinaison  soit  de  7S*,  on  déterminera 
ce  volume  i  un  millième  près,  1*  sans  le  secours  des  tables  de 
logarithmes  et  avec  le  plus  petit  nombre  possible  de  décimales  ; 
9*  avec  l'aide  des  tables  de  logarithmes. 

(l>irli,8JulM1S7e.)' 


CtSRBCTieil  IT  BSliBQQII. 


I.  (P.  1C9).  Le  Mémoire  d'EuIcr  :  Bteherehet  6ur  unt  nouvelle 
espèce  de  gvarréê  magi^eg,  est  tiré  du  Recueil  de  la  Soeiéli  zitan- 
daiie  dtâ  tciencee,  de  Fiessingut,  tome  IX. 

II.  (P.  199).  Un  honorable  Confrère  me  fait  observcrqueA.  Quête- 


(•)  U  MD^  d'une  <iroife  signifie,  faibiUielIcDienl:  la  tec , 

nombrt  fNf  rtprétenle  ettU  âroile.  Comment  une  seconde  puissance  peDt.elle 
égaler  3  eentiar«sT  Puisqu'on  voulait  tendre  an  petit  piège  ans  eonmirrenU, 
on  devait  dire  :  Lt  carré  emulruil  *ur  le  rayon  équhaut  à  3  emiimtt. 

(E.C.) 
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let  n'a  jamais  été  Uève  au  Lycée  de  Bruxelles.  Voici  commenl  s'expri- 
mait Tcrquem,  dans  la  Notice  sur  Emile  Léger  :  c  Le  père  ayant  été 
nommé  professeur  au  Lycée  impérial  de  Bruxelles,  Emile  eut  pour 
condisciple  {sic)  M.  Quetelet  et  d'autres  hommes  distingués.  > 

D'après  l'affirmation  du  savant  Rédacteur  des  Nouvelles  Ânnaks^ 
ancien  Professeur  d'Emile  Léger,  j'ai  dû  croire  que  A.  Quetelet  avait 
fait  ses  études  &  Bruxelles.  Du  reste,  le  fait  est  peu  important. 

III.  Question  320  (II).  Tout  nombre  pair  est  la  somme  de  deux 
nombres  premiers. 

Ce  théorème  empirique,  généralement  attribué  à  Goldbach  f),  sem- 
ble dû  à  Waring  (**).  Voici,  en  effet,  ce  qu'écrivait  Terquem,  dans 
son  Bulletin  de  Bibliographie ,  d'Histoire  et  de  Biographie  mathé- 
matiques (Nouvelles  Annales,  1859)  (page  2  du  Bulletin)  : 

«  On  lit  dans  la  3"^  édition  (4782)  des  Meditationes  analytieœ^  an 

>  haut  de  la  page  379  : 

>  Omnis  par  numerus  constat  à  duobus  primis  numeris  et  omnis 
»  impar  numerus  vel  est  primus  numerus,  vel  constat  è  tribut 
»  primis  numeris, 

>  Il  est  évident  que  si  un  nombre  pair  est  la  somme  de  deux 
»  nombres  premiers,  tout  nombre  impair,  premier  ou  non,  est  la 

>  somme  de  trois  nombres  premiers. 

»  Ainsi  ce  théorème,  d*un  énoncé  si  simple  et  dont  la  démonstni- 

>  tion  est  bien  plus  difficile  que  celle  du  théorème  de  Fermât,  appar- 
»  lient  h  Waring  et  non  h  Goldbach;  je  l'ai  dit  par  erreur  (Nouvelles 
»  Annales  y  t.  XIV,  p.  il  I)  d'après  la  Correspondance  mathématique 
»  et  physique  (Fuss)  (***).  » 

IV.  T.  V,  p.  219,  ligne  4  en  remontant  Au  lieu  de  :  A^.», 
lisez  :  A,„  — . 

T.  V,  p.  220,  ligne  3.  Au  lieu  de  :  ^hf+i ,  lisez  :  4A,.|. 


(*}  CBiitTUM  Fitf»tfRic  Goldbacb;  né  à  Taucha  (Saxe),  le  ttt  mars  1763;  mort  à  MotcM, 
en  avril  Idll. 
(**)  Illustre  Géomètre  anglais,  né  en  1734,  mort  en  1798* 
(***)  Nicolas  Fcss;  né  à  Bâie,  en  4754;  mort  à  Saint-Pétersbourg,  en  18». 


MÉMOIRE  SUR  LES  COURBES  ENVELOPPES  DE  CERCLES 

et  sur  les 
SURFACES  ENVELOPPES  DE  SPHÈRES) 

p*r  H.  A.  Rdaocodr,  ingénieur  its  ponts  et  chanHâM. 

(Sw'l*,  fdr  t  T,  p.  IST.) 


ni 

Je  vais  étudier,  dans  ce  chapitre,  tes  séries  de  cercles  ayant 
même  ligne  des  centres,  les  rayons  de  l'une  d'elles  se  déduisant, 
de  ceux  d'une  autre,  par  la  relation 

R'B=jtR. 

Si  l'on  donne  k  k  toutes  les  valeurs  possibles,  on  aura  toutes 
les  séries. 

Le»  tangente»  aux  points  où  les  cercles  de  toutes  les  séries, 
ayant  leurs  centres  en  A,  sur  (\),  touchent  leurs  enveloppes,  ren- 
contrent la  tangente  D,  à  (A),  au  même  point. 

En  effet,  la  distance  de  ce  point  d'interseciion  au  point  A  est, 
pour  chaque  série, 

ds 

et  si  l'on  remplace,  dans  cette  expression,  r  et  dr  par  kr  et  k.dr, 
elle  ne  change  pas  de  valeur. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  les  cordes  de  contact,  de  tous  les 
cercles  correspondants,  touchent  leurs  enveloppes  en  des  points  en 
ligne  droite  avec  le  centre  de  courbure  de  (A). 

Soient  H  le  centre  de  courbure  de  (A),  relalir  au  point  A,  et  F 
le  point  où  la  corde  de  contact  EE'  touche  son  enveloppe. 
V.  20 


Projetons  le  point  F  rn  /"  sur  AH ,  et  traçons  HF.  La  langenif 
de  l'angle  Fil/*  a  pour  valeur 

EL 
fil' 

exprimons-la  en  fonction  du  rayon  R  er  des  éléments  de  (A). 
On  a  d'abord 

puisque  Ffcsl  égale  h  la  distance  du  point  A  à  la  eorde  EE'. 

D'un  autre  c6ti!,  la  corde  EE'  et  la  droite  D  ffirment  un  angle 
droit,  Cl  la  normale  au  lieu  du  sommet  de  eet  angle  passe  pnr  le 
point  f. 

Dès  lors,  on  a,  d'après  une  proposition  dne  à  M.  Mannlicim, 


d9 


=  HA; 


si  D  désigne  le  point  d'intersection  de  D  et  EE'. 
Par  suite, 

IL       <fa 


Ho 

Or,  si  l'on  remplace  R  par  kK  dans  cette  équation ,  le  second 
membre  ne  change  pas  de  valeur;  on  voit  donc  que  l'angle  FII^ 
est  constant  ;  d'où  il  résulte  que,  si  k  varie,  le  lieu  des  points 
de  contact  des  cordes  communes,  (elles  que  EE',  est  la  droite 
FH. 

Observons  que,  l'angle  FH/ restant  constant,  FH  est  toujours 
proportionnel  à  AD  ou  à  k*. 

Soit  F'  le  point  de  contact  de  la  corde  commune  correspondant 
h  une  valeur  de  k.  On  a 

IIF'      .. 
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EE'  {enveloppe  un  point:  l'équation  préct^cnte 


■de*  communes  enveloppe  un  point,  les  autres 
des  courbes  homothêtiques  à  la  développée  de  la 

,  d'un  point  A  d'une  conique  (A),  on  mène  une 
1  oxe,  jusqu'à  la  rencontre  avec  une  directrice; 
l'intersection ,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
I A ,  à  (A),  cette  perpendiculaire  enveloppe  une 
liquc. 

courbe  est  l'enveloppe  des  cordes  communes, 
série  de  cercles  tangents  à  la  directrice  et  dont 
:s  centres  ;  si  l'on  compare  cette  série  de  cercles 
^er,  correspondant  à  la  directrice  eboisie ,  sert 
it  (A)  est  aussi  la  ligne  des  centres,  on  voit  que 
rcles  correspondants  sont  entre  eux  dans  un 

srcle  et  que  EE'  enveloppe  un  point,  les  cordes 
tes  les  séries  enveloppent  des  points  ;  les. enve- 
rs lors,  être  considérées  comme  enveloppes  de 
j^ant  leurs  centres  sur  un  cercle  donné  et  ortlio- 
cles  Gxes;  ce  sont  donc  des  ovales  de  Des- 

e  la  droite  FH  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tan* 
en  désignant  par  1  le  point  d'intersection, 

AlAH 

ani  R  et  les  éléments  de  (A)  : 
„  dR  rfs       d$ 
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et,  par  conséquent  : 


d 


{"t) 


Si  Ton  observe  que  cette  expression  ne  contient  plus  Tangle 
de  contingence,  en  A»  de  (A),  on  peut  dire  que  : 

Si  Van  déforme  la  ligne  des  centres  (A),  la  droite,  qui  joint  tous 
les  points  où  les  cordes  de  contact  touchent  leurs  enveloppes,  pivote 
autour  d'un  point  fixe. 

Résolvons  maintenant  une  question  un  peu  plus  difficile. Cher- 
chons le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes  les  enveloppes  de 
cercles  obtenues  en  donnant  à  k  toutes  les  valeurs  possibles. 

Je  m'appuierai  sur  un  théorème,  dû  à  M.  Mannheim,  qui 
permet,  connaissant  les  trajectoires  des  sommets  d^un  triangle 
et  les  enveloppes  des  côtés,  d'établir  la  relation  géométrique 
entre  les  normales  à  toutes  ces  courbes  {Bour,  Cinématique, 
5*  leçon). 

Désignons  par  B  le  point  de  rencontre  de  D  et  des  tangentes 
aux  points  de  contact  du  cercle  de  chaque  série  avec  son  enve- 
loppe. 

Soit  BS  la  normale  au  lieu  du  point  B.  Soit  C  le  centre  de 
courbure  relatif  à  Tenveloppe  (E). 

Élevons  CM  perpendiculaire  h  kE,  et  soit  M  le  point  d*inter- 
section  avec  la  normale  AK  à  (A).  Soit  aussi  L  le  point  de  ren- 
contre de  AE  et  de  la  normale  à  la  développée  de  (A).  Soit,  enfin, 
N  le  point  de  rencontre  de  AS  avec  AE. 

Le  théorème  de  M.  Mannheim,  appliqué  au  triangle  BAE, 
donne  : 

BS.AM  =  BN.AH. 

Par  le  point  k,  menons  la  droite  AQ  perpendiculaire  à  BS, 
qui  rencontre  MG  au  point  P  et  HL  au  point  Q.  Enfin ,  par  le 
point  M,  menons  MB  parallèle  à  HQ,  jusqu'à  sa  rencontre,  en  R, 
avec  A  P. 
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Au  lieu  de  chercher  le  lieu  du  point  C,  nous  sommes  conduits 
naturellement  à  chercher  Tenveloppe  de  la  droite  MP,  puisque 
nous  avons  une  relation  entre  les  segments  qu'elle  intercepte  sur 
les  droites  fixes  AH  et  AQ. 

Prenons  AH  pour  axe  des  x  et  AQ  pour  axe  des  y  :  Téquation 
de  PM  est 

—  -1.-^=1 
AM^  AP      ^' 

ou  

X  2/     AH 

ÂM  "^  ÏS»  ■  "ÂQ  ■" 

Dans  cette  équation,  AM  est  le  paramétre  variable:  en  différen- 
ciant par  rapport  à  -^^  il  vient 

Tirant  ^  de  cette  équation»  et  substituant  dans  celle  de  la  droite, 
on  a 

âh'     ,, 

L'enveloppe  est  donc  une  parabole  orthogonale,  en  A,  à  (A),  tan- 
gente &  la  droite  IIQ,  et  dont  Taxe  est  parallèle  à  la  droite  AQ, 
c'est-à-dire  à  la  tangente  de  (B). 

L'angle  droit  AHQ  étant  circonscrit  à  la  parabole,  le  point  H 
appartient  à  la  directrice  de  cette  courbe. 

En  résumé  : 

Les  normales,  aux  développées  des  enveloppes  de  chaque  série, 


{*)  11  est  plus  simple  d'écrire 

■^    AQ 
cl  d'exprimer  que  cette  équation  a  deux  racines  égales.  (E.  C.) 
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enveloppent  une  parabole  orthogonale,  en  A,  à  (A),  dont  la  direc- 
trice, parallèle  à  la  normale,  en  B,  à  (B),  passe  par  le  centre  de 
courbure  H  de  (A). 

Donc,  aussi  :  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  enveloppes  de 
chaque  série  est  la  podaire  de  celte  parabole,  relativement  à  A. 

Si,  dans  l'équation  de  la  parabole ,  on  fait 

x*  =  AH', 

on  trouve 

AQ 

Si ,  par  le  point  H ,  on  mène  une  perpendiculaire  à  AQ  et  à  la 
polaire  de  H,  par  rapport  à  la  parabole;  la  distance  du  point  A, 
au  point  d'intersection  de  D  avec  la  première  perpendiculaire, 
est  le  quart  de  la  distance  de  ce  même  point  h  celui  où  D  et  la 
seconde  perpendiculaire  se  renconlrent. 

La  distance  entre  les  points  d'intersection  de  D  cl  de  ces 
deux  perpendiculaires  esl  égale  au  rayon  de  courbure,  en  A,  de 
la  parabole. 

J'ai  établi,  en  effet,  cette  proposition  générale: 

Si,  par  un  point  H  pris  sur  la  tangente  AH  à  titie  conique  (A), 
au  point  A,  on  mène  les  perpendiculaires  au  diamètre  abouiitsanl 
en  A.  et  à  la  polaire  du  point  H,  ces  deux  droites  interceptent,  sur 
(a  normale,  en  A,  à  (A),  une  longueur  égale  au  rayon  de  courbure 
de  (A),  en  A- 

Si  l'on  déforme  la  ligne  des  centres, la  parabole  se  déforme  en 
conservant  même  rayon  de  courbure  en  A. 

Nous  avons  vu,  plus  haut,  en  efTct,  que  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  courbure  C,  C  des  enveloppes  (E),  (E'),  esl  parallèle 
à  la  normale  à  (B).  De  plus,  si  l'on  déforme  (A),  cette  droite  CC 
pivote  autour  d'un  point  fixe  de  D  et  inlerccpie,  sur  la  normale 
à  la  développée,  à  partir  du  point  H,  une  longueur  constante. 

Il  en  résulte  que  la  directrice  de  la  pnraliole,  menée  par  II, 
parallèlement  à  CC,  pivote  aussi  autour  d'un  point  de  D,  et  qu'il 
en  est  de  même  de  la  perpendiculaire  à  la  polaire  de  H.  Ces  deux 


droites,  inierceptant  un  segment  constant  sur  D,  le  rayon  de 
courbure  de  [&  parabole  est  constant.  En  résumé  : 

Lorsque  l'on  déforme  la  ligne  (A),  la  parabole,  enveloppe  da 
tutrmales  aux  développée»  des  enveloppe»  de  chaque  $crie,con»ent 
même  courbure  en  A.  La  directrice  pivote  autour  d'un  point 
deD. 

IV 

Dans  ks  trois  premiers  articles,  nous  nous  sommes  occupés 
des  propriétés  relatives  aux  rayons  de  courbure  et  aux  ungenies; 
dans  ceux  qui  vont  suivre,  nous  étudierons  les  aires  ei  les  lon- 
gueurs d'arcs;  nous  terminerons  par  quelques  propriétés  dea 
centres  de  gravité. 

Soient  :  ds  l'élément  de  la  ligne  des  centres  (A),  d&  l'angle  de 
contingence  de  cette  ligne,  i  l'angle  de  E\  avec  la  normale  h  (A). 
Désignons  par  d(E),  d(E')  les  éléments  des  enveloppes  (E),  (E'). 

Si  du  point  A',  ircs-voisin  de  A  et  situé  sur  (A),  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  AE,  la  distance  du  point  A',  au  pied  de  celte 
perpendiculaire,  est 

ds  cos  I. 

Il  est  visible  que  la  diOTérence  entre  d(E)  et  cette  distance  esl 
égale  i 

r(d9  +  di); 
donc 

rf(E)  =  dseosi  ■*-  r(rfs  +  di). 

Pour  avoir  d  (E'),  il  Taut  changer,  dans  cette  formule,  r  en  — r  ei 
t  en  — t;done  : 

d(Ef)=^dtcosi-r{di  —  di). 

On  conclut,  de  ces  deux  équations  : 

d  (E)  -t-  (/  (E']  =  2  (d«  cos  i  +  rdi), 
d{E)  — rf{E'J  =  2.r.((fl; 

celte  dernière  formule  a  déjà  été  établie  par  M.  Mannheim. 
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ODs-nou9  de  la  première. 

équation  ne  conlient  plus  l'angle  de  contingence  de  (A)  ; 
;  est  vraie  quelle  que  soit  la  déformation  de  celte  ligne; 
'anl,  on  voit  que 

(E)  +  {E') 
ante. 
nent  dit  : 

(  déforme  la  ligne  de»  centres  (A),  d'une  manière  quel- 
lan»  une  portion  de  ta  longueur,  la  somme  algébriqtte  des 
\s  de  l'enveloppe,  correspondant  à  la  partie  déformée  de 

constante. 

ins  quelques  applications  de  ce  théorème, 
lérons  une  série  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur  une 
ïgariiliiuique  et  orthogonaux  à  un  cercle  ayant  pour 

pâle  de  cette  spirale  :  Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on 
i  spirale,  l'enveloppe  de  la  série  de  cercles  entraînés  est 
irbole. 

et,  faisons  rouler  la  spirale  sur  une  droite  :  son  pôle 
comme  on  sait,  une  droite.  Si  R  désigne  le  rayon  d'un 
!  la  série,  r  le  rayon  vecteur  correspondant  de  la  spirale 
lyon  du  cercle  orthogonal  à  toute  la  série,  on  a  : 

R*=H  — o*; 
déduit,  en  différenciant  : 

R.dR      r.dr 


lation  prouve  que  les  abscisses  des  points  correspon- 
e  l'enveloppe  et  de  la  droite  lieu  du  pôle,  sont  égales. 
''  sont  les  ordonnées  de  ces  points,  on  a  : 


"=-(îr 


Si  X  désigne  l'nbscisse  de  ces  points ,  comme  le  ptSle  décrit  une 
droite,  on  a 

6  étant  un  paramètre  convenable;  il  cd  résulte 

équation  d'une  hyperbole. 

En  appliquant  le  théorème  démontré  plus  haut,  on  peut  dire 
que  : 

Si,  de  cAacun  des  point»  d'une  spirale  logarithmique,  amnu 
centre,  on  décrit  un  cercle  orthogonal  à  un  cercle  fixe,  ayant  ior 
centre  au  pôle  de  la  spirale;  la  somme  de  deux  arcs  correspondants 
de  l'enveloppe  est  évaluable  en  arcs  d'hyperbole. 

Voici  encore  trois  exemples  qui  s'établissent  de  la  même  ma- 
nière : 

a  désignant  l'ordonnée  au  sommet  et  y  l'ordonnée  en  un  p(H0l 
quelconque  d'une  chaînette,  la  courbe  définie  par  l'équation 

a  son  arc  égal  h  la  demi-somme  de  deux  arcs  correspondants  de 
Birophoïde. 

Si,  dans  l'équation  précédente,  yi  désigne  l'ordonnée  d'une 
hypocycloïde,  y  est  l'ordonnée  d'une  courbe  dont  l'arc  est  la  demi- 
somme  de  deux  ares  correspondants  d'ovale  de  Descartes. 

Si,  de  toits  les  points  d'une  èpicijclotde,  comme  centres,  on  décrit 
des  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  fixe,  concentrique  à  la  base  dt 
l'épicycloïde,  la  somme  de  deux  arcs  correspondants  de  l'enteloppe 
est  èvalual/le  en  arcs  d'ellipse. 
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Cette  dernière  proposition  tient  à  ce  que,  si  une  épicyclolde 
une  droite,  le  centre  de  sa  base  décrit  une  ellipse. 
Eomme  dernière  application,  je  démontrerai  un  ihéo- 
j'ai  ciposé  ailleurs,  en  m'appuyant  sur  d'autres  consî- 

un  théorème  dû  à  Steiner,  si  une  courbe  (A)  roule 
■oite  D,  en  entraînant  un  point  0  de  son  plaD,  la  trajec- 
;e  point  a  même  longueur  que  la  première  podaire 
e  (A),  par  rapport  au  point  0. 

>u«  lei  points  de  la  trajectoire,  comme  centres,  on  décrit 
t  tangents  à  la  droite  D  ;  la  somme  des  arcs  enveloppe» 
rie  de  cercles  est  égale  au  double  de  la  longwur  corres- 
de  la  seconde  podaire  positive  de  (A),  par  rapport  au 

l,  la  trajectoire  du  point  O  cl  la  première  podaire  posi- 
)  ayant  même  longueur,  on  peut  déformer  la  première 
faire  coïncider  avec  la  seconde  :  la  somme  des  arcs  cor- 
Ils  de  l'enveloppe  ne  varie  pas,  mais  tous  les  cercles 
ar  le  point  0;  l'enveloppe  se  réduit  donc  i  la  courbe 
n  doublant  les  rayons  vecteurs  de  la  seconde  podaire 
e  (A).  La  proposition  résulte  de  cette  remarque. 

(La  suite  prochainement.) 


SUH  LES  TÉTRAÈDRES  HOHOLOGIQVES; 

pir  H.  MsDBEaG. 


ux  létr&cdres  ABCD,  A'B'C'D'  sont  dits  homologiques , 
ts  droiics  AA',  BB',  CC,  DD',  qui  joignent  les  sommcls 


homologues,  sont  les  généralrices  d'un  même  hypei 
Prenons  ABCD  pour  tétraèdre  de  référence.  Soiei 


«ni     ««€'     *f* 


les  coordonnées  des  poinis  A',  B',  C,  D'.  Les  droite 
CC',  DD'  sont  représeniées  par 


«1»  »!S  "m 


f-    =    -^    = 


Elles  seront  sur  un  même  liyperboloide,  s'il  existe 
AA%  BB",  CC"  qui  s'appuient  sur  ees  lignes. 

AA"  se  trouve  dans  les  plans  ABB',  ACC,  ADI 
équations  sont 

z        u        V       y        y        z 

«M  'U  «M  "M  »M  "il 

Pour  que  ces  plans  se  coupent  suivant  une  mém 
doit  avoir 

«f  »  »w  "w  =  *»  ««  "m  •      •     ■      • 

L'existence  des  droites  BB",  CC  exige,  pareilleme 
tions  : 

"u "«  "il  =  *«"«"«)       ■       ■ 
"it  «M  *«  =  «ïl  '«  ««  •         •        •        • 


(')  L'ezpreulon  de  lélraèdra  hsptrboMdiquet  est  peat-êti 
li  est  soiu-eDlendu  que  les  quatre  géDërairices  apparlicnni 
lystème. 
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Les  équations  (1),  (3),  (3)  expriment  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  les  tétraèdres  ABGD,  A'B'G'D'  soient 
homologiqucs.  Elles  sont  susceptibles  d'un  énoncé  assez  simple. 
Eo  effet,  dans  l'étude  des  propriétés  descriptives  des  figures,  au 
moyen  d'équations  homogènes,  il  suffit  de  considérer  les  rapports 
des  coordonnées  d'un  même  point;  par  suite,  on  peut  supposer 
les  coordonnées  de  B',  C,  D'  multipliées  par  des  facteurs  tels, 
que  l'on  ail  (*) 

•li^"»'   ««^«111   *M=«ii; 
et  les  équations  (1),  (3),  (3)  se  réduiront  à 


Il  en  résulte  que:  lei  coordonnéet  des  tommelt  d'un  tétraèdre, 
homolojfique  avec  le  tétraèdre  de  référence,  peuvent  être  reprèten- 
téts  par  le»  étémenl»  d'un  déterminant  tymétrique. 

9.  Cherchons  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  droites 
a,  p,  y.  S,  suivant  lesquelles  se  coupent  tes  faces  correspondantes 
de  deui  tétraèdres  ABCD,  A'B'C'D*,  soient  les  génératrices 
d'un  même  hyperbololde. 

Soient 

Arti+  Artï  +  A*8  +  Arti»  =  0  (r  — 1,4,3,4) 

les  équaiions  des  plans  B'C'D',  A'C'D',  A'B'D',  A'B'C,  rap- 
portés au  tétraèdre  ABCD.  Le  plan  BCD,  qui  passe  par  a,  doit 
souper  0,  y,  9  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 
Ces  points  sont  donnés  par 

X  =3  0,    y  =  0,    AnZ  ■¥  AuU  s=  0; 
x«iO,     z  =  0,     A^^-t-  ^uU-^O; 

Z^O,      W  =  0,      Auif-*-  A41Z  =:0. 


(*)  Ce  MQl  CCS  produits  qoe  noua  eoDiidéroni  maintenant  eorame  eoo^ 
loanto. 
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En  exprimant  qu'ils  vérifient  les  équations  d'une  dr 

x  =  0,    nit/  ■*■  m  +  pu  =  0, 
on  trouve  la  eondition 

A,sA»Ah  =  A„AuAm     .     .     . 
Par  analogie  : 

A|(  Au  Ail  ^  Aji  A^  A|j.   ■ 
AiiAhAi,  =  A.,A„A,..    .     .     . 
Comme  on  peut  supposer  (*) 

A„=A„,    A„  =  A,j,     A„  =  A.„ 
les  équalions  (i),  (S),  (6)  se  réduisent  à 

Al]  ^  Au,     A|4  ^  Au,     Ail  ^^  A(t. 

Par  conséquent  :  lorsque  Us  faces  d'un  télraèdr 
celles  du  tétraèdre  de  référence  suivant  les  gêné, 
mime  kyperboldide,  les  coordonnée»  de  ces  faces 
représentées  par  les  éléments  d'un  déterminant  syt 

9.  Il  est  maintenant  facile  de  démontrer  que  :  si  l 
joignent  les  sommets  homologues  de  deux  tétraèdres 
ratrices  d'un  mime  hyperbolotde,  les  droites  d'int 
faces  correspondante»  Jouissent  de  la  même  propriéi 
quement. 

Car: 

!•  Les  eoordonnées  des  faces  d'un  tétraèdre  soi 
mineurs  du  déterminant  formé  avec  les  coordonnées  i 


(*)  Il  luffit  de  maltiplîcr,  pardes  factean  conTenablcmi 
équations  dt»  taees  de  A'B'CD'. 

(*')  Nous  coniiJdrons,  comme  coordonnée!  d'un  plan,  les 
l'éqaation  de  ce  plan. 


2*  Les  coordonnées  drs  sommcis  d'un  téiraèdrc  sont  égaies 
11»  minpiirs  du  délcrminanl  formé  avec  les  coordonnées  des 

lineurs  d'un  déterminant  symétrique  sont  les  é\6- 
second  déterminant  symétrique. 

tétraèdreg,  polaires  réciproques  par  rapport  à  une 
Kond  ordre,  sont  homologiques. 

f{x,  y,  z,  u)  «=  2  Aiix'  -I-  2  2  *««•/  —  0 

une  surface  du  second  ordre  S;f„f2,ft,ft\v:s  dcmi- 
tielles  de  f(x,  y,  z,  u).  Les  plans  polaires  des  som- 
rence  sont  représentés  par  les  équations 

=  A^x  •<-  A^y -*-  A^ï-+.A^?/=0,  (r  =  1,2,  3,4) 

les  Ari  =  A(r.  Donc,  etc. 

lemcnt  :  deux  tétraèdres  homologiques  sont  toujours 

proques  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre, 


ionnés dettxtétraédreshomohgiques ABCO,  A'h'CD'i 
V'B'C'D'  rencontrent  les  arêtes,  partant  des  sommets 
iBCD,  en  douze  points  qui  sont  situés  sur  une  même 
econd  ordre  (*). 
\BCD  pour  tétraèdre  de  référence;  soient 

i  la  surface  S,  conjuguée  avec  les  tétraèdres  donnés,  et 

2c„»'+-22c„iy  =  0 
une  surface  quelconque  5',  du  second  ordre. 


>roquc  est  vraie  et  peut  âtre  constddrdc  comme  l'analogne  du 
>ascal.  Les  proposilions  des  u"  3,  4,  S  sont  dues  i  H.  Chaslcii 
hittorique,  seconde  Édition,  p.  400. 
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Les  points  où  S'  rencontre  la  droite  AB  sont  déterminés  p»r 

et  ceui  où  S  coupe  AB  vérifient  les  équations 

A„x  +  A„y  —  0 ,    Ai,x  -♦-  A,^  =  0. 

Pour  que  les  premiers  points  coïncident  avec  les  derniers,  il 
suffit  que  l'on  ait 

C„j:*  +-  2C,^cy  -+-  Cb</'^  (A„«  +  A„y}  (A„x  +  A«s). 

Par  conséquent,  on  peut  faire 

C„=A.,,    Ctt  =  A„, 

On  en  conclut  facilement  que  la  surrace,  représentée  par 

2*..^  +  2(a„-.-^).ï-o. 

passe  par  les  douze  points  définis  ct-dessus. 

Si  l'on  combine,  par  soustraction,  les  équations  de  S  et  de  S', 
on  trouve 

par  conséquent  :  ^i  courfre  d'intersection  des  surfaces  S,  S',  et  It 
point»  A,  B,  C,  D,  sont  mr  utw  mime  surface  du  second  ordrt 
Cette  proposition  est  peut-être  nouvelle. 


EXPOSITIOH   DES   PREMIÈRES   PROPRIÉTÉS  DES   SURFACES 
DU  SECOND  DEGRÉ; 


pir  H.  LnciER  Utt,  protesieor  de  nutbAmatiiiaM  apficUles ,  au  lycée  de  ReDoes. 
(5>â<,TMtt,V,p.tTe.) 


Suite  de  la  discuiiion  de  l'équation  (2). 

Si  le  point  M'  est  sur  la  surface  du  second  ordre,  on  a 
fL'*f(x',y',/,  t')=s(i,  et  l'équation  (2)  admet  la  racine  fx=sO. 
Pour  que  l'on  ait  une  seconde  fois  n=  0,  c'est-Ô-dire  pour  que 
la  droite  MM'  touche  la  surhce,  on  doit  avoir 

P  =  0. (7) 

Ainsi  le  point  M  appartient  au  plan  tangent  k  la  surrace. 

On  déduit  de  11  les  conséquences  ordinaires  relatives  aux  plans 
tangents  :  en  parUculter,  la  surface  est  de  seconde  classe,  et  les 
points  de  contact  des  plans  Uingents  menés  par  la  droite  MM', 
M(x,y,z,  t),  M'(x',  y',  z\  t'),  à  une  surface  du  second  ordre,  sont 
sur  la  droite  représentée  par 

xr,.+T^;.+z/-;.+  T/-;.=o,  1     ' 

x/;  -I-  Y/";  4-  z/;  +  T/"'  =  0.  )    "      '  '  ^' 

Plan  polaire.  Revenons  &  l'équation  (3).  Soient  P,  P|  les 
points  de  rencontre  de  la  droite  MM'  avec  la  surface;  si  M  et  M' 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  P  et  P^ ,  le  point  M' 
restant  6xe,  le  point  M  est  assujetti  ô  rester  sur  un  plan,  qu'on 
appelle pfan  polaire  du  point  M'.  En  efTei,  dans  ce  cas,  l'équation 
(3)  a  ses  racines  égales  et  de  signes  contraires,  et  l'on  a 

w^xr..*yfr  +  sf:.  +  tf:.=o. 
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ReHARQiie.  L'éqiiaLion  P'=0  représeiiie  le  plar 
M',  k  la  surface,  lorsque  le  point  M'  est  sur  la  sui 
Ungenl  est  un  plan  qui  contient  sonpèle.  On  rc«4 
l'équation  du  plan  de  la  courbe  de  contact  du  câni 
la  surface  et  dont  le  sommet  est  en  M'. 

A  tout  point  (x't  y\  z',  O  correspond  un  plan  p 
plan,  représenté  par 

Ax-4-By-t-Cx  -4-  Dt  =  0, 
correspond  un  pôle,  déterminé  par  les  équations 


Ces  deux  théorèmes  ne  tombent  en  défaut  que 
dérivées  fx'^  fy,  ft',ft'  sont  nulles  i  la  fuis  ;  ce  qui 
dilion 


C      C 


Nous  verrons  plus  tard  que  la  surface  prend  ait 
cône  ou  de  cylindre.  Le  plan  polaire  est  indétermi 
(x'i  y',  z',  t")  est  le  sommet  du  cône;  le  pâle  est  i. 
le  plan  considéré  passe  au  sommet. 

La  symétrie  de  l'équation  (7),  par  rapport  &  «. 
x',  y',  z',  1',  permet  de  démontrer  immédiatement 
des  pôles  et  des  pinns  polaires. 

Rappelons  seulement  deux  théorèmes  : 

1*  Si  un  plan  tourne  autour  d'une  droite  D,  jon 
une  droite  D';  et  réciproipiement. 

Les  deux  droites  sont  dites  polaire*  conjuguées.  Se 
et  (x',  y',  z*,  I')  deux  points  sur  la  première  dro 
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lions  de  là  seconde  seront 


x/;-i-Y/;  +  z/;-4-T/;— 0,  \ 


es  équations  de  la  droite  qui  joignent  les  points  de 
plans  tangents  menés,  6  la  surraee,  par  la  droite  D. 

l  vn  plan  quelconque,  passant  par  la  droite  D  :  ce 
la  surface  suivant  une  eomque.  Soit  p  le  pôle  de  la 
rapport  à  la  conique.  Ce  pôle  $e  trouve  sur  la  droite 
éedeV. 

le  plan  polaire  du  point  p  passe  par  la  droite  D. 
(La  fin  prochainement.) 


PROPRIÉTÉ  DD  TRIANGLE] 
pir  H.  H.  Bkoubd. 

(SutK,  Toir  (.  Itl,  pp.  65,  IM,  l»7  «t  I.  IV,  p.  tUI 


|ué,  dans  ce  Journal,  les  méthodes  qiù  conduisent  à 
ation  dedeux  points  O,0',du  plan  d'un  triangle  ABC, 
ni  proposé  de  donner  la  désignation  de  points  segmen- 
a  vu  intervenir  la  notion  d'un  angle  a  qui  définit  la 
:  ces  points,  et  dont  ht  cotangente  a  pour  expression 

V*^coU'BeotA4- coiR  4- cote.    .    .    .    .    (^ 
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J'ai  Tait  connaître  la  significalion  géométrique 
de  sa  colangente  (XI). 

Ces  remarques, déjà  nombreuse9,n*onl  pas  épi 
comme  on  en  pourra  juger  par  les  nouveaux  déve 
vont  suivre. 

La  comparaison  des  identités  du  §  XII  (I.  Il) 
note  39  (t.  IV,  ii3)  conduit  à  la  relation  : 

IgA(tgA  4-  IgC)       tffiHtfi  ■*■  tgC) 


i+tg-A 


i  +  Ig'B 


et  à  deux  relations  analogues  :  ce  sont  des  trai 
l'idenlité 

IgA  +  igB  +  IgC  —  IgAtgB  tgC. 

On  peut  les  écrire  aussi  de  la  manière  suif 
l'avantage  d'être  plus  symétrique  : 


K  IgC       IgC  +  tgA       tgA  +  tg 


Reportons-nous  aux  §§  I  et  II  (t.  III,  6S). 

Pour  que  les  droites  Aa,Bb,Cc  concourent  en 
O,  il  suffit  que  Tu 
triangle  aftc  se  r 
Or,  en  désignant  f 
égaux  cBC,  bAB, 
relations 

sidB 
Si  o6=6A— aA 
égal  à  a,  cl  l'on  a 

sin(B  —  Di)*sinA  sinC  =3  sin'Bsiaa; 


siDAsinBsinC 

ux  autres  triangles  cBC,  aAC,  donneraient  des  relations 
8,  ce  qui  établit  les  identîiés  de  la  Queition  131  : 

iBsiaCGOsA=6in*B+$inAsiRCcosB=8in*C>i-sinAsinBcosC. 

eur  commune  de  ces  binômes  est  1  4-  cos  A  ces  B  cos  C 
{La  suite  prochainement.) 


UNE  PROPRIÉTÉ  DU  NOMBRE  36S. 


ution  d'un  problème  trèe-simple,  proposé  par  M.  Uon- 
conduil  à  cette  double  égalité  : 

365  =  10' -H  M' -t.  12'=  15'+  14'. 

(E.C.) 

itwtiu  AtmaUi  de  MalliémlUifuei ,  Juillet  1879,  p.  33S. 


SOLUTIOHS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


aneatloiM  44S  •  46S. 

Thëor6iib.  Silenombre  n  ett  décomposé  m  partûi  apparleiuaU 
aux  progretiiotu 

1,    3,    3,  ...    a,  ..., 

3,    4,    6,  ...  36 

3,    6,    9,  ...  5c,  .... 


1*  La  lomme  des  /reeliotu 


1.2.3...  o  X  8.  t.  6... 26  X  3. 6.  9... 5c  X...* 


égate  l'unité. 
2*  La  gomme  da  fractions 


{fifx(Jzyx. 


1.S.3...0  X  2. 4.6. ..56  X  5.6.9...3eX  ... 
ègtiit  te  nombrt  det  décompotitiom.  (E,  C.) 

fDe 

OU 

on  conclut 

X  +  a:*+  i'+  .■■  =e'.e'  .  «^ 
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uni  chaque  facteur,  on  a ,  comme  terme  généi^l  du 


l.2...«       I.2...6.S'"  ).2...c.3-' 


t.2...aX2.4...ttx3-6...5lX.- 

a -4- 26+ 5c  ■»-.■.=«,      .....    (ï) 


'  t  .2...0  X  2.4 ...  26  X  3 .6 ...  5c  X  ... 


=  1;    .    .    (3) 


s'étendant  è  loutes  les  tolutiotu  enltèrei,  non  néga- 

iquatiort  (2)  (*). 

s,  ces  déœmpotitiona  de  n  sont  celles  dont  il  est  ques- 

énoncé.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

'ouve,  focilement, 

;i_a:«)(l_x«)...]=x-t-  (l  +lji»+...+  ^/n.*'-*- ." 

ier  membre  égale 

f-L____ _i[,  +.  ,  ...  +  4,(„)i..^ ...],..,. 


nbn  de  ces  Mlulions,  le  tnénie  que  celui  des  tUcompotiiiotu 
iti  égalée  ou  inigaU*,  est  le  coefBcient  de  3^ ,  dans  le  défelop- 


(l-«)(l-iO(l -«•)... 


I  tw  qutlquet  produttt  inâffinU,  p.  11.)  Dans  ce  travail,  le 
Dt  il  g'agit  est  désigné  par  f  (n). 
a  note  précédeole. 


Par  consëqueal, 

Si  doQc,  comme  on  t'a  déjà  supposé, 

a  +  afr-i-Se^-  =11,  .    .    . 


^1.2.5...axa.*.6...26x3.6...3ex  - 
C'est  ce  qu'il  Tallaii  démontrer. 

Remarque.  Dans  celle  égalité  (S),  k  (eeorwf  num 
nombre  de»  termes  du  premier. 

Application.  Soit  n=S.  Les  solutions  de  l'équati 
en  ne  comptant  pas  les  valeurs  nulles  : 

On  doit  trouver 

i  Z  9  4         5.4       7       6 

120  "^ë".!"*"  2.4  "*"  2.5  *  2.3  "*"  4  **"  s"" 


!         *       »       2      ^      7       6      , 


ce  qui  a  lieu. 


Qixe«Uon  «er. 

Intégrer  l'équation  différentielk 
(x'— oVy"+  2i(x'-  a*)y'  — [nfa-+-1)(x»— «T-f 


tirer  que  l'intégrale  comjiiète  est  une  fonction  unifiâmes 
[  rette  compris  dans  l'intérieur  d'un  cercle  dont  te  rayon 

(ESCART.) 

à  ['Erratum  publié  dans  le  numéro  de  juin  de  la  iVou- 
retpondance  mathétnatique,celK  question,  qui  a  déjik  été 
ent  traitée  par  M.  Radicu,  peut  être  résolue,  en  partie, 
g,  parles  procédés  les  plas  élémentaires  du  calcul  inté- 


onséqueut  : 

y-=ef"'.X, 


attoa  proposée  devient 
'j~+(i'~a*)'XV2ï{x»-o')X-[«(rt+l){x*-a*}-i-nV]=0, 


(x*-  o'j^-.-aixl-Kx'-  o»)'X*-  [n{n+i  )(x'-à^nW] = 0. 

îM  de  poser  : 

(i*— o*)X-=Y. 

ette  nouvelle  subtilution,  l'on  obtient 

(x* —  a*)  —  +  Y'=n(n-i-i)x'  ~na'. 

oit  inunédiatement  que  cette  équation  est  vérifiée  par 
Y  =  nj;. 


(  énoucc  parait  voui  aux  Errata  :  dana  sa  Noie,  H.  Jamet  a  omis  le 
!  (E.  C.) 
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ii'intégraie  générale  est  donc 

Y=llX4-ttt?, 

u  eiv  étant  deux  fonctions  de  x,  que  nous  déterminerons  ulté- 
rieurement. La  proposée  devient 

(dv         du\ 
tt—  -4-  V  —I  4-  inxuv  -*-  t»V «B»0. 

Nous  sommes  conduits,  dés  lors,  à  déterminer  ueiv  par  les 

équations  : 

dv 
(«*  —  o?)'j'  -f-  2nxt?  «3  0, 

du 
dx 

On  satisfait  à  la  première  en  prenant 

4 


V 


S|M 


(x'— o') 


Portant  cette  valeur  de  v  dans  la  seconde  équation ,  puis  inté- 
grant, nous  trouvons  : 


i        /^'        dx 

ûj      (x"— a«)-+* 


«0 

x<i  étant  arbitraire.  Par  suite  : 


nx  1 

X. 


x'— "  o'  y^*        dx 

(x«— a')"+*/     — — 


dx 


/Xdx«l(x«-oV-».iy  ^-j— ^H-U. 


"    ^*        dx 


-   /^"        ox 

y«A(x«— a«)«/     — -— ,; 

^  ^  V       x«— a*)"**' 


«0 


A  désignant  une  constante  arbitraire.  Telle  est  Fintégrale  gêné- 
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raie  de  l'équaiion  proposée.  Quant  k  runiformiié  de  la  fonction, 
s(e  compris  b  l'intérieur  d'up  cercle  dont  te  rayon  est 
-ien  à  ajouter  aux  savantes  remarques  de  notre  hooo- 
gue  de  Bromberg.  (V.  Jahkt.) 

RiD&CTBUB.  Si  l'on  écrit  ainsi  l'éqaaUon  proposée  : 

hâ*(x*-a')**y'-[n(«+0(a:'-a*)+»'a*](x*-o')"*y=0,(l) 

!  les  deui  premiers  termes  forment  les  deux  premières 

c 

séquent  : 

(x'—  ay  y'  -♦-  a:  (i*  -  o*)~* y  —  «', 

'ant,  l'on  a  .   . 

ttpUant  et  divisant  par  («•  — o')*, 


issaie  «=(x* — a')J*,  on  trouve  p  ^  ^^ .  Ainsi ,  une 
le  l'équaiion  (3)  est 

«,  =  («■—0*)"*". 

lé,  la  proportion 
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étant  mise  sous  la  forme 

«iz" —  zz't^O, 
donne,  par  l'iDiégralion, 

z,z'  —  zz',  =  X, 

on 

JiZ"  —  xt',       A 
z'  z\ 

puis  YintégraU  générale  : 

ce  qui  ne  diflëre  pas  du  résultai  obtenu  par  M.  Jam 

Remarque  (*).  X  désignant  une  fonction  quekoi 
quantité 

comme  on  le  vérifie  aisément,  est  une  iotégrale  de 


Et  comme  j/i<«X  en  est  une  autre,  l'intégrale  géi 
expression 

rdx 


,-(*/|.l,)x„. 


(')  Suggérée  par  lu  Note  de  H.  Jamet. 
(")  Sur  quelquci  qualion*  nialiva  aux  fottcliont  tOipt 
Note,  Rome,  1867. 


Question  4!ti.t 

IK.  Si,  dan$  la  formule 

1,  «\ , 

«+1 

sê  lei  expo$antt  de  B  par  de»  indices,  et  B»  par  U 
•e  de  BemouUi,  on  obtient  ane  identité  (*). 

(Ë.  Locfts.) 
gnanl  par  Pn,  p  la  somme  des  produits  ,pip,  des  n 
lombres  entiers,  on  a 

)...(B+fi)=B"+'  +  PwB"  +  PoB'"'  +    ■  ■*■  P«B» 

(B  +  l){B4-2)...{B-i-n  +  )) 
■«  +  p^(B  +  1)-+  P^(B+  1)^+  ...  ^.  P^(B  +  0; 

iséqueiit, 

(n.<.|)(R^l)(B-i-â)...(B-i-R) 
f_B^+p^[(fr4.j  )-_B-]+... + P^..,[(B+1  )'-B']+P.^. 

^ns  maineeiiMit  les  esposanis  de  B  par  des  indices,  et 
que,  d'après  M.  Lucas,  on  a  l'égalité  symbolique  : 

(B+  if—&=0,     p  =  2,  3,  *....). 

on  le  voit,  tous  les  termes  du  second  membre  de 
obtenue  s'ëvanouissenl,  sauf  le  dernier.qui  a  la  valeur 
;  on  obtient  donc 


(Radicke.) 
B  numéro  ieiiiin,  p.  100.  (E.  C.) 


Q-OAIrtlOB  4SS. 

Si  m  et  M'  sont  let  points  où  deux  bitsectric 
rencontrent  les  côtés  opposés;  la  diatqnce  de  t< 
droite  MM',  au  troitiime  côté,  est  égale  à  la  tonr 
du  même  point  aux  deux  autres  côtés. 

P  étant  un  point  quelconque  de  MM',  je  mène 
AC,  DP  parallèle  à  BC  ;  puis  je  trace  FP. 


GD       HC       PD       HC 


HD       PD 


Ainsi,  FP  est  parallèle  à  BM  ;  etc. 

Si  le  point  P  est  pris  sur  te  prolongemc 
démontre,  aussi  facilement,  que  sa  distance  a 
est  égale  à  la  diOcrence  des  distances  du  même 
autres  câtés. 

On  peut  étendre  le  théorème  aux  btssectr 
extérieurs  du  triangle  ;  la  démonstration  est  ai 
cédenie. 

Si  l'on  convient  d'affecter  du  signe  -f-  ou  du 
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disiance,  selon  que  le  poinl  P  el  la  portion  de  droite  HM'  sont 
"*■"  ~' "■'  "■■  de  côtés  différents  par  rapport  au  côté  du 

irrespond  celle  dislance,  on  peut  éooncer  le 

suivant  : 

'ei  poinla  où  deux  bhsectrice»  de»  angles  d'un 
tt  les  côtèt  opposés  ou  leurs  prolongements;  la 
ooint  de  la  droite  MM',  au  troisième  côté,  est 
i^gébrique  des  distances  du  même  point,  aux 
(Cadhbt.) 


QUESnOHS  PAOPOSÉES. 


H  bMfiM  de  IleoM  ia^olHMH  MlkôaïUfui. 


e  courbe  rapportée  i  deux  axes  rectangulaires 

^métrique  dea  points  M  d'où  Ton  peut  mener, 
ux  tangentes  faisant  avec  la  direction  des  x 
•.s  tii\x,  MBx  complémentaires  l'un  de  l'autre, 
géométrique  el  déterminer  ks  points  qui  lui 
ec  la  courbe  proposée,  ainsi  que  les  angles 
rencontre. 

(4  août  1879.) 
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ACABiblllB  BK  D^VAI, 


CONCOURS   ACADÉMIQUE   1879. 

Mathématiqiies  spéciales. 

Par  deux  points  fixes  A  et  B  d'une  conique,  on  fait  passer  an 
cercle  variable,  qui  la  coupe  en  deux  autres  points  G  et  D  : 

i®  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  les  pôles  de  la  sécante 
CD,  pris  par  rapport  à  la  conique  et  par  rapport  au  cercle,  passe 
toujours  par  un  point  fixe  F,  quel  que  soit  le  cercle  choisi;  el 
que  la  polaire  du  point  F  par  rapport  au  cercle  passe  toujours 
aussi  par  un  point  fixe  6,  quel  que  soit  le  cercle; 

2*  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
du  point  F  aux  différents  cercles. 

Même  question  pour  le  point  G. 


SOI.  Trouver  Téquation  de  la  trajectoire  orthogonale  des 
demi-cerclés,  de  rayon  R,  dont  le  dianiètre  glisse  sur  Taxe  des 
abscisses. 

Cette  courbe,  qu'on  utilise  dans  la  théorie  des  voûtes  biaises, 
jouit  des  propriétés  suivantes  : 

l"*  C'est  une  développante  de  chaînette; 

2®  L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  abscisses  est 
égale  à  Taire  du  demi-cercle  ; 

3®  La  longueur  est  une  fonction  logarithmique  de  l'ordonnée; 

i^  La  surface  produite  par  la  révolution  de  la  courbe,  autour 
de  l'axe  des  x,  est  équivalente  à  celle  de  la  sphère  dont  le  rayon 
est  R; 

5®  Le  volume  limité  par  cette  surface  de  révolution  est  la 
moitié  de  celui  de  la  même  sphère  ; 

6®  La  courbure  moyenne  de  cette  surface  de  révolution  est 
constante.  (Mister.) 


SUR  LES  COURBES  ENVELOPPES  DE  CERCLES 

et  SOT  les 
URFACES  ENVELOPPES  DE  SPHÈRES; 

H.  A.  RmADCODR,  ingénieur  des  pooU  et  chaussées. 

(Swit,  toir  I.  V,  pp.  aST,  lOS.) 


nous  maintenant  des  aires, 

tiplie  par  dr  les  deux  membres  des  cquntions  cIR- 

it,  on  a  : 

d{E)dr'=d»easidr  ■+■  rdr[de  +  di), 
d  (£')  rfr  =  (Ï<C08  idr  —  rrfr  (rf«  —  di). 

nt,  depuis  la  valeur  zéro  jusqu'à  la  valeur  r,  on  aura 
iment  petites  comprises,  d'une  part,  cnipc  (E),  EA, 
iliniment  voisine  et  (A);  d'autre  part,  entre  (E'), 
ton  infiniment  voisine  et  (A).  Désignant  par  (/(Ag), 
ires  infiniment  petites,  on  a  : 

rf(A,)  ==  r.  rficost  +  —  {di  -+-  di) , 

d(A^)=  r .  dicosi  — ^  (d«— dO- 

I  vient  : 

d{A,)  +  d(A.,)  =  2.rdsc08i-*-  r'.di  :  , 

ntjngence  disparaît;  ainsi,  quelle  que  soit  la  déror- 
At' conserve  la  même  valeur. 
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On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  ron  déforme^  d'une  manière  quelconque,  la  ligne  des  centres 
(A),  dans  une  portion  de  sa  longueur,  Faire  comprise  entre  les 
deux  branches  de  l'enveloppe  et  les  normales  extrêmes  reste  con- 
stante. 

On  peut  modifier  cet  énoncé ,  et  dire  que  :  quelle  que  soit  la 
déformation,  Paire  comprise  entre  les  deux  branches  de  l'enve- 
loppe et  les  cordes  de  contact  extrêmes  reste  constante.  Sous  cette 
forme,  ce  théorème  nous  servira  dans  Tétude  des  enveloppes  de 
sphères. 

Les  équations  établies  plus  haut  donnent^  par  soustraction, 

d(A.)  — d(A..)  =  r'.d«. 
On  conclut,  de  celle-ci,  en  intégrant  : 

Considérons  toutes  les  séries  de  cercles  déduites  d*une  série 

par  réquation 

r'crsAr, 


où  k  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  On  a 


donc  : 


La  différence  des  aires  correspondant  à  une  série  déterminée 
est  égale  au  produit  de  k^  par  la  différence  analogue,  relative  à  la 
premièt*e  série. 

On  peut,  d'une  série  donnée,  en  déduire  une  infinité  d'autres 
par  réquation 


r'«=  r^  ^.  a\ 


Il  y  a  une  de  ces  séries  pour  laquelle  la  différence  des  aires 
Ac  et  Ae'  est  nulle  :  si  Ton  en  fait  dériver  toutes  les  autres,  on  a 

A.-A..=a*(o— ^^). 
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d  a  appelé  attallagmatique ,  l'enveloppe  d'une  série 
Lliogonaux  i  un  cercle  donné.  Convenons,  pour  sîm- 
eler  aire  de  l'anatlagmatique  la  dilTérence  des  aires 
lire  les  deux  branches  de  l'enveloppe,  les  normales 
a  ligne  des  centres. 

la  ligne  des  centres,  0  le  centre  du  cercle  orthogonal 
rie  et  a  le  rayon  de  ce  cercle;  si  0  se  déplace  dans 
l),  l'aire  de  l'aDallagmaiique,  correspondant  à  un  arc 
!  (A),  varie.  Supposons  que  a  reste  également  fixe. 
'  deux  points  du  plan  de  (A)  ;  u  l'angle  de  AO  avec 
tance  de  0'  à  0.  Désignant  par  Ao'  l'aire  de  l'anal- 
elative  au  point  0,  on  a 


A*. 


==/*  r'*d9  —  a\t  —  6a); 


la  distance  AO'.  Or: 

r'*=  r'  -t-  d'  —  2rd  cos  a, 
.de=f  r'.de+d:'[i>~9t)~-îdj"  reosa.de. 

)se  que  le  point  O  soit  le  centre  de  gravité  de  cour- 
rarc(A),la  dernière  intégrale  disparaît;  il  vient, 
>nt: 

Ao,=  A,-Hd'(«  — S,). 

de  cette  équation,  que  le  point  du  plan,  gui  donne  lieu 
gmatique  d'aire  minima,  est  le  centre  de  gravité  de 
(A);  tous  tes  points  également  distants  de  ce  centre 
mnent  lieu  à  des  aires  égales, 
ïme  est  la  généralisaiion  d'une  proposition,  sur  les 
iplèles,  due  à  Steiner. 


ippefle  centre  de  granité  de  courbure  d'un  arc,  le  centre  de 
roents  de  cet  arc,  chargés  proportion  ne  llemcnt  aux  angles  de 
irretpondanU. 
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VI 

Dans  ce  dernier  arlicle  sur  les  courbes  enveloppes  de  cercles, 
j'étudierai  les  propriétés  des  séries  déduites,  d*une  série  don- 
née, par  réqualion 

r'  =  *r, 

où  k  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 
L'équation  : 

montre  que  la  quantité  ■  ^  est  constante,  quelle  que  soit  la 
série  que  Ton  considère;  ce  théorème  est  dû  à  M.  Mannbeim 
(Journal  de  Liouville,  2*  série,  t.  VII,  1862). 

Au  commencement  de  celte  étude,  j'ai  fait  voir  que  la  distance 
du  point  A ,  de  (A),  à  la  corde  de  contact  d'une  série,  a  pour 
valeur 

rdr 

ds 
Pour  une  autre  série,  on  a  donc 

Cl  ^K  ,—• —  I 

rfs 

OU 

a'  =  k\a. 


On  déduit,  de  cette  équation, 


/    a'. rfe —  -—-♦-  — =AM    /     a. de— --♦.-7-! 
J  rfe       *o        IJ  do      AoJ 


Si  D  désigne  la  longueur  de  la  développée  de  (A),  S  la  lon- 
gueur de  la  courbe  enveloppe  des  cordes  de  contact  successives 
de  la  première  série.  S'  la  longueur  analogue,  relative  à  b 


somme  j'ai  fait  voir  dans  un  autre  Mémoire ,  que 
da      doo 


S  — D=- /^ 


d9      dOn 


S'~D  =  A*(S-D); 

!  entre  ta  longueur  de  la  courbe  enveloppe  des 
î5,  et  l'are  correspondant  de  la  développée  de  (A), 
ilte  au  carré  du  coefficient  k. 
16  l'on  charge  chaque  branche  de  l'enveloppe,  en 
points,  d'une  masse  proportionnelle  h  l'angle  de 
que  l'on  clierehe  le  centre  de  gravité  du  système 

!  de  contingence  est 
ds  +  di. 

d9  —  di. 

icer  ces  deux  points  pnr  leur  centre  de  graviié, 
sur  EE',  et  dont  la  dislance  au  point  B,  projcc- 
ÏE',  est  donnée  par  l'équation  : 

;B((to  +  di)  —  E'B{d9—di)  =  ^.di; 

:men(,  par  celle-ci  : 

EBdi  =  x.ds. 

.    .      dr 

Stll  t  «es  -r  ; 

ds 
leurs, 

BB(ft  =  reosidi; 
nitivemcnt, 


Soit  M  le  centre  d«  gravité  dont  il  vient  d*élre  question.  Si 
l'on  lire  MA,  la  tangente  de  l'angle  MAB  a  pour  valeur 

d(t] 
\dal  ds 


expression  qui  ne  varie  pas  si  l'on  y  remplace  r  par  kr. 

Pour  toutes  les  séries,  la  distance  du  point  M  au  point  0,  divi- 
sée par  le  carré  du  coefHcient  k,  est  constante. 

Il  résuile  de  ceci,  que  :  i'ies  centres  de  gravité  de  courbure  de 
toute»  les  iéries.sont  situé»  sur  une  droite  postant  par  le  centre 
de  gravité  de  courbure  de  l'arc  correspondant  de  la  ligne  des 
centres;  2°  le  quotient  de  leur  distance  à  ce  point,  par  le  carré  du 
coefficient  k,  est  constant. 

Cherchons,  en  dernier  lieu,  le  centre  de  gravité  d'une  enve- 
loppe de  cercles,  en  supposant  que  chaque  élément  ait  une 
masse  proportionnelle  à  sa  longueur.  Seulement,  nous  admet- 
trons qu'en  E  et  E',  les  masses  sont  l'une  positive,  l'autre  néga- 
tive. 

Soient  N  le  centre  de  gravité  relatif  aux  éléments  d(t),  d(W), 
et  F  le  point  où  EE'  touche  son  enveloppe.  On  a 

KF[(/{E)  — rf(E')]  =  EP.d(E)-ET.dlE'}; 


de 


donc 


ou,  en  supprimant  un  fadeur  commun, 

«F=o...-'"^':'"°''. 

d9 
c'est-à-dire 

NF  =  2BP. 
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Ainsi,  les  points  N,  F  sont  symétriques  par  rapport  à  la  tan- 
"   ■     ■),enA. 

i  toutes  tes  séries  déduites,  de  celle  que  l'on  con- 
quaiion 

r'  =  itr. 

le  le  lieu  du  point  F  est  une  droite  passant  par  le 
-bure  de  (A);  donc  le  lieu  de  N  est  la  droite  symë- 
pport  à  la  tangente  D. 

Immédiatement,  de  ceci,  que  le»  centret  de  gravité 
nveloppes  (en  ayant  soin  de  les  déflnir  comme  on 
lut)  lont  en  ligne  droite, 

(la  suite  prochainement.) 


PROPRIÉTÉ  OU  TRIANGLE: 

pir  H.  H.  Bbocakp. 

ir  t.  III,  pp.  6E,  lOe,  1871 1.  IV,  p.  141  al  I.  T,  p.  S13.) 


ncore  parvenir  k  la  valeur  de  et  en  exprimant  que 
gle  abc  est  nulle.  Or, 

=  aire  ABC  —  aire  aAC  —  aire  6AB  —  aire  cBC, 

•in«'ra'8in(C-«')    6*siii(A-<i')     e'8iii(B-a')l 
l  que  la  dérivée  par  rapport  à  a.'  est  nulle,  on 
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est  cundutl  k  l'équation  qui  doit  déterminer  a  : 

ro*»in(C  — a)      6*8in(A  — a)      c»an(B  — «Vl 

cos«  ;  ■    ■—  H — ^H H: — -\ 

L       EinC  sinA  slnB      J 

t[i*cos(C— «)    ,  6*cos(A--a)       c*cos(B  — a)"| 
sinC  sinA  sinB      j' 

et  comme  on  petit  remplacer  a,  b,c,  par  les  quantités  propor- 
tionnelles sinA,  sinB,  sinC,  il  vient ,  en  définitive, 

cosa[sin*A  siaB  sin(C  -«)+sin*B  ginCsin(A— a}-»-siD*CgiD  Agin(B-a)] 
■=sina[sin*AsinBcoa(C— ff>4-siD'BsinCG0s(A~-«}4-sia*CBiaAc(u(B-a}], 

équation  qui  donne 

sin*Ast^BcosC-t-Ein'BsinCco8A•^  sin'CsinAcofiB 

col  2a  = ■ 

BinA  SinB  sinC  (sin  A  •*-  sin  B  +  sinx) 

Si,  au  lieu  des  triangles 
aAC,  AAB,  cBC,  on  cdd- 
sidérait  les  triangles  a'AB, 
6"BC,  c^CA,  symétriques 
par  rapport  aux  bissectri- 
ces, l'on  serait  conduit  i 
l'équalion 

aire  a"b"c" 

Bina"  ro'sin(B-a")     6SiD{C— a")     c'Bin(A-  a")l 

—  sire  ABC  ^  -^— —  1  '"■*" — y^' —  ^ : — 71 +  '       .    .       |> 

2     L       SinB  sinC  sinA     J 

et  alors  «  serait  donné  par 

sin^AcosB  sinC  +  sin'B  coïC  sinA  -1-  sin'CcosA  sIdB 

cot2«^< — ■ 

SinA  sinD  stnC(siii'A  -t-  eia'B  ■+■  sln'C) 

Les  deux  valeurs  de  a  doivent  être  identiques ,  d'après  ce  que 
l'on  a  vu;  par  conséquent,  les  numérateurs  de  ces  deux  fraclions 
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8onl  égaux,  ce  qui  démonire,  d'une  autre  manière,  l'identité 

sin'A  sin(B  —  C)  -t-  §in*B  bïd  (C  —  A)  -t-  8in*C  sId  (A  —  B)  =  0, 

.  IV,  p.  143,  à  laquelle  conduil  le  développement  des 

du  §  III  et  de  la  Question  130. 

irrait  se  proposer  de  déduire,  de  ta  relation 

1  4-  COB  A  cos  B  cos  C 

X  =  cotA  +  co(B  +  cote  — ; : : .       (9) 

smAsinBainC 

>n  de  tg3a  ou  de  cot3a.  Il  parait  prérérable  de  prendre, 
lératenr,  sin'A-t-BinBsinCcosA.  On  a  alors 

2iiaAginBsinC(5in'A  +  sînBstnCcosA) 
i*Bsîn*Ccos*A-t-3sin*AsiQBsinCcosA—  sin'Aaîn'Bsin'C 

le  de  reconnaître  que  l'on  a,  identiquement, 
in*A  -I-  SsinBginCcosA  =aîn'A  ■*•  sin'B  +  sin'C: 

loc  it  établir  l'identité  du  dénominateur  de  cette  oxprcs- 
le  numérateur  de  l'expression  de  co(3a.  Or,  la  valeur 
:  des  numérateurs  de  cotSa  est  le  trinôme 

i{siii'A  +  sin*B  + sin'C). 

!t,  chaque  terme  peut  s'écrire,  par  exemple, 

co8C  =  8iii*AsinBcosC-t-8in'AsinCcogB-sin'AsinCcosB 
=  sin*A  —  sin*AsinCcosBj 

^sin'AsinBtosC  =  S^in'A  —  2s'"'A""CcosB. 
c 

2sin*A  sin  B  eosC  =  2i  ^in'A  sinCcos  B, 
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il  vient,  en  définitive, 

^^sin'AsinBcosCas  ^sin'ÂsîoCcosB  csY^sinU. 

11  ne  reste  donc  plus  qu'à  vérifier  Tidentité 

sin*Â  -h  2sin*Bsin*Gcos*A  H-  4sin*AsinBsinCcosA —  âsin'Asin'BsinH] 

=  sin*B  -4-  sin*C. 

On  peut  récrire  ainsi  : 

sin'A  [i  —  (cos  A  —  2  8în  B  sin  C)»]  =  (sin'B  —  sin*C)« 

==:sin«(BH-C)sin*(B^C), 
ou 

i  .  (cos  A  —  2  sin  B  sin  C)*  ^  sin*  (B  —  C), 

ou  encore 

î  —  co8*(B  —  C)  =  sin«(B  —  C). 

Ainsi  les  deux  expressions  trouvées  pour  col  2a  ou  pour  tg2a 
peuvent  prendre  la  forme  suivante,  beaucoup  plus  simple  et 
plus  symétrique  : 

2  sin  A  sinBsinC  (sin*A  +  sin^B  -4-  sin'C) 

tg  2a  == • 

sin*A  4-  sin*B  h-  8in*C 

Toutes  ces  formules  conduiraient,  on  le  voit,  à  une  nom- 
breuse  série  d'identités  trigonométriques,  sur  lesquelles  il  n'y 
a  pas  lieu  d'insister. 

Note.  Les  développements  qui  précèdent  renferment  la  solu- 
tion de  la  Question  463. 
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Lorsque  le  triangle  donné  a  une  forme  particulière,  on  peut 
déterminer  la  valeur  de  l'angle  a. 

1®  Triangle  équilatéral.  a  est  évidemment  égal  à  30®.  Les 


i 


points  O,  O'  se  confondent  avec  le  centre  du  triangle.  L'équa- 
tion f  91  donne 


A=l^ 

! 

f-A.I 

L'équalion  (9)  dcvienl 

—  colA 

..4 

>.-^ 

'       2-to.A 

^•4 

■in  A 

de  a  est  toujours  supérieure 

icre  en  construisant  quelques 

mier  paragraphe  (t.  III,  p.  GS). 

B  =  î  — C.  L'équation  (9) 


nâB, 

comme  on  peut  le  recon- 
naître par  la  conslruclion 
géométrique  du  §  XI  (l.  III, 
p.  187)  :  dans  ce  cas,  elle 
revient  à  mener  BA',  CA' 
I  BC,  AC,  et  à  tracer  AA'  ; 


B      1 

-=-8in2B. 


La  mite  prochainement.) 
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EXPOSITION  DES  PREIDËRES  PROPRIÉTÉS  DES  SURFACES 

DU  SECOUD  DEGRÉ; 

par  M.  LuaEN  Léyt,  professeur  de  mithématiqaes  spéciales ,  aa  lycée  de  Reones. 

(5Mife  et  /En,  Toir  t.  Y,  pp.  176,  Sfll.) 


Centres.  Supposons  que  le  plan  représenté  par 

A«  -h  By  •♦-  C«  -I-  D«  =  0, 

s*éIoigne  a  Tinfini  :  A=0,  fissO,  GsbO.  Les  équations  du  pôle 
deviennent 

r.=o,  /;«o,  /;=o 00 

On  a  ainsi  un  point,  en  général  bien  déterminé,  qu'on  appelle 
centre.  Le  conjugué  harmonique  du  centre,  pris  sur  toute  sécante 
qui  y  passe,  par  rapport  aux  deux  points  où  cette  sécante  coupe 
la  surface,  est  à  Tinfini  :  donc  le  centre  divise,  en  deux  parties 
égales,  toutes  les  cordes  qui  y  passent.  Cette  propriété  cameti' 
ristique  sert  de  définition  et  permet  de  trouver  le  centre  diree- 
tcment. 

On  classera  les  surfaces  par  les  méthodes  connues  :  seule- 
ment, on  fera  la  remarque  suivante.  Lorsque  le  centre  est  a 
lïnfini,  le  plan  à  Tinfini  contient  son  pôle  :  nous  avons  vu  qu  un 
plan  polaire  qui  contient  son  pôle  est  un  plan  tangent.  Pour 
généraliser  le  langage  et  pour  ne  pas  créer  d'exception,  nous 
conviendrons  de  dire  que  le  plan  &  Tinfini  touche  alors  la  sur- 
face. Ainsi  le  plan  à  Tinfini  touche  chaque  paraboloide  en  un 
point,  et  touche,  suivant  une  droite,  le  cylindre  parabolique. 

Plans  diamétraux.  Si  le  point  x',  y\  z',  V  s'éloigne  à  riolini, 
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•rend  le  nom  de  plan  diamétral.  Dans  ce  cas, 


m/; +  nf, +  ))/■;-=  0 (8) 

,  parallèle  à  la  direction  m,  n,  p,  le  jwint  M, 
I  (8),  a  son  conjugué  à  l'infini.  Donc  le  plan 
teii  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une 

Celle  propriété  caractérislique  peul  servir  de 

ïtral  conlient  le  centre  ou  les  cenires,  ù  distance 
On  discutera  facilement  l'équation  des  plans 
rappelant  que  ce  sont  des  plans  polaires. 
/,  z',  f,  à  l'infini,  est  sur  la  surface,  le  plan 
le  pâle,  ou,  en  d'autres  termes,  est  parallèle 
ses  cordes.  Ce  n'est  plus  un  véritable  plan 
>pelle  plan  OBymptotiqtie  de  la  surface. 

enons  aux  droites  conjuguées,  D,  D'.  Si  la 
à  l'infini  paraOèlement  à  un  plan  quelconque, 
je  diamèlre  conjugué  du  plan.  Dans  ce  cas  les 
nodiiienl  :  on  a 


P 


))  deviennent 
^fi  -^«Ai  ■*-pA  =^1 


Mais  les  directions  m^  n,  p  el  fn\  n^  p'  sont  parallèles  à  un 
plan  donné;  c*est-à-dire  que  Ton  a 

Am  -f-Bfi  ^Cp^sO, 
Am'+Bn'+Cp'=aO; 

d*où  Ton  tire,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  x,  y,  Zy 


tl      tk     tl 
A  "b"'c 


(12) 


Ce  sont  les  équations  du  diamètre  conjugué  du  plan. 

Les  deux  théorèmes  rappelés,  relatifs  aux  droites  D«  D^  don- 
nent naissance  aux  propriétés  suivantes  : 

1®  Vn  diamètre  est  le  lieu  des  pôles  d'une  série  dé  plans  pa- 
rallèles; 

2*^  Un  diamètre  est  le  lieu  des  centres  d'une  série  de  sections 
planes  parallèles. 

Celle  dernière  propriété ,  ordinairement  prisé  comme  défini- 
tion, permet  de  trouver  directement  Téquationdes  diamètres. 

Tout  diamètre  contient  le  centre  ou  les  centres,  à  distance  finie 
ou  infinie.  Par  exemple,  dans  lès  paraboloïdes,  tous  les  diamètres 
passent  par  le  centre,  rejeté  à  Tinfini^  dans  une  direction  donnée; 
c'est-à-dire  que  tous  les  diamètres  sont  parallèles  à  une  même 
droite. 


Note  du  Rédacteur.  Nous  avons  beaucoup  hésité,  avant  de 
publier  le  travail  qu'on  :vient  de  lire.  Si  Ton  compare  celle 
Exposition,  faite  d'après  les  nouvelles  méthodes,  avec  celle  que 
Ton  trouve  dans  les  ouvrages  classiques,  on  reconnaîtra,  croyons- 
nous,  que  celle-ci  est,  de  tout  point,  préférable  à  l'autre.  Chan- 
ger ne  suffit  pas  :  il  faut  améliorer* 


J 


Irée  par  le  point  M 
isser,  sur  la  droite 
fIxeAX. 

Un  point  M',  ïn- 
variablemenl  lié  h 
GMD,  décrit  une 
courbequenousap- 
pellerons  trocliotde. 
Pour  abi-éger  le 
discours,Qous  dési- 
gnerons par  K,K', 
les  circonférences 
CMD.  HM'G,  et 

pposer  que  K  glisse 
neuve  sur  K ,  avec 
)H  aura  alors  une 
vement  pourra  être 

igoe  parcourt  une 


c  soient  bien  connues, 
is  parait  suffisaininent 
I  se  rapproche  de  ceux 
>mètre  n'a,  nulle  part, 
I  la  cycloide,  par  les 
notre  article,  ne  nous 
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droite  fixe  OZ  (direetriee);  la  ligne  tourne,  en  même  temps, 
autour  de  0,  de  manière  que  la  vitesse  du  point  directeur  soit 
égale  au  produit  d'une  constante  R ,  par  la  vitesse  angulaire  de 
la  ligne.  Nous  donnerons,  à  un  tel  mouvement  d'une  droite,  le 
nom  de  mouvement  cycloîdal  (*)>  et  à  la  constante  R  celui  de 
paramètre. 

D'après  cela  :  lorsqu'une  droite  est  animée  d'un  mouvement 
cycloîdalf  les  points  situés  à  une  distance  du  point  directeur,  égak 
au  paramètre,  décrivent  des  cycloldes,  et  les  autres  points  parcou- 
rent des  trochotdes. 

Cette  proposition  s'applique  d*abord  aux  points  de  la  droite 
mobile.  On  Tétend  aux  points  extérieurs,  invariablement  liés  à 
la  ligne  mobile,  en  observant  que  les  droites  qui  joignent  ces 
points  au  point  directeur  ont  une  longueur  constante  et  ont  même 
vitesse  angulaire  que  la  ligne  mobile. 

••  Le  point  M  a  deux  vitesses,  égales  entre  elles,  et  dirigées, 
Tune  suivant  ME  parallèle  à  OZ ,  l'autre  suivant  la  tangente  MF 
à  K.  La  diagonale  du  parallélogramme  de  ces  vitesses  est  la  bis- 
secu*ice  de  Fangle  PME.  Par  conséquent,  si  D  est  le  point  dia- 
métralement opposé  h  G,  la  tangente  à  la  cycUnde  est  MD,  tt  b 
normale  est  MC. 

S.  L'angle  MDO  étant  la  moitié  de  MOC,  la  vitesse  angulaire 
de  MD,  et  celle  de  sa  perpendiculaire  MG ,  sont  égales  à  la  moitié 
de  la  vitesse  de  MO.  D'ailleurs,  les  points  G,  0,  D  ont  la  même 
vitesse ,  parallèle  à  AX. 

Par  conséquent,  lorsqu'une  droite  est  animée  d'un  mouvement 
cycloîdal,  elle  est  constamment  normale  à  une  première  cydfyùk  et 


C)  Une  position  quelconque  de  la  droite  mobile  peut  être  détermioée  ptf 
Tangle  6  qu'elle  fait  avec  la  directrice  et  par  la  distance  X  du  point  directeur 
à  une  origine  fixe.  L'équation  du  mouvement  cycloîdal  est  alors  :  esR;i+S, 
R,  S  dlant  des  constantes.  Telle  est  aussi  Téquation  de  la  cydoîdc,  encoo^ 
données  tangenliclles  (o«),  R  étant  le  diamètre  du  cercle  générateur. 


I 
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tangente  à  une  autre.  Les  |K>itits  d*iDeidence  et  de  contact  sont 
1  droite  mobile,  des  pointa  symétriques  rela- 
ecteur  et  à  la  directrice,  et  dont  la  distance, 
u  paramètre. 

ait  voir  immédiatement  que  :  {'la  développée 
\e  cycloïde  égale;  2°  le  rayon  de  courbure  est 
limitée  à  la  bâte. 

suivants  découlent  facilement  de  ce  qui  pré- 

mveloppe  une  cycloïde  dont  le  cercle  génêra- 

ittt  au  point  G  (ou  D),  un  angle  constant  avec 
ppe  unecycloide; 

aie  CM ,  à  partir  de  C  {ou  sur  la  tangente,  à 
md  une  longueur  constante  I ,  le  lieu  ainsi 
wïde,   qui  se  change  en  cycloïde,  lorsque 


coupent  une  cycloïde,  sous  un  angle  constanti 

iïde  égale  à  la  première. 

P  est  constant,  l'arc  DP  est  invariable;  par 

jn  mouvement  cycloïdal,  P  étant  le  point 

iramètre. 

i  divise  la  noitnale  CM  à  une  cycloïde,  dam 
décrit  une  trochoïde. 

lèle  à  MO  :  le  point  N  décrit  une  parallèle 
LN  est  invariable,  et  la  vitesse  angulaire  de 
de  OH. 

mets  des  triangles  semblables  MCQ,  construits 
le  cycloïde,  est  une  trochoïde. 
iangle  isoscùle  CQS,  semblable  h  CMO.  Par 
ICQ  et  le  rapport  ^  sont  constants;  on  en 
23 


I       « 
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conclut  facilement  que  Tangle  DGS  et  les  longueurs  CS,  SQ  ne 
changent  pas.  Par  conséquent,  le  point  S  décrit  une  parallèle 
àOZ. 

D'ailleurs  y  la  vitesse  angulaire  de  SQ  est  égale  à  celle  de  OM; 
donc  le  mouvement  de  SQ  est  cycloîdal. 

S.  Représentons  par  MD  la  vitesse  de  H  sur  la  cycloîde  :  ses 
composantes  y  Iorsqu*on  regarde  M  comme  emporté  par  le  rayon 
OM,  sont  ME  et  MF. 

Si  Toi^  considère  la  génération  tangentielle  de  la  cycloîde,  on 
peu  t.  distinguer  trois  vitesses  du  point  M  :  1®  la  vitesse  ME  em- 
pruntée au  point  directeur  D;  2®  une  vitesse  provenant  de  la 
rotation  de  DM  ;  3^  une  vitesse. due  à  ce  que  la  longueur  DM 
n'est  pas  invariable.  Les  deux  dernières,  qui  sont  les  composantes 
de  MF  suivant  MO  et  CM ,  sont  égales  à  FU  et  MU;  car  les  dia- 
gonales d'un  losange  sont  rectangulaires.  Mais  MU  =  {  MD; 
donc  la  vitesse  de  M,  sur  la  cycloîde,  est  double  de  celle  avee 
laquelle  M  se  rapproche  de  D,  dans  le  mouvement  cycloîdal  de  la 
tangente.  De  là,  on  conclut  facilement  que  l'arc  BM  est  double  de 
la  corde  DM, 

9.  La  tangente  à  la  trochoïde  s'obtient  élégamment  par  le  rai- 
sonnement suivant  : 

Les  vitesses  que  le  point  M'  emprunte  au  point  directeur  0  et 
à  la  rotation  du  rayon  OM',  peuvent  être  représentées,  en  gran- 
deur, par  OM  et  OM';  si  le  parallélogramme  de  ces  vitesses  fait 
un  quart  de  révolution  autour  de  M',  deux  côtes  coïncideront 
avec  M'O  et  OC.  Il  en  résulte  que  la  normale  à  la  trochoïde  est 
M'C,  et  que  la  tangente  est  M'T,  perpendiculaire  à  M 'G. 

On  peut  observer  que  les  tangentes  à  la  trochoïde,  étant  tra- 
cées sur  le  plan  de  la  circonférence  K',  enveloppent  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  les  points  G,  D,  ef  pour  grand  axe  2R'.  Si  R' 
était  plus  petit  que  R,  cette  enveloppe  serait  une  hyperbole. 

10.  La  trochoïde  est  isopérimètre  avec  V ellipse  qui  a  pour 
demi-axes  R'  -+-  R  er  R'—  R. 
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En  eOet ,  les  points  C  ei  D,  considérés  comme  appartenant  au 

diamètre  GH,  décrivent,  sur  le  plan  de  l'angle  droit  GM'H,  des 

demi-ellipses  dont  tes  axes  sont  2CG  et  2CH.  Pour  trouver  les 

vitesses  avec  lesquelles  C  et  D  décrivent  ces  ellipses,  observons 

que  l'on  n'altère  pas  le  mouvement  relatif  de  la  droite  GH  et  du 

plan  GM'H  en  imprimant,  à  ces  figures,  les  mêmes  vitesses,  et  e» 

'  "  ;ant  la  translation  parallèle  à  OZ.  Les  vitesses  auxiliaires 

lUs  introduisons  nous  serviront  à  rendre  immobile  l'angle 

jMH;  elles  consistent  :  1°  en  une  vitesse  égale  et  con- 

&  celle  de  M'  sur  K';  2°.  en  une  vitesse  angulaire  égale 

;raire  à  celle  de  GM'  et  HM',  laquelle  est  la  moitié  de  celle 

oint  Gacquiert  ainsi  deux  vitesses  que  l'on  peut  représenter, 
indeur  et  dans  une  direction  perpendiculaire,  par  M'I  et 
');  celles-ci  ont  pour  résultante  GI  (tournée  de  f);  de 
,  la  vitesse  définitive  de  H  (tournée  de  f),  sera  Hl.  Or,  le 
[  est  aussi  le  centre  instantané  de  rotation  de  la  droite  GH 

meut  entre  M'G  et  M'H  ;  et,  comme  les  vitesses  des  difTé- 
points  de  GH  sont  proportionnelles  à  leurs  distances  au 
[.celle  de  D  sera  ID  =  M'C. 

ic,  pendant  que  le  point  M'  décrit  la  moitié  de  la  trocholde, 
it  D  décrit,  avec  une  vitesse  qui  est  constamment  la  moitié 

un  quart  d'ellipse;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


oorplus  de  facilité,  nous  doublons  ainsi  toutes  les  vitesses  :  la  vitesse 
ir  K'  était  représentée  par  N'O. 
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PRINCIPES  DE  LA  THÉORIE  DES  DÉVELOPPOÏDES 

DES  COURBES  PLANES; 

par  M.  P.  Maksion,  professenr  à  rOoi?enité  de  Gand. 


historique;  définitions. 

RsAUMim  s'est  occupé,  le  premier,  de  Tenveloppe  des  droites  qui 
rencontrent  une  courbe  quelconque  sous  un  angle  constant  (*), 
et  en  a  démontré  la  propriété  fondamentale.  Fontenelle  appelait 
cette  enveloppe,  développée  imparfaite  (**).  Langret  substitua, 
à  cette  dénomination,  Texpression,  beaucoup  plus  simple,  de 
développoïde  {***)  :  il  montra  que  la  développoîde  sous  un  angle 


•(*)  Histoire  de  VJeadémie  royale  des  sciences.  Année  MDGCIX,  aoee  Us 
Mémoires  de  Mathématique  et  de  Physique,  pour  la  même  armée.  Paris, 
MDGGXXXIIl.  «  Méthode  générale  pour  déterminer  le  point  d'întersectîoQ 
de  deax  lignes  droites  infiniment  proches ,  qui  rencontrent  une  courbe  quel- 
conque vers  le  même  côté  sous  des  angles  égaux,  moindres  ou  plus  grands 
qu'un  droit;  et  pour  connaître  la  nature  de  la  courbe  décrite  par  une  infi* 
nité  de  tels  points  d'intersection  ;  «  par  M.  De  Reaumur,  4  mai,  pp.  149-i6S 
des  Mémoires.  «  Formules  générales  pour  déterminer  le  point  d'interseetioo 
de  deux  lignes  droites  infiniment  proches,  qui  rencontrent  une  courbe  quel- 
conque  vers  le  même  côté  sous  des  angles  égaux;  »  par  M.  De  Rbaumgi, 
i  juin,  pp.  185*192  des  Mémoires. 

(**)  Ibidem.  «  Sur  une  espèce  imparfaite  de  déreloppées;  >  pp.  64-63 
de  THistoire, 

(***)  Mémoires  présentés  à  l'Institut  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  par 
divers  savants  et  lus  dans  ses  Assemblées.  Sciences  mathématiques  et  physiques. 
Paris,  janvier  MDCCGXL  «  Mémoires  sur  les  déveioppoides  des  courbes 
planes,  des  courbes  à  double  courbure  et  des  surfaces  développablcs;  t  par 
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P,  de  la  développoïde  sous  un  angle  a,  d'une  courbe  donnée,  esi 
identique  à  la  développolde  sous  l'angle  «t,  de  la  développolde 

l'angle  ^,  de  cette  courbe.  A  une  époque  plus  rapprochée, 

Iabich  a  railaché  la  théorie  des  développoîdes  à  la  Cinéma- 
(').  M.  Dewglf  s'est  occupé,  à  plusieurs  reprises,  de  l'étude 
)bliques  aux  courbes,  e'est-à-dire  des  tangentes  aux  déve- 
)ïdes;  il  a  fait  connaître  le  genre,  la  classe  et  l'ordre 
1  développolde  d'une  courbe  algébrique  d'ordre  n  (**). 
HASLBS  a  enrichi  la  théorie  des  obliques  d'une  belle  série  de 
èmes  (■").  M,  l'abbé  Aocst  a  consacré,  aux  développéet 
ueg,  nom  qu'il  donne  aux  développoîdes,  quelques  pages  de 
de  ses  ouvrages  classiques  (iv).  EnGn,  M.  Haton  db  la  Gou- 
iaR,i  qui  nous  avons  emprunté  la  majeure  partie  de  ces 
tignements,  a  présenté,  &  l'Académie  de  Paris,  un  Mémoire 
ei  développoîdes,  dont  l'impression  a  été  volée  le  30  août 
i,  et  qui  a  été  publié,  en  1877,  dans  un  recueil  belge  (v). 
tus  nous  proposons  de  résumer  ici  les  propriétés  principales 
léveloppoïdcs  et,  en  particulier,  le  Mémoire  de  M.  Haton  de 
roupiLLiËRE.  Nous  slmpIiRons  considérablement  l'exposition 
echerches  de  ce  Géomètre,  en  employant  la  notation  sym- 
ue  de  Brisson,  dans  l'étude  des  équations  linéaires  aux- 
es  conduit  la  théorie  des  développoides. 


LiNCMT  ;  lu  le  93  décembre  1800;  pp.  1-79.  §  I.  Des  âcTeloppoTdcs 
s,  pp.  3-10.  —  Celte  dénomination  de  développoidt,  formëu  d'un  mnt 
lii  et  d'une  terminaison  grecque,  est  peu  coDtonDe  aux  principes  gêne- 
le  rétjnnolofie. 
La  Monda,  par  l'abbé  Moigno,  1 867, 1.  XIV,  p.  40S  ;  1 869,  L  XIX,  p.  35. 

f/owitUtt  Annalti  de  mathimatiqtui ,  1"  série,  1899,  k  XVHI, 
Î3-359.  4860,  t.  XIX,  pp.  175-180;  %•  aérie,  1673,  t.  Xr,  pp.  397- 
BulMin  de*  tàeneet  mathématiqaet  et  ailTOnomiqvu ,  3*  série,  187S, 
^oir  en  particulier  n«XXV,  XXVl  et  XXX. 

')  Compte!  Ttndtt*  de  l'^tadimie  det  itiencei  de  Paru,  J873, 1"  ic- 
e,  t.  LXXXIV,  pp.  1146-I1S4;  ]377-1380. 
)  A  nah/it  in/iniliiimale  de*  eourbei  planti ,  p.  77. 

Atmalcs  de  la  Soeiélé  Kicnlifigue  de  BruxtUe*,  1877-1878,  pp.  1-34 
seconde  partie. 
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fait  un  angle  a  avec  la  langenle  tp  en  p.  Si  le  point  p  se  rap- 

L-  :_jji!_:_jpju  j^  q^  |g  ^q^hi  „  ipoj  vers  le  centre  1  du 

,  en  0,à  ta  courbe  primitive;!), à  la  limite, devient 
léveloppoïde;  0, 1, 1'  sont  sur  une  circonférence 
lèire  01 ,  limite  des  positions  de  Optu,  quand  p 
it  vers  0.  Donc,  etc. 

—  I.  La  normale  l'I,  k  la  développoTde,  fait  un 
mgente  01  à  la  développée.  Donc  la  développée 
te  à  une  courbe,  tous  un  angle  a,  est  la  déeelop- 
)me  angle,  de  Ut  développée  à  la  courbe  primitive. 

i  centre  de  courbure  de  la  développée  en  1  ;  3', 
oppoïde  en  1  '.  Le  point  3'  est  la  projection  de  3 
!  à  In  développoïde;  le  point  l' est  aussi  la  projec- 
î'.  Donc  l'3'  est  la  projection  de  la  ligne  brisée 
dit  :  le  rayon  de  courbure  de  la  développoïde,  en 
projection,  sur  ta  direction,  de  la  ligne  britée 
lyon  de  courbure  de  la  courbe  primitive  et  par  le 
-e  de  ta  développée  aux  pointt  correspondanii.  Ce 
lous  forme  analytique,  donne  une  formule  de 
9(  le  point  de  départ  des  recherches  de  M.  Haton 

1.  Appelons  la  développoïde  de  la  courbe  pri- 
ingle  a,  la  développoïde  (a);  la  développoïde  de 
angle  {3,  la  développoïde  (a^);  désignons,  de 
im  de  développoïde  (a^),  la  développoïde,  sous 
I  développoïde  («^);  et  ainsi  de  suite. 


!,  dit  H.  HiBicH  (Complu  rtndm,  t.  LXXXIX,  p.  i07, 
onve  déji  dans  le  Mémoire  de  H.  F.  Bkioschi,  Inlomo  U 
ippate  (Àntialri  de  TortaUni ,t-  IV,  18S3,  pp.  Hl-00);  il 
ueur  MiNicfl,  qui  l'aurait  publice  dans  lu  Nuovitmjgi 
Padtma,  t.  V,  H.  Bbioschi  étend  la  formule  aux  surfaces 
te  De  MOROiN  (The  Cambridge  and  Dablia  Mathemalicat 
18til)  pour  les  déveluppoïdes  spliériqucs. 
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Problème.  Déduire  la  n*^>°*  développotde  d'une  courbe,  sous  des 
angles  donnés  y  de  sa  n^^^^  développée. 

Pour  simplifier,  soit  ns=4;  et  cherchons  la  dévcloppoîde 
(a(3yj);  soient  aussi  a',  (3',  /,  d',  les  compléments  de  a,  (î,  y,i. 
Appelons  0,  1 ,  2,  3»  4  les  points  correspondants  de  la  courbe 
primitive  et  des  quatre  premières  développées;  1',  2',  3',  4' ceux 
de  la  dévcloppoîde  (a)  et  de  ses  trois  premières  développées; 
2",  3",  4"  ceux  de  la  dévcloppoîde  («(3)  et  de  ses  deux  premières 
développées;  3'",  &'"  ceux  de  la  dévcloppoîde  (a(3y)  et  de  sa  pre- 
mière développée  ;  4*^ ,  enfin ,  le  point  cherché  de  la  quatrième 
dévcloppoîde. 

D  après  le  premier  corollaire  du  théorème  de  Reaurour,  1', 
2',  3',  4  sont  les  projections  de  1,2,  3,  4  sur  01',  12',  23',  34^ 
qui  font,  avec  01 ,  12,  23, 34,  un  angle  a  ;  2",  3",  4"  sont  les  pro- 
jections de  2',  3',  4'  sur  r2",  2'3",  3'4"  qui  font,  avec  l'2',2'3', 
5'4',  un  angle  (î';  3'",  4'"  sont  les  projections  de  3",  4''  ror 
2''3'",  5'T"  qui  font,  avec  2"3",  3"4",  un  angle  /;  enfin  4"  est 
la  projection  de  4'"  sur  3'"4",  qui  fait,  avec  3'"4'",  un  angle  d'. 
Il  est  aisé  dç  résoudre  le  problème  d'une  manière  générale. 

S.  TuÉonÉME  DE  Lancret.  La  développoïde  (Pa)  est  identiqite 
à  la  dévcloppoîde  (a{3).  11  suffit  de  prouver  que  la  tangente  à 
la  développoïde  (<xP),  en  un  point,  coïncide  avec  la  tangente 
(  P(x),  au  point  correspondant.  La  tangente  à  la  développoïde 
(a(3),  en  un  point  2",  correspondant  au  point  0  de  la  courbe  pri- 
mitive, est  la  droite  l'2",  faisant  un  angle  ^  avec  01',  tangente  à 
la  développoïde  (a).  La  droite  2"1'  rencontre  la  circonférence 
011  '  en  un  point  m.  Traçons  Om.  Cette  droite  Om  fait  un  angle  ^ 
avec  la  tangente  ot  à  la  courbe  primitive;  donc  Oui  esl  la  tan- 
gente à  la  développoïde  (|3),  et  m  est  le  point  de  cette  dévelop- 
poïde (P),  correspondant  à  0.  La  droite  ml'  ou  l'2''  fait,  avec 
Om,  un  angle  complément  de  Tml  ou  a',  c'est-à-dire  égal  è«; 
par  conséquent,  ml'  ou  r2"  est  la  tangente  à  la  développoïde 
(Pa);  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaires.  —  I.  On  peut  intervertir ^  comme  on  le  veut^  Us 
lettres  a,  |3,  y,  d,  ...  dans  la  notation  :  développoïde  («Pt^...). 


n 
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MCy  avec  M'O,  M'  étant  diamétralement  opposé  à  M  et  situé  sur 
la  circonférence  0'.  Pour  avoir  la  développoîde  de  Tépicyeloîde 
M,  sous  un  angle  (3' 5=17; — p,  menons  Mm'  faisant  un  angle  jî 
avec  MC  ;  et,  du  point  m,  abaissons  mm*  perpendiculaire  sur  Mm'. 
Si  le  point  M  parcourt  le  cercle  G',  le  point  m'  parcourra  aussi 
un  cercle,  car  les  droites  CM,  Cm'  sont  dans  un  rapport  cooslant, 
et  font  un  angle  constant.  Si  M  se  rapproche  indéfiniment  de  C, 
il  en  est  de  même  de  m'.  Le  centre  a  du  cercle,  lieu  du  point  m') 
est  donc  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  Cm';  de  plus 
aCm'  s»  O'CM  »a  a,  d'après  la  théorie  de  la  similitude. 

Supposons,  maintenant,  que  M  étant  fixe,  Tangle  ^  varie  de 
manière  que  m' décrive  la  circonférence  mm'M,  dont  le  diamètre 
est  Mm.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  point  a  décrira  aussi  une  circon- 
férence, indépendante,  en  grandeur  et  en  position,  de  la  positioQ 
du  point  M.  En  effet,  Ca»»^^^  et  Tangle  aCm's^a  est  constant; 
a  décrira  donc  une  figure  semblable  à  celle  que  décrit  m\  D  après 
la  théorie  de  la  similitude ,  les  diamètres  homologues  du  cercle 
mvdVi  et  du  lieu  du  pointa  font  un  angle  a;  le  diamètre  du  lieu 
du  pointa  a  donc  la  direction  CO'.  Les  rayons  homologues 
émanants  du  point  C  étant  proportionnels,  le  rayon  vecteur 
maximum,  du  lieu  du  point  a,  est  2i  CM,  comme  Ca  est  à  Cm';  ce 
rayon  vecteur  maximum  est  donc  C0^  On  aura,  d  ailleurs,  pour 
le  rayon  vecteur  minimum  Cd ,  les  proportions  : 

G/  :  CO'  =  Cm  :  CM  =  Cm  :  CM'  =  OC  :  OC  =  R  :  R  +  2R', 

C  étant  diamétralement  opposé  à  C,'dans  le  cercle  C.  La  pro- 
portion qui  détermine  Cdpeut  s'écrire,  en  échangeant  les  moyens, 

Crf:Rs»R':R^-2R'; 
puis, 

Gd:R  — Crf  =  Cd:Orf«R':R+R'  =  0'C:CO. 

Mais  (Legendre,  Géométrie,  III,  34),  il  résulte  de  Ih  que 

aC  :  aO  «  O'C  :  O'O. 


Dt  a,  comme  centre ,  avec  un  rayon  aC, 
oupanl  nO  en  b;  puis,  autour  de  0, 
rérence  Ofr.  Nous  aurons 

<iO«0'C:00'=»R:R-t-R'. 


ab:bo  =  K:K. 

06,  ab  est  donc  semblable  i  celui  des 
luit ,  par  des  raisonnements  analogues  A 
I  recherche  de  la  développée  des  épicy- 
dii  théorème  de  M.  Fourst. 

Ie=90,  m'  vient  en  m,  et  a  en  d;desl 
cle  de,  tel  qu'en  routant  sur  un  cercle 
—  dC,  le  point  m  de  ce  cercle  décrit 
lolde  M. 

d'intersection  de  Mm'  avec  la  eirconPé- 
I  de  0/"avec  la  droite  mm'.  Je  dis  que  b' 
,  menons  fyi',  fC',  fC,  CA'.  On  a 

»OH':Om  =  OC':OC; 

èle  k  /C'  ou  perpendiculaire  à  fC.  Les 
t'  sont  donc  sur  une  circonrérenee  /&', 
i  centre  a'.  On  aura 

=  Oa'  :  a'C  =  00'  :  O'C  i 

!lc  O'ad;  il  est  aussi  sur  la  perpendïeu- 
Jonc  n*  se  confond  avec  a,  b'  avec  6. 
(La  suite  prochainement.) 
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mOTES 

SDR  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  DU  GONGOUfiS 
DE  L*ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1879)  (*). 


Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l^ellipse,  et  lais- 
sons réquation  de  celle  courbe  sous  la  forme  habituelle 

,         ■         I 

Soient  p^  q  les  coordonnées  du  point  M  ;  <x,  p ,  —  a,  —  p,  les 
coordonnées  des  points  variables  D,  D',  diamétralement  opposés; 
X,  ify  les  coordonnées  du  centre  C  de  la  circonférence  MDD'. 

Les  points  M,  D,  D'  appartiennent  à  la  conique  :  donc 

K-'j.-^^ 0) 

De  plus  y  les  distances  MG,  AC»  A'C,  sont  égales;  donc 

(x-«)«+(y-p)'=(x-p)'H-(y^ç)',.    .    .    (3) 
(x-«)'H.(y-l5)'=(x-4-«)«-».(y-hpr  .     .    .    (4) 

Il  faut  éliminer  a  et  P  entre  les  équations  (â),  (3),  (i).  De  (i), 


(•)  A^.  C.  M.j  tome  V,  p.  302. 


M:-t-py  =  0 (5) 

perpendiculaire  au  milieu  O  de  AA'.  L'équation 
jssi  et  devient 


a'-+-p*=p'+7*— 2/)ï~2îy (6) 

is  (1)  et  (2),  on  déduit 

a*  6' 

compte  de  l'équaiion  (S)  : 
ï'(aY-t-  ^yj  —  ^'l^'-c' +  *'»')  =0- 
"etranchanl  6*7'^',  on  tronve 
-îtf){j«*9y)  =  (P'-î'j{''V-».fc'y'}  .    .    (7) 
quation  (6),  on  conclut 

26'(px  +  9y)-(ô'-o»)(î'-p')    ....    (8) 
I  de  ^  devient  alors  immédiate  :  elle  donne  l'équa- 

aV^by  =  t(px-qy) (g) 

nie  une  ellipse  (K)  admettant  les  particularités 

>  par  l'origine; 

ormale,  en  ce  point,  ù  une  droite  Oh  symétrique 
portàOX; 

s  G ,  P,  où  elle  rencontre  OX  et  OY,  sont  les 
même  diamètre.  Le  centre  I  se  trouve  donc  au 

GF  est  vue,  du  point  0  de  la.  conique,  sous  un 
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angle  droit.  Par  conséquent,  en  vertu  d'une  proposition  con- 
nue (*),  cette  eorde  rencontre  la  normale  OL  en  un  point  fixe  L. 

Les  tangentes  aux  extrémités  de  la  corde  GF,  lorsque  1  angle 
droit  XOY  tourne  autour  du  point  0,  se  rencontrent  donc  sur  là 
polaire  du  point  L.  Il  reste  à  faire  voir  que  cette  polaire  est  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  OM. 

Les  équations  des  droites  OL,  GT  étant 


o'x      b*jf       c* 
le  point  L  a  pour  coordonnées 


py  -I-  qx=0,    -^ -5  —-^1 


âp  c^q 


et  la  polaire  de  ce  points  par  rapport  à  la  conique  (K),  a  pour 
équation 

px^qy=L—J.i 
ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 


II 

L'ellipse  K  est  semblable  à  Tellipse  donnée.  En  effet ,  si  on  la 
rapporte  à  son  centre  et  à  ses  axes,  elle  a  pour  équation 

c* 
^       46 

Ainsi,  elle  est  de  grandeur  constante.  Par  conséquent,  siTon 
suppose  que  le  point  M  se  déplace,  la  conique  se  transportera  pa- 
rallèlement à  elle-même,  sans  changer  de  grandeur,  et  en  passant 


(*)  Théorème  de  Frégier  {Nouvelles  Annales,  U  II,  1843,  p.  186).  .  (E.C.} 
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-  l'origine.  Sa  position  seule  dépendra  de  la  position 

Ilipsc  (K)  est  semblable  au  lieu  des  points  de  con- 
rmalcs  à  l'ellipse  donnée,  aux  sommets  d'un  triangle 
it  pour  centre  de  gravité  le  centre  de  la  courbe 
hustion  236,  t.  III,  pp.  96,  210,  et  l.  IV,  p.  45). 


it  M  est  quelconque,  le  lieu  du  centre  des  circon- 
ly  a  pour  équation 

-  2px  -  Syy)  {aV  +  6'//')  -  aV  (x*  +  y»)  «=  0.     (13) 

I  est  du  troisième  degré.  Elle  admet  une  asymptote 
l'équation  est 


p'  +  a'  aV  -+■  fc*p'  —  oV 

ite,  perpendiculaire  à  OH,  passe  par  l'origine  si 

o*7*+  6*p*=  0*6*, 

î  le  point  M  appartient  à  l'ellipse  donnée.  Dans  ce 
on  (15)  s'identifie  avec  l'équation  (9),  quand  on 
l'x'  -*-  i'y*  par  ~(px  —  qy).  Elle  devient  alors 

+  5*)  (2a»«*  +  Sfc'y*)  =  <^(j^+f)  {px  -  qy). 

,  la  courbe  (13)  rencontre  les  axes  coordonnées  aux 
ts  que  la  conique  (9),  sî  le  point  H  est  sur  l'ellipse, 
et ,  pour  X  =  0  et  y  =>  0 ,  les  identités 


■^f-H-      fp 

p-i-^-a'           e-, 

2p             2a'' 

î,         "      SJ- 

ns  la  même  hypotlièse,  l'équation  (13)  doit  être 


considérée  comme  représenlanl  la  conique  (K)  et  la  droite  U 
perpendiculaire  à  OM.  On  a  alors  l'identilé 

=  {px  +  çy)  (c'px  —  e'çy  —  So^ar'—  2fcV*) . 
entraînant,  en  effet,  la  condition 


La  normale  &  la  conique  (K),  en  un  point  (x,  y),  a  pour  équ 
tion 

rp  —  4o'x 

En  exprimant  qu'elle  passe  par  l'origine,  on  a  l'équalion 

4xy  —  py  —  çx  =  0 

d'une  hyperbole  équilalère.  Cette  courbe  passe  par  l'origine,  < 
elle  est  langenieà  la  droite  OL.  Elle  renferme  aussi  les  pieds  d 
normales  h  la  conique  (K^,  issues  du  point  O. 

On  a  ainsi  les  éléments  nécessaires  pour  former  l'équation  < 
la  circonférence  passant  par  les  pieds  des  normales. 


Lorsque  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatèrc  (i 
ayant  pour  équation 

x'— y'=  I, 

la  conique  (K)  devient  aussi  une  hyperbole  équilatére,  do 
l'équation  est 

X*— y*=2px  — 2çy. (1 

Cette  courbe  «dmet  pour  centre  le  point  M  (p,  9).  Elle  pai 
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rorÎKine,  et  la  normale  en  ce  point  a  pour  équation 

,  réquation  de  la  normale  au  point  (x,  y)  est 

■-,_-pf(X-.,. 

i  cette  normale  part  de  l'origioe,  on  trouve 

2xy  —  py —  qx^O (15) 

hyperbole  équîlatèrc  (H'),  passant  par  le  pied 
s  de  l'origine,  c'est-à-dire  renfermant  clle- 
•nconlrant  l'hyperbole  (H)  en  un  autre  point 

rigine  des  coordonnées  au  centre  M  de  l'hy- 
urons 

=  p'  — 9*.    ixy*-pif  +  qx  =  0. 

tnne  les  valeurs  de  x  est  alors 

-p')x'-i-  V(î'-p')x  +  p*{î'-  ?*)=  0. 

icine  ( —  p),  on  a 

3(9"-p»)x+p(9'-p')  =  0,    .    .    .    (iO) 

ie  degré,  h  laquelle  la  Torraule  de  Cardan 
rouvc 


,«—  p»  (l^— p  +  y  +  \y-p-q). 

même,  par  l'équation 

3(p'— î*)y+9{p'-9')  =  0, 


Nota.  On  peut  obtenir  aussi  l'équation  (1( 
entre  les  équations  (1i)  et  (IS).  La  solution  a 
il  vient  alors 

équation  qui,  par  la  substitution  x  =  z — p 
l'équation  (i6)  : 

(H. 

(Le  procédé  d'élimination,  du  §  I,  a  été 
M.  L.  Larhivet.) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Le  Lasseur.  — 
vir intérêt,  les  articles  de  M.  Brocard ,  lur  la  fi 
litè  des  nombres  premiers;  je  les  croyais  lermin 
mais  je  vois  avec  plaisir,  en  recevant  le  numér 
de  la  N.  C.  M.,  que  M.  Brocard  a  l'intention  de 
a  sans  doute  encore  bien  des  choses  intéressi 
muniquer  sur  cette  matière. 

Voulez-vous  me  permettre  de  vous  adresser 
tions  sur  le  travail  de  M.  Brocard,  qui  vous  i 
tout  particulier  que  j'ai  mis  à  l'étudier? 

H.  Brocard  a  rappelé,  dans  son  premier 
qii'Euler  avait  eu  l'heureuse  inspiration  de  not 
œuvres,  l'identité  suivante  : 

2'+l=2"4-l— i  29i  967  297  =  6  7 
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Est-ce  qu'il  n'eàl  pas  été  bien  de  rappeler  les  décompositions 
de  2*"  +  1  et  2*"  -t-  ( ,  insérées  dans  le  numéro  de  septembre 
1878  de  la  N.  C.  M-,  el  dues  h  MM.  Lucas  et  Pervouchine? 
'^  '    au  bas  de  la  même  page,  M.  Brocard  rappelle 

"é  que  la  formule  x'  +  x  -f-  41  donne,  pour 
«  suite  dont  les  quarante  premiers  termes  sont 
liers.  Il  est  assez  curieux  de  constater  qu'après 
cime  autre  formule  algébrique,  de  même  forme, 
ibres  premiers,  une  série  qui  approche,  même 
ire  donné  par  cette  formule.  J'ai  fait  la  vériG- 
f  54  000,  pour  la  formule  x'-i- a;  -t-  A  (A  étant 
il).  Les  formules  les  plus  favorables  ont  donné 
■miers  consécutifs,  en  faisant  successivement 
dessous  de  41,  et  en  dehors  de  x*  +  x  +  17, 
par  M.  Brocard,  il  y  en  a  quelques  autres  par 
ent  des  nombres  premiers,  en  faisant  x=0,  1 , 
rait  facile  de  les  donner  toutes  si  cela  pouvait 
ité. 

rché  pour  les  formules  an*  +  A  ;  mais  je  suis 
B  29  est  (comme  41  pour  les  autres  formules) 
des  formules  donnant  jusqu'à  A  —  1  des  nom- 
a-t-il  d'autres  formules  analogues? 
id  ariicle  {Jévrier  1879,iV.  C.  M.),  M.  Brocard 
auss,  plusieurs  formules  dont  on  peut  se  servir 
totalité  des  nombres  premiers,  de  1  à  n.  Je 
>ujet  (mais  il  en  parlera  peut-être  plus  tard)  il 
ion  de  M.  Piarron  de  Mondésir  et  de  ses  com- 
ongrès  du  Havre. 

erai  aussi,  à  propos  de  ces  formules,  la  pensée 
t,  il  serait  peut-être  plus  utile  d'avoir  la  limite 
nite  supérieure. 

:  il  y  0  une  formule  très-simple  qui,  à  partir  el 
000,  donne  un  nombre  toujours  supérieur  au 
U  la  totalité  des  nombres  premiers  qui  existent 
Il  celle-ci  (A  représentant  la  totalité  des  nom- 
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brcs  premiers  ou  plutdt  la  lîmiie  supérieure  de  cei 

logn 

L'approximaiion  n'est  pas  bien  grande,  surto 
devient  tréfi>considérable;  cependant,  si  l'on  avaï 
aussi  simple,  donnant  constamment  la  limite  intéri 
formules  pourraient  remplacer,  avec  avantagé,  les 
exactes  et  aussi  plus  compliquées  qui  donnent 
nombres  premiers,  mais  sans  que  l'on  puisse  savoi 
le  nombre  donné  par  ces  formules  est  plus  grand 
que  le  nombre  réel. 

M.  Brocard  nous  donnera,  sans  doute,  quelqw 
sur  la  totalité  des  nombres  premiers  renfermés  < 
renies  formes  linéaires,  quadratiques,  eic.  Il  est  bii 
toutes  les  formes  linéaires  semblables  ne  renfermée] 
totalité  de  nombres  premiers,  quoique  Técart  ne  pi 
certaines  limites. 

Je  vous  citerai  même,  à  ce  [H\ipos,  un  exempli 
prouve  cette  assertion.  J'ai  eu  dernièrement  à  r 
nombres  premiers,  de  1  à  SOOOOO,  de  la  forn 
jusqu'à  If  S  !iOO,  j'ai  pu  me  servir  de  la  table  de 
delà,  j'ai  cherché  directement,  par  l'exclusion  de  lo 
premiers,  jusqu'à  la  racine  carrée.  J'ai  trouvé  (sauf  i 
a  3^  nombres  premiers,  de  la  forme  720n  -f-  1 ,  dt 

Or  (page  34,  février  1 879,  JV.  C.  M.),  je  trouvï 


de  1  i  500000         41  S»6  d'après  les  Uble 

41  fi06  par  le  logarithm 

41  S96  par  la  formate  d 

41  532  par  la  formule  d 

Prenant  le  nombre  le  plus  élevé  41606  et  le  divi 

j'ai  âl6jj,  nombre  plus  petit  que  le  nombre  réel. 

Si  maintenant  je  divise  500  000  par  deux  fois  sa 


j'obtiens  43  867  qui,  divisé  par  193,  donne  238^,  nombre  bien 
plus  rapproché  du  nombre  réel  et  que  l'on  peu!  même  confondre 
avec  celui-ci. 

Il  faut  en  conclure  que,  parmi  les  193  formules  linéaires 
7âO»  +  t,  730n-f-  1  contient  plus  de  nombres  premiers  que 
la  moyenne  obtenue  en  divisant,  par  192,  la  lolaltié  des  nombres 
e  1  à  SOO  000. 

ssi  des  formules  720n  +  t'  donnant  des  nombres 
I  nombre  moindre  que  la  moyenne.  > 


l'une  lettre  de  M.  Realis.  —  ■  L'équation  indéter- 

lesiion  dans  le  numéro  d'août,  de  la  Nouvelle  Corres- 
).  279),  a  éié  résolue,  il  y  a  plus  d'un  siècle,  par 
les  Nouveaux  commentaires  de  Pêlersbourg  (t.  XVII, 

ie  d'EuIer,  cependant,  ne  parait  pas  devoir  donner 
lutions.  Les  valeurs 

069,    y=>8497,    z  =  5103i9,    u  =  428597, 

>  Géomètre  regarde  comme  les  plus  petits  nombres 
satisfont  à  l'équation  (*),  constituent  elTectivemenl 
moins  simple  que  l'égalité  si  remarquable 

1  205'  +  76*  ==  H  76*  -+-  685*, 
M.  Desboves. 

intérêt  qui  s'ailaclie  à  la  connaissance  de  la  méthode 
}de  la  formule  générale)  qui  amène  ce  résultai.  > 

s  numen  vidtnlar  minimi  quatHoni  wnlrte  MolUfaeienlei  (p.  69 
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Extrait  d'une  lettre  de  M.  Neuberg.  —  «  La  livraison  du 
mois  d'août,  de  la  N.  C.  M.,  renferme  le  théorème  suivant,  de 
M .  Desboves  : 

La  sixième  puissance  d'un  nombre  entier  quelconque  est  égaU 
à  la  différence  des  sixièmes  puissances  de  deux  autres  nombres 
entiers^  diminuée  du  triple  carré  du  produit  des  trois  nombres. 

Cette  proposition  résulte ,  immédiatement,  d'une  égalité  bien 
connue.  Si  Ton  pose 

x  =  a  -4-  p, 
on  a 

Donc  le  cube  d'un  nombre  entier  quelconque  est  égal  à  la 
somme  des  cubes  de  deux  autres  nombres  entiers,  augmentée  du 
triple  produit  des  trois  nombres. 

Pour  conclure,  de  là,  le  théorème  de  voire  honorable  Corres- 
pondant, il  suffit  de  faire 

x  =  y',    a  =  y',     p  =  — ^: 
y  est  quelconque;  7  et  d  se  déduisent  de 

TilJL  étant  une  décomposition  de  y^  en  deux  facteurs  de  même 
parité. 

L'équation  indéterminée,  qui  exprime  le  théorème  de  M.  Des- 
boves, n'admet  pas  d'autre  solution.  Car  elle  est  renfermée  dans 
l'équation  (1),  qui,  après  la  suppression  de  la  racine  a-hP, 
revient  à 

a;*  —  x(a  -*-  p)  -+-  a'  —  ap  -*-  p'  «  0; 

et  les  racines  de  celle-ci  sont  imaginaires.  » 

{*)  L'identité 

a'-t-  6* 4- c»  —  3a6c s=  (a -4- 6  +  c) (a' +  6* +  c'—  6c  —  ca  —  06) 
a  de 'nombreuses  conséquences.  (£.  C.) 


K8Q0I8SK8  BI06BAPHIQUBS. 


,  né  le  âS  août  t806.  mort  le  IS  avril  1878,  est 

ait  songé  (1843)  à  employer,  d'une  manière 
îs  coordonnées  tangentielles  d'une  droite,  par 
axei,  afin  de  résoudre  d'une  manière  simple  les 
fs  aux  enveloppes.  Si,  dans  ux  +  vy  +  i  ^0,  u,  v 
es  constantes,  x,  y,  des  variables,  u,  v  sont  les 
ngentielles  de  la  droite;  si,  au  contraire,  u,  v 
t  X,  y  fixes,  cette  équation  est  celle  du  point 
irdonnées  cartésiennes  x,  y.  Telle  est,  un  peu 

fondamentale  de  Booth.  Avant  lui,  dés  1830, 
nptoyé  les  coordonnées  tangentielles,  par  rapport 

plulAi  par  rapport  à  trois  poinis. 
i  ses  travaux  mathématiques  (il  avait  aussi  écrit 
I  en  deux  volumes  intitulés  :  À  Treatise  ou  some 
tl  Methods.  Le  premier  volume  (1873)  contient 
sur  les  coordonnées  langcnlielles  ei  les  polaires 

second  (1877),  ses  mémoires  sur  les  intégrales 
en  particulier,  sur  la  rotation  d'un  corps  autour 
iemier  volume  contient  aussi  un  traité  des  sec- 
où  chaque  propriété  est  obtenue  directement  sur 
lit  de  la  Biographical  Notice  of  James  Booth, 
..,  hy  J.  W.  L.  Glaisher,  F.  R.  S.  Monthly  No- 
ijal  Astronomical  Society,  vol.  XXXIX,  n"  4, 
(P.  M.) 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Qaeatlon  39Q. 

O  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  Iriattgle  ABC,  tt 
D,  E,  F  les  milieux  des  côtés,  on  a 


OF, 

OF 

OF 

on 

OD.OE       1 

AB 

AC 

UC 

M 

CA 

CB       i 

(H.  Van  Avbbl.) 
Soient  H  le  point  de  concours  des  hauteurs  (*) ,  A',  B',  C  b 
pieds  de  ces  droites.  Il  est  visible  que  : 


OE.OF==-BH.CH-=-R.A'H, 
i  â 

R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  BHC  (**), 
ou  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné  {""').L'égtbfé 
proposée  devient 

AH  B'H  C'H  1 

AB.AC"*"  BC.BA'*"CA.CB~2B' 


BG.CA.AB 
A'H.BC  +  B'B.CA  +  C'H.AB=-^- — -• 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
(*')  ÉUmrntt  de  Géométrie,  3<  édiC,  p.  96. 
('")  Théorima  et  Problèmet,  6<  édil.,  p.  28. 


Le  premier  membre  représente  le  double  de.  l'aire  du  triangle 
lone  enfin 

4RT»BC.CA.AB; 


RQDB.  Il  est  encore  plu»  court  de  Taire  attention  que  : 

OE-=RcosB,  AC»3RBiiiB,  eh:.: 
ye,  immédialemeni,l't(im(jte 

tgA -»- tgB -H  tgC  =  tgA.igB.igC. 

(E.C.) 

centre  de  cowbure  m,  correipondant  à  un  point  M  d'une 
est  tur  le  diamètre  conjugué  à  M ,  te  cercle  de  courbure 
valent  à  l'ellipse. 

m  représente  par  d  la  dislanec  du  centre  à  la  tangente 
m  a  (') 

'es  l'hypothèse,  p  =  d  ;  donc  d*  ^  ofr,  ou  nd^  — =  na6. 

RQue.  Les  points  qui  saiisfont  à  la  condition  énoncée  sont 
Jistance  du  centre,  marquée  par  |/o*  —  ab  -t-  tfi. 
(E.  C.) 


un  d'Ànatym  dt  l'Vnivertilé  de  Liège,  3*  édil.,  p.  481.  Voir  aussi 
M.,  L IV,  p.  398. 


Question  4SS> 

Si  l'on  pose 

n(n— !) 
j„  =  4"-t-2''-4-5"4-  —  -t-x",    «,  = 


1. 

on  a 

le  nombre  des  terme»  du  second  membre  étant  ' 
que  n  est  impair  ou  pair. 

Donnant  à  la  quantité  s  un  second  indice,  de 

(„  =  i"+2'*-i-3-+-a:", 
on  lire,  de  l'identité 

les  formules  : 

d'où 

2"(«r^-<V.)=x"[(3:+  l)"-{a:-l 
ou  bien 

2"-'(iiT^  — HÏ^.i)  =  «ix*-'  ■*-  n,!^'  + 

Si  l'on  fait  x=l,  2,  3...;  et  que  l'on  combine 
les  diverses  égalités  ainsi  formées,  on  trouve,  ei 
second  indice  de  s  : 

^'*a'i  =  n,St.-i-*-n,fit»-t-*-  ■•■ 

M.  Slern.qui  a  démontré  sa  formule  d'une  aul 
peu  plus  compliquée  (Crelle  Joum.,  L  LXXXIV 
une  relation  très-intéressante;  savoir 

S-fBiS*,-! -+■«(«(.-»+  ■■■]"  =  2"[m,«fc..,-K»,s 


Jevant  les  deux  membres  de  la  formule  précé- 
puissance,  et  en  multipliant  par  â",  on  obtient 

"«r=  2"[fl,»fc^,  +  n,*»^,  •*-  •■■]"; 

(imédiatement  que  l'expression 

2"[n,»i,_.  +  njSt,_,+  ..-]- 

si  l'on  permute  m  et  n. 

leurs ,  à  M.  Lampe,  qui  a  démontré  aussi  la  for- 

n  (CrelleJmtrn.,  l.  LXXXIV.p.  270),  une  rcla- 

ale,  laquelle,  par  la  définition  des  nombres  de 

int  M.  Lucas,  peut  être  représentée  par  cetU; 

ique: 

[(B  +  (  -I-  ))^—  B»]"-  [(B  +  *)>■  — B']", 

placer  par  des  indices,  après  le  développement 
nces,  les  exposants  de  B;  puis,après  le  dévelop- 
"  puissances,  les  exposants  de  t.        (Radicke.) 


Question  40a. 

\e  le  ehiffre  de»  dizaines  de  mille,  d'une  puitiance 
.  ne  peut  être  nt  un  3,  ni  un  8. 

(Laisant.) 
de  cette  remarque  presque  évidente  :  un  chiffrt 
jue,  dans  5" ,  est  égal  au  nombre  des  dizaines  du 
iu  chiffre  de  rang  immédiatement  inférieur,  ou  à 
enté  de  5.  Cela  posé  : 

ne  le  chiffre  des  dizaines  de  5"  est  2  :  le  chiffre 
produit  de  2  par  S  ^tant  1,  le  cIiifTre  des  cen- 
lou6; 

les  des  produits  de  1  et  6  par  5,  élant  0  cl  3,  les 
edeS-soniO,  3,  !(,8; 
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5°  Les  dizaines  des  produits  de  0,  3,  S,  8  par 
4;  les  chiffres  des  dizaines  de  raille,  de  5",  sa 
6, 1,  9. 

Donc  le  chiffre  des  dizaines  de  mille,  de  !{« 
un  3,  ni  un  8. 

RuABQUB.  Plus  généralement,  si  A  a  la  Torm 
les  chiffres  de  rang  A:,  des  puissances  successive 
frcs  3  el  8  se  trouvent  en  plus  petit  nombre  qu 
exemple,  parmi  les  6i0  chiffres  de  rang  9  (centai 
des  640  puissances  successives  quelconques  de 
chiffres  3  et  8  se  trouve  60  fois,  tandis  que 
autres  chiffres  s'y  trouve  6S  fois.  La  probabtl 
chiffre  occupant  le  rang  A,  dans  5",  soit  5  ou  8, 


au  lieu  de  -j^  :  en  particulier,  si  n  =  S,  on  a  P 
ment  au  théorème  de  H.  Laisant.  (E. 


Qneatlon  493< 

La  somme  des  inveriei  des  côtés  des  six  can 
inscrire  el  ex-inscrtre  à  un  triangle  qitelconqi 
dovble  de  l'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Si  l'on  désigne  par  Ci  et  Ca,  les  c6iés  du  ca 
carré  ex-inscrit,  s'appuyant  sur  le  c6té  a  du  Irian 
leur  correspondante  est  Aa,  on  trouve  racilemeni 


=-^.    c..= 

a  -I-  A,  ' 


I      I      1      I      „/l      1     l\ 

■"c;*c:;*c;-&:-Mi:-^r.-»;)- 

que  la  tomme  des  tncenei  dea  troi»  hauteurt  d'un 
lale  à  l'inverie  du  rayon  du  cercle  imcrît;  donc  ta 
oncée  est  démontrée. 

E.  Fauqvembbhgue , 

Hittre-répétileur  lu  Ljc4ede  S'-Queolin. 

ion  par  M.  E.  Gesaro. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


[1RS  ACAItËllIQUe  DE  GRBHOBLB  (G  juttl  1879). 

re  des  coniques  tangentes  jt  deux  droites  rcctangu- 
1  OA  et  OB,  en  deux  points  variables,  el  à  une  troj- 
\B,  en  un  point  donné  C.  On  demande  : 
t  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  des 
nées  à  ces  coniques,  par  un  point  donné  P. 


:Ue  égalité,  la  hauleitr  li,  al  la  moytime  harmonique  tnlr» 
dei  dtux  tarrii.  {E.  C.) 
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On  construira  ce  lieu  dans  le  cas  parliculier  où  P  esl  au 
somme!  D  du  rectangle  construit  sur  OA  et  OB. 

â»  Le  lieu  des  foyers  de  ces  coniques. 

On  construira  la  courbe  dans  le  cas  particulier  où  le  point  de 
contact  se  trouve  eu  milieu  de  AB. 

On  examinera  ce  que  devient  ce  lieu  lorsque  le  poini  C,  se 
trouvant  au  milieu  de  AB,  on  a,  de  plus,  0A=°  OB. 


MX.  Dans  les  plans  tangents  Jh  une  surface  inconnue  S,  on 
trace  des  courbes  identiques,  inconnues.  Démontrer  que,  si  le 
faisceau  des  courbes  est  normal  k  une  famille  de  surfaces  ; 

1°  On  peut  déformer,  comme  on  veut,  la  surface  enveloppe 
des  plans  tangents,  sans  que  la  propriété  soit  aliérée; 

3*  La  surface  S  est  applicable  sur  la  surface  de  révolution 
dont  la  méridienne  est  une  tractrice; 

5'  L'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

R;>  =  oar; 

R  éianl  Ic-rayon  de  courbure,  p  la  distance  de  l'origine  i  UUD- 
gente,  x  l'abscisse,  a  une  longueur  donnée; 

V  R|,  Rj  étant  les  rayons  principaux  de  la  surface  S,  les 
cercles  qui  ont  pour  rayons  i^  —  RiRi,  répondent  à  la  ques- 
tion; 

S*  Les  surfaces,  trajectoires  de  ces  cercles,  font  partie  d'an 
système  triplement  orthogonal  ; 

6°  GliQcune  d'entre  elles  est  applicable  sur  la  surface  S; 

7°  Toute  surface,  lieu  des  points  également  disianis  de  deux 
des  surfaces  trajectoires,  est  applicable  sur  des  surfaces  de  réto* 
lutioa.  (A.  RiBnucouB.) 

SOS.  Le  produit  des  coordonnées  du  centre  d'un  polygone 
régulier,  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires,  est  la  uioyenne 
ariihmélique  des  produits  des  coordonnées  de  ses  sommets. 
(G.  Cbsaho.) 
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ligure  quelconque  se  meut  dans  son  plan,  parallè- 
nème  et  de  façon  que  son  produit  d'inerft>('),  par 
I  ases  rectangulaires ,  reste  constant.  Quel  est  le 
ue  décrit  par  le  centre  de  gravité  de  la  figure  7 
(G.  Cesaro.) 

l  AB,  BC,  CA,  trois  arcs  de  spirales  logarilh- 
néme  pôle  0.  Soient  OC  la  bissectrice  de  l'angle 
1  point  de  rencontre  avec  AB;  soient  enfin  A',  B' 
lalogues  à  B',  sur  BC  et  GA. 
f|ue  les  trois  arcs  de  spirales  logarithmiques  AA', 
it  0  pour  pdie,  se  coupent  en  un  même  point. 
ce  point.  (Laisant.) 

RÉiiB.  Les  axes  principaux  d'inertie,  de  même 
dans  un  même  plan,  passant  par  le  centre  de  gra- 
's  pour  lesquels  ces  axes  sont  principaux,  sont  sur 

équilalère,dont  le  centre  est  le  centre  de  gravité, 
;s  asymptotes  est  parallèle  à  la  direction  des  axes. 

(E.  Cesaro.) 
iim.  i'  Les  points  ofc  les  aréles  d'une  des  faces 

sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs  exté- 
Ires  opposés,  sont  en  ligne  droite.  2°  Cette  droite 
1  déterminé  par  les  points  ofi  les  trois  autres  arêtes 
es  par  tes  plans  bissecteurs  intérieurs  des  dièdres 
(E.  Cesaro.) 

lÉME.  Les  chiffres  de  rang  n,  dans  les  puissances 
m  nombre  quelconque,  se  reproduisent  périodi- 
'  les  puissances  de  S,  la  période  se  compose  de 


produit  4'inei'tîc  d'un  élément  de  aurface  i,  le  produit  de 
»  coordonnées  du  point  i,  rapporté  à  deux  axes  rectangu- 


>duit  d'inertie  d'une  figure  fermée,  la  somme  des  produits 
éments. 
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S"-' termes,  dont  la  somme  est  le  double  de  9.2'~ 
celle  période,  uo  même  cliiffi^  se  trouve  JC*""' 
ayant,  pour  chaque  chiffre,  des  valeurs  différente: 
forme  de  n,  comme  l'indique  le  tableau  suivant  : 
•.=v  ■=*+•  •=*♦ 
PoorO  et  S, 00  a  7=  3.  I,  S 

>  1    >    6    >  >  f  n^        —2,  1,       -5 

>  9   >    7    >  >  ?=        -2,  I,  3 

>  3   >    8    >  >  T=  3,       —4,  S 
.     4   >    9    .  ■  fa=        —3,            1,       —a 

(E.  Cbs 

M9.  Trois  droites,  issues  des  sommets  d'un 

coupent  en  un  même  point,  si  elles  partagent  les  c 

en  parties  proporlionnelles  aui  anglei  adjacent!  (*). 

(Général  Db  Coatp 


Page  38,  lignes  3,  3,  4.  Au  lien  de  :  C-»-u*,  on  f  — 3 
('+«•  OQ  <■— Su', ... etconsfilérei  tontes  les  fo 
écrites  sur  Dne  même  ligne. 

—  331.  Éaoncé  de  la  Qualion  484,  premiire  ligne.  Ao  1 

—  30S,  lignes  ti,  8  en  remoaUnt.  Au  lieu  de  C.AB  -!•  ... 

lisez:  c.AB-4 r'.AB  +  ... 

—  303,  ligne  8,  Au  lieu  de  :eefUr,  lisez:  cef{«. 


(')  Plus  génëralement,  pra/nirtionnellti  aux  Wmet 
a4iofaHt.  Ce  théorème  éoidenl  avait-il  été  ranarquéî 


HGHOIRE  SUR  LES  COURBES  ENVELOPPES  DE  CERCLES 

et  sur  les 

SURFACES  ENVELOPPES  DE  SPHÈRES; 

par  U.  A.  RiBACCOUR,  ingénieur  des  poaU  et  ehaussJM. 
(SwM,  voir  I.  V,  pp.  Kl,  va,  157.) 


DES  SURFACES   ENVELOPPES   DE  SPHÈRES. 


Nous  étudierons,  dans  celte  seconde  partie,  les  surfaces  enve- 
loppes de  sphères  dont  les  centres  sont  sur  une  courbe  gauche. 

Deux  sphères  inOniment  voisines  se  coupent  suivant  un  cercle 
qui,  à  la  limite,  est  une  ligne  de  courbure  de  In  surface  enveloppe. 
Le  plan  de  ce  cercle  csi  perpendiculaire  à  la  tangente  menée,  au 
ecnlrc  de  l'une  des  sphères,  à  la  courbe  lieu  des  centres,  et  il  est 
à  une  dislance  de  ce  point  égale  h 

dr 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre  nous  aurons  constamment  ù  nous 
servir  de  surfaces  gauches,  lieux  de  normales  ù  une  surface;  il 
est  bon  de  dire,  à  leur  sujet,  quelques  mots  préliminaires. 

Ce  genre  de  surfaces  se  rencontre  très-fréquemment  en  Stéréo- 
tomie; car  on  (aille  toujours  les  pierres  d'appareil,  de  manière 
que  les  surfaces  des  joints  soient  formées  par  les  normales  à  la 
surface  de  doueile. 

M.  Mannheim,  qui  s'est  servi  avec  succès  de  ces  surfaces,  dans 
rétudc  du  déplacement  d'un  corps  solide  assujèii  à  cinq  condi- 
V.  25 
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!  Sphère  de  rayon  égal  k  l'unité,  des 
génératrices  de  la  normalie  (^);  te 
lieu  des  extrémiiés  de  ces  droites 
est  une  courbe  (p,):  au  point  B 
de  (p)  correspondra  le  point  B| 
de  (pt).  Prenons  aussi  les  plans 
parallèles  aux  plans  normaux  aux 
canes,  suivant  AB  et  A'B',  et  tra- 
çons la  courbe(A|),  lieu  des  extré- 
mités des  droites  parallèles  aux 
tangentes  de  (A),  menées  par  le 
centre  de  cette  même  splière.  Pro- 
jetons A't  en  a,  sur  le'plan B|A|C; 
de  même  B'^  en  b,  sur  le  même 
plan,  par  des  arcs  des  grands 
cercles, 
ice  MA,  on  a  : 

Hm=ds-sini  +  ;(B,&,). 

se  coupent  en  C.  Désignons  par 
A|CA'|  :  on  voit  que,  A|B|  étant 


sinfji  -*-  i)(U; 


i  .de  +  cosi.  sin/i. df, 

I  est  égal  à  «;  A'^A,  est  égal  à  d6. 


Soit,  généralement,  AiE^  un  grand  cercle  Taisant,  avec  un  autre 
grand  cercle  A  fi, ,  un  angle  d  variable;  les  deux  grands  cercles 
enveioppani  les  courbes  (C),  (F),  et  le  sommet  de  l'angle  décri- 
vant la  courbe  (Aj).  Cherclions  une  expression  de  la  variation  de 
l'angle  S. 

Désignons  par  fi'  l'angle  A(F  et  par  di'  l'angle  de  deux  poei" 
lions  inCnimcnt  voisines  du  plan  AjE) .  Enfin  décrivons,  des 
points  A)  et  A') ,  comme  pôles,  deux  arcs  de  grands  cercles  :  le 
premier  rencontre  A|C  e(  AjE]  en  Dj  et  D'j  ;  de  même,  le  second 
rencontre  les  deux  cAtés  de  l'angle  D't  A'^E'^  aux  points D'i  et  E'|. 
Ainsi  : 

Les  côtés  de  l'angle  d  +  dd  rencontrent  l'arc  de  grand  cercle 
D|E|  aux  points  d^  et  e^.  On  n,  k  un  infiniment  petit  du  second 
ordre  près, 

(/,e,=D;E;  =  J+  d^, 

et  la  considération  des  segments  d,e|,  DjE]  donne 

dS  —  d,n,  —  e,E, , 
ou 

d3  =  C03  (1 .  dt  —  C03  (t.  df'. 

Supposons  maintenant  que  à  soit  égal  h  l'aiiglc  a;  alors 

ft'=0,      de'-^d>i; 
et  nous  ovons 

cos^.di  =  da  +  dif. 
Par  conséquent  ; 

H'm  =  /[Gint'(d4  -t-  dy)  -i-  cost  sinoc.dsl 

On  voit  aussi  que,  à  un  infiniment  petit  du  second  ordre  près  : 

0,6,  sa  i  4-  di; 
d'où  résulte 

di  =  dScosa-»-{llj6,). 


Um=  (fj.sint  +  l(di  —  rflcosa), 

la  nortnalie  est 

i[cost -sinads  -i-  sint{don-  rfij)] 
~        (jgsinï4'  lidi—dicosix) 

isisié,  à  dessein,  sur  la  manière  dont  on  y  par- 
e  nous  aurons,  dans  la  suite,  &  Taire  plusieurs 
;s. 

l'iîlude    des    propriélës    de   l'enveloppe    des 
:  recherche  des  lignes  de  courbure  non  cîreu- 

e  de  la  normalie  est  une  ligne  de  courbure,  la 
iieloppable;  par  conséquent  le  plan  (angent  est  le 
ing  de  la  génératrice,  et  l'on  doit  avoir 

aosisia».di  +  sînt((fa  +  dif)  =  0. 

le  s'intégre  pas  généralement.  Suppofons  d'abord 
e  ligne  plane;  alors  : 


Squenl, 


il-c-f". 


le  la  constante  G  définit  une  ligne  de  courbure, 
î,  simultanément,  toutes  les  lignes  de  courbure 
le  long  d'un  cercle  de  courbure. 
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On  peut  en  conclure  une  conséquence  géomél 
écrivons,  à  la  surface  enveloppe,  des  développab 
lignes  de  courbure  non  circulaires  :  les  iniersectio 
faces,  avec  le  cylindre  circonscrit  te  long  de  la  lign 
plane,  soni  des  courbes  (elles  que,  si  l'on  compl 
suivant  celle  ligne  de  courbure  plane,  et  les  ordc 
les  gënératrices  du  cylindre;  pour  une  même  abs 
lient  de  l'ordonnée  par  la  constante  qui  déruiii  la  1 
bure  est  une  quantité  constante  : 

rsinf.e-/-«-'. 

Particularisons  encore  plus  l'enveloppe  de  spbé 
sons 

rlgi  =  A; 

c'est-ft-dire  que  le  rayon  de  la  sphère  orlhogonali 
suivant  une  ligne  de  courbure  circulaire,  est  pari 
alors, 

yrfo.coii  =  "  yr.rffl. 

Hais,  d'après  le  théorème  de  M.  Mannlieim,  cité  s 
des  enveloppes  de  cercles  ;  en  désignant  par  X  ei  X' 
correspondantes  des  lignes  de  courbure  planes  : 

X-X'        -    _, 


et  l'équation  est  iniègrée  géomclriquemenl. 

On  peut  aussi  trouver  la  longueur  des  lignes  de  ■ 
a  généralement 

dS  =  B6  =  <^$in  t  -*-  r  (4i  —  dicosa) , 
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d'où  résulte,  en  (enanl  compte  de  l'équation  en  da  : 

dS  =  d3sini -4-  rdi  -*•  Adn.cota; 
mais  : 

d\  =  ds&mi  ■+■  r{di  —  rffl); 

donc,  par  intégration  : 

S= +  A.l.sina  +  H; 

2 

On  peut,  si  l'on  veut,  remplacer  sin  n  par  sa  valeur  en  Fonction 
de  rgî: 

S  =  X  +  |.(l  +-~r)-^ï*' 

*         elT'i 

D  désignant  une  constante  qui  annule  le  second  membre  lorsque 
S,  X  et  X'  sont  nuls;  de  telle  sorte  que  : 

Comme  second  exemple  particulier,  considérons  la  surrace- 
canal  de  Honge,  c'est-à-dire,  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon 
constant  :  l'angle  i  est  droit,  et  l'on  a 

da:=dtt, 
d'où  résulte 

«==,  +  C. 

Quelles  sont  les  enveloppes  de  sphères,  dont  les  lignes  de 
courbure  sont  toutes  planes  ou  sphériques? 

Suivant  chaque  cercle  de  courbure  (B),  on  peut  circonscrire,  ft 
)a  surface,  un  cdne  de  révolution;  désignons  par  (S)  la  courbe 
lieu  des  sommets  S  de  ces  cônes  ;  ta  développablc,  lieu  des  tan- 
gentes k  une  ligne  de  courbure,  non  circulaire,  contient  évidem- 
ment  (S);  il  en  est  de  même  de  la  développablc  lieu  des  tangentes 
à  la  courbe  (A).  Si  doue  l'enveloppe  admet  seulement  deux  lignes 
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de  courbure  planes,  (S)  est  une  droite,  et  toutes  les  autres  lignes 
de  courbure  sont  planes,  ainsi  que  la  ligne  des  centres  (A).  Si,  de 
tous  les  points  de  la  droite  (S),  on  décrit  des  sphères  orthogo- 
nales h  t'enveloppe,  elles  coupent  le  plan  de  (A)  suivant  une 
série  de  cercles  dont  les  trajectoires  orthogonales  sont  les  rabat- 
tements, Duiour  de  (S),  des  lignes  de  courbure,  non  circulaires, 
de  l'enveloppe  de  sphères. 

Supposons  maintenant  que  toutes  les  lignes  de  courbure  non 
circulaires  soient  sphériques.  Une  sphère  quelconque ,  ayant  sou 
centre  en  un  point  de  (S),  et  orthogonale  k  la  surface  enveloppe, 
csl  orthogonale  à  toutes  les  sphères  qui  contiennent  les  lignes 
de  courbure  du  système  non  plan  :  désignons  par  (T)  la  courbe 
lieu  des  centres  de  ces  sphères.  Pour  que  cela  soit  possible, 
toute  droite,  qui  joint  deux  points  quelconques  de  (T),  doit  élre 
perpendiculaire  à  toute  droite  qui  joint  deux  points  quelconques 
de  (S).  Il  faut  donc  que  : 

(S)  et  (T)  soient  deux  droites  rectangulaires; 

ou  que,  (S)  élanj  plane,  (T)  soit  une  droite  normale  au  plan 
de  (S); 

ou  que,  (T)  élant  plane,  (S)  soit  une  droite  normale  au  plan 
dc(T). 

Si  (S)  est  une  droite,  les  secondes  lignes  de  courbure  sont 
planes  :  cas  déjà  examiné;  il  ne  reste  donc  que  le  cas  oij  (S)  est 
une  courbe  plane  et  (T)  une  droite. 

Le  plan  de  (S)  coupe,  sur  (T),  toutes  les  sphères  ayam  leurs 
centres  suivant  un  même  cercle;  de  telle  sorte  que  les  traces  des 
sphères  ayant  leurs  centres  sur  (S)  ont  pour  enveloppe  une 
courbe  anallagmatique  de  M.  Moutard. 

M.  Bonnet  s'est  proposé  de  trouver  les  surfaces  dont  les  lignes 
de  courbure  sont  des  cercles  géodèsiqucs  :  il  a  trouvé  des  enve- 
loppes de  sphères  particulières.  On  peut  arriver  k  ce  résultat  par 
le  raisonnement  suivant  : 

Circonscrivons,  à  la  surface,  une  développable  suivant  une 
ligne  de  courbure  :  puisque  celle-ci  est  un  cercle  géodcsîque,  la 
dévcloppableest  uneônc.  Ilya  deux  courbes  (S)  et  (T),  lieux  des 
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sommeifi  de  ces  cônes,  correspondant  aux  deux  systèmes  de  lignes 
de  courbure.  De  chaque  point  de  (S)  et  de  (T),  on  peut  décrire 
une  sphère  orthogonale  à  la  surface,  suivant  une  de  ses  lignes  de 
u(e  sphère  ayant  son  centre  sur  (S)  est  orthogonale 
phères  ayant  leurs  centres  sur  (T),  et  réciproque- 
ésulte  que  (S)  et  (T)  doivent  satisfaire  à  l'une  des 
ns  énoncées  plus  haut. 

r)soni  deux  droites  reclangulaires,  les  deux  sys- 
[)es  de  courbure  sont  formés  par  des  cercles  ;  on  a 
Charles  Dupin. 

el  le  troisième  eas  sont  identiques  :  l'un  des  sys- 
ic  de  courbure  est  formé  par  des  cercles  contenant 
me  droiie  ;  donc  la  surface  est  l'enveloppe  d'une 
Itères  passant  par  deux  points  fixes. 

{La  suite  prochainement.) 


PROPRIÉTÉ  DU  TRIANGLE; 

par  H.  H.  Brocud. 

oîr  I.  III,  pp.  es,  106,  ISTj  t.  IV,  p.  Itl  cl  1.  V,  pp.  9ï3,  34S.) 


>  les  données  du  §  III  (t.  III,  p.  66)  :  soient  0,  0' 
nls  segmentaires ;  d  leur  distance;  OBA,  OCB,  les 
à  a.  En  désignant ,  dans  les  triangles  AOB  el  AO'C, 
ar  X  et  x',  on  a 
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Dm»  le  tmn^  OVH  : 


SubslitnaDi  les  valeurs  de  x  et  de  x',  et  réduis 

.  fiinH 

star» 

Ceue  relation  esl  symétrique.  On  est  donc  ei 
par  analogie, 

„  sin*B 

r    .  ,    =6'  —  «GasinctsinfB  — «1 
sm*a  *  ' 

-  sin'C 

J'-r-ï-=<r  — ♦a68iD«sin(C  —  « 
sinV  ' 

On  en  déduit  les  îdenlilés  suivantes  : 

o'— *fecsina>in(A-a)     6*— 4Msinasin(B-«)     t?-tt 
sin*A  sin*B 


6sin(A  —  «)      asiii(B  —  «) 
sln'A  sin'B 


sin'BsiafA  —  >)  =  sin*A8iD(B  — s), 
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équation  qui  donne 

sin'BcosA-^sin'AcosB        sin'BcogA  — sin'Act 


GinB(«in*B — sin^A)      sinAsinBsiitCsiD(A  —  B) 
que 

l'AcosB 

— =gm*A-4-sinBsinCcosA=:l  -f-co»AcosBcosC, 

numérateur  de  l'expression  de  col  a.  donnée  au 
68): 


sinAsin&sinC 


XX. 

n  des 'relations  (10),  (11),  (13),  conduit  à  un 

ement  intéressant. 

I  première  de  ces  équations  ; 


■    (iO) 


tu  de  l'équation  (8)  du  §  V, 
ginasin*A 


■iD(A- 

-"»=^ 

BsinC 

on  donne 

•inV 

.o'-4fc 

siii'«!iil'A 
■in  BsinC 

laUons 

a 

ÏÏITa' 

6 
EinB 

c 
•inC'     ■ 

(13) 


he  a' 

sioBsinC      sin*A 


.sin'A         

I  —r-r-  =o'  —  4a  sin« 


et,  par  conséquent, 


sinal^l  —  isin*ei 


("1 


Los  formules,  bien  connues,  (13)  peuvent  donc  s'écrire  de  la 
manière  suivante  : 


»in  A       siii  B       sin  C      gj,,  „  |/i  _  4si„v 

j  et  a  ayant  les  significations  données  dans  ce  qui  précède,  et  D 
étant  le  diamètre  du  eercle  circonserît  au  triangle  ABC 

Ces  relations  nous  montrent  que  l'angle  «  a  une  limite.  Sio  a 
ne  peut  surpasser  {i  ainsi  a  est  an  plus  égal  k  30*  ou  f . 

Pour  confirmer  ce  résulial,  on  pourrait  partir  de  l'expression 
de  col«  et  eliercher  le  mininum  de  la  fonction 

V  =  cota  =  colA  +  cot  B  +■  colC, 

dans  l'hypothèse  A  +  B  +  C  =  ir.  Or,  on  a  l'équation 

V  =  colA  -*-cotB  — col{A-hB). 

En  regardant  A  comme  constant,  la  fonction  V  deviendra 
maximum  ou  minimum  en  même  temps  que  eotS — cot(A  +  6), 
c'est-à-dire,  en  même  temps  que 

3  sin  A 


cosA  -~  cos(A  ■+■  SB) 
Le  numérateur  est  constant,  et  le  maximum  du  dénominaieor 


a  lieu  pour 


C=B. 

Ainsi,  lorsqu'on  suppose  K  conslani,  V  devient  minimum  dés 
que  le  triangle  est  isoscèle. 

Pour  résoudre  la  question,  il  en  faut  donc  transformer  l'énoncé, 
de  la  manière  suivante  : 


Trouver  le  minimttm  de  h  fonction 


colA  -h  Htt--=~ 


Sous  cette  forme,  on  reconnaît  facilement  que  le  minimum  de 
la  fonction  correspond  à  l'angle  ^^30°,  d'où  A<=60';  et,  comme 
le  triangle  doit  être  isoscèle,  on  en  conclut  que  le  triangle  en 
question  est  aussi  équilatéral. 

D'ailleurs,  on  peut  observer,  plus  simplement,  que  la  fonction 
col  a  est  symétrique  :  ses  valeurs  extrêmes  correspondent,  par 
conséquent,  au  cas  d'égalité  des  trois  angles  A,  B,  C- 

(La  suite  prochainement.') 


PRIHCIPES  DE  LA  THÉOME  DES  DÉVEUPn 
DES  CO0RBES  PUHES; 

pir  M.  P.  HtKiton,  prahsUBr  à  l'UniTcmli  dt  Gind 
(S«tr*  cl  ftm,  TStr  I  T,  p.  SH.) 


in 

THÉORIE  AHLTTIQVB. 

1.  Formule»  préliminaires.  «  On  pcui  meure  l'éq 
langenie  à  une  courbe  plane  quelconque  sous  la  fort 

L  =  yco$ti  —  xsinu  — ç(u)=sO,    . 

X,  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  0  d 
u  de  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x;  f(v,)  la 
cette  tangente  ù  l'origine. 

1^  courbe  étant  l'enveloppe  de  ces  tangentes,  on 
l'équation  en  éliminant  u  entre  l'équation  (I)  et  sa 
rapport  ù  u  : 

L'«=  —  j/sinii  -  xcosu  —  f'{i()'=0. 

Cette  seconde  équation  représente  la  normale  à  la 
point  de  contact;  car  c'est  l'équation  d'une  perpendi 
tangente,  passant  par  le  point  de  contact  0. 

La  développée  de  la  courbe,  étant  l'enveloppe  de 
est  représentée  par  l'équation  (3)  et  la  dérivée  de  cell 

L"«  —  ycosu-t-  xtinu — (p"(ii)  =  0 

Le  rayon  de  courbure  p  :—  01  de  la  première  court 
la  distance  des  droites  représentées  par  les  équatioi 
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droites  dont  les  distances  à  l'orifcine,  sont  i}i(u)  et  — f"(u)-  Donc, 
au  signe  prés, 

P  =  9{«)+T"{«) W  ' 

De  même,  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  est 

f'  =  T' (")-*- ?'"(«). 

p'  étant  la  dérivée  de  p  par  rapport  à  u.  >  (N.  C.  M.,  i.  I,  p,  84.) 

s.  Théoréke  de  Reauhuh.  On  déduit,  des  équations  (1),  (2)  ; 

K=[,coB>  +  L'siiia=-0, (S) 

ou 

ycos(ii  +«) — icsin(u  -4-  a)  — ip(«)c«sa— ip'(ii)sina  =  0.    (6) 

Cetie  équation  opparticni  à  une  droite,  passant  par  le  point  d'in- 
lerseciion  des  droites  L ,  L'  et  faisant  un  angle  u-^a.  avec  l'axe 
des  X,  ou  un  angle  a  avec  L ,  tangenle  h  la  courbe  primitive. 

Le  point  l'dela  développolde,  enveloppe  des  droites  K,  est 
donné  par  l'équation  (S)  ou  (6),  et  sa  dérivée  par  rapport  à  u  : 

K'  =  L'cos«+L"sina  =  0, (7) 

ou 

—  ysiD(u  +  R] — xgog[u  +  «)  —  ç'(u)cosa  — ç"(u)8ina  =  0.    (8) 

La  droite  K'  posse  par  le  point  \  d'inlcrseciion  des  droites  L',  L", 
qui  appartient  i  la  développée;  elle  est  perpendiculaire  ik  K. 
Donc  1  ',  intersection  de  K,  K'  est  la  projection  sur  K  du  point  \ . 

9.  Formule  de  M.  Habicfi.  Posons  m  +  «  =  w,  et  écrivons 
l'équation  de  la  tangente  K  à  la  dévelnppoîde ,  sous  la  Torme 

ycosv  —  x9ine^ç(p  —  a)cosa  -4-  q>'(v  —  «)  siooL=!"<J'{i>). 

Le  rayon  de  courbure  pi,  de  l'enveloppe  de  cette  droite,  c'est-è- 
dve  de  la  développolde,  sera,  d'après  (4)  : 
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Hais  ' 

■  "l*  (")=?  (t>  — o)co8a-i-ç'  (r  —  o)siii«=(p  (ii)cos< 

'J'"(f)=ç"[t)  —  0;)C03  a  4-  <f"'{v  —  «)  sin  d  =.<p"(u)  COS 

Done 

p.  =  «|'(»)+f(»)  =  cosa[9(»)+ç»]+8iii«[ 

c*esl-è-dire,  d'après  (i), 

P,  =  p  COS  "  ■*■  -p  sin«, 

4.  Théodémb  db  Lahcrbt.  D'après  le  n*  S,  I 
dévcloppoIde(aP),  a  pour  équation 

Rcos^-4-  K'sin^  =  0; 

ou,  en  remplaçanl  K,  K'  par  leurs  valeurs  : 

Lcosacosp  ■t-L'(sina-cosp  +  sînpcos«)-*-L"sin 

relation  symétrique  en  a,  |3.  La  tangente  à  la  dé^ 
est  donc  identique  6  la  tangente  à  la  développoîdi 
Représentons  cosa,  cos(3,  cos^,  ...,cosx,  cosX 
f,  f,  langa,  langp,  tangy, ..,,  langx,  lang  i,  par  — 
— *>  — '-  Si  D,  indique  une  dérivation  par  rapporl 
représenter  les  langentes  aux  développoïdes  (a),  ( 
(ap)'...x),(aPy..,Kl)  comme  il  suit: 

o'(D-a)L=0,  o'6'(D-a)(D-6)L=0,  o'ftV(1)-(i)(D- 

n'6V ...  A'(D  -  a){D  -  6)(D  -  c) ...  (D  -  k] 

o'fcV ...  *'i'(D  -  fl)  (D  -  b)  (D  -  c) ...  (D  -  Jf)  {D 

D'après  la  théorie  des  facteurs  symboliques,  de  B 
intenertir,  comme  l'on  veut,  ces  facteurs;  ce  qui 
nouveau,  le  théorème  de  Lancret. 
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S.  Recherches  de  M.  Bâton  de  la  GoupilUère.  Si  l'on  appelle 
Pi>  p2i  •■•)  paies  rayons  de  courbure  des  développoîdes  (<z), 
(«P),  etc.,  on  a  : 

p,=  a'(D— fl)e,     p.=  6'(D  — %,,     e,=c'(D-c)e,,  elc.; 

d'où  aisément ,  en  général , 

P,  =  a'6V...fc'r(D-a)(D  — 6)...(D~it){D  — Op.     .     (») 

La  courbe  f[ui  a  p  pour  rayon  de  courbure  est  une  dévelop- 
poïde  inverse  de  celle  qui  a  p|  pour  rayon  de  courbure.  Celle-ci, 
d'ailleurs,  a  une  infinité  de  développoides  inverses,  puisque 
l'équaiion  linéaire  en  p,  (D  —  a)p^p,,  où  p,  est  supposé 
donné,  a  une  inuigrale  contenant  une  constanle  arbitraire.  La 
courbe  qui  a  pour  rayon  de  courbure  p  peut  encore  èiredilc 
l'une  des  dévcloppoïdes  Inverses  n'™"  de  celle  qui  a  p,,  pour 
rayon  de  courbure. 

La  formule  (9)  permet  de  résoudre  diverses  qucs:ions  rela- 
tives aux  développoîdes  inverses,  de  la  manière  la  plus  naturelle. 
Eu  voici  quelques  exemples  : 

I.  Trouver  la  n'*°"  développotde  inverse  d'un  point,  c'est-à-dire 
d'un  cercle  de  rayon  nul.  Pour  trouver  le  rayon  de  courbure  p  de 
la  courbe  demandée,  il  suflit,  après  avoir  pose  p»  =  0,  d'intégrer 
l'ëquatîon  (9),  qui  est  linéaire  et  décomposée  en  ses  facteurs 
symboliques. 

IL  Trouver  les  courbes  poitr  lesquelles  le  rayon  de  courbure  de 
la  n"*"*  développotde  est  proportionnel  à  celui  de  la  courbe  pri- 
mitive. On  fera  pn  =  »tp,  dans  (9),  qui  sera,  de  nouveau,  une 
équation  linéaire,  sans  second  membre. 

m.  Trouver  une  courbe  telle  qu'il  existe  une  relation  linéaire 

Ap,  +  A,p^.+  -+A,,,e,  +  A._,p,  +  A„p  =  0.     .    (10) 

entre  «on  rayon  de  courbure  et  ceux  de  ses  développoides  succes- 

livei.  En  remplaçant,  dans  (10),  pi,  pi,  ...,pn  par  leurs  exprès- 

V.  26 
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sioDS  en  p,  on  te  transformera  encore  en  une  équation  linéaire,  si 
second  membre,  facile  i  intégrer  dans  chaque  cas  particulier. 
Comme  on  le  voit,  les  problèmes  relatifs  aux  déveioppoli 
inverses  sont  une  sorte  de  iraduciion  géométrique  de  questit 
correspondantes,  touchant  l'iniégralion  des  équalïons  linéaire 
coefficients  constants.  Au  lieu  de  chercher  p,  on  peut,  d'ailleu 
dans  certains  cas ,  chercher  L. 

IV.  Trouver  tine  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  de 
n'*«  dèveloppotde  soit  mf(l),  celui  de  la  courbe  primitive  èl 
f(u)  :  t  e(  u  sont  deux  angles  dont  la  somme  est  une  eonsianti 
Puisque  (t-*-u)  =  p,  on  a  t  =  p  —  u,u=p — t.  L'éqiial 
du  problème  sera 

.*.■.,.«■  (^-<.)(i;-i)...(i-/)A"Wo.-..w(.).i 

En  changeant  t  en  u,  dans  cette  relalion,  ou  aura 


-(^«)(|- 


que  nous  écrirons,  en  abrégé, 

4A0— »A"). 

A  désignant  l'opération  différentielle  que  l'on  fait  subir  h  ( 
Opérons,  au  moyen  de  A>  sur  l'équaiiou  (11)  :  il  viendra 

ou,  puisque 

Af(t)  =  mfu, 

en  remplaçant  d'ailleurs  A,  dans  le  premier  membre,  par  : 
expression  explicite  : 

......r(^-.)...(l-,)(|,-4..(l-,)/.=«- 
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Hais  OR  a ,  pour  une  fonction  quelconque  F(u)  •=F(p  —  t)  : 

rfF{p  — ()       dFdu      _  (ip 
di       "^  du  d(  "      dû 

)0DC 

d  d  rf        .  d         . 

_ — a==- — ; o,     -T — 6——-; A,  etc. 

dt  du  dt  du 

*ar  conséqueni,  l't^nation  du  problème  devient 

(— i}-a''6"e^...  ft'*r  (D*  -  o')(D"  —  ft") ...  (D'— Of  —  wV  ; 

:i  l'on  pose  : 

r^-"  (â-)(^^»)=-(^-)---- 

ïomme  cela  est  permis. 

Cette  équation,  d'ordre  3n,  donnera  une  intégrale  contenant 
inconstantes  arbitraires;  on  en  déterminera  h  en  fonction  des 
lulres,  en  substituant  l'intégrale  dans  l'équation  (11). 


SUR  LES  CUBIQUES  UHICUBSALES; 

par  H.  G.  de  Lohgcbamps. 


M.  Zahradnik  (*),  le  premier,  croyons-nous ,  a  observé  que 
es  cubiquei  unicurtales,  caractérisées  par  un  point  double, 
teuvetit  être  conttdéréea  comme  des  cis$otdet,  el  se   déduire 


(')  Archives  <U  Grunert,  t.  LVI,  pp.  8-10.  —  NouoeUi  Camtpondaat* , 
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des  coniqtiea,  comme  la  cissoïde  ordinaire  se  déduit  du  cercle. 
Dans  un  précédent  article  (*),  nous  avons  montre  que  la  itro- 
photde,  la  Itmniscale  de  BemoulU,  les  conchoides,  peuvent 
être  engendrées  à  la  façon  de  la  cissoïde,  ei  nous  avons  nommé 
conckoïdales ,  les  courbes  qui  se  consiruîseni,  point  par  point, 
par  une  loi  géométrique,  que  nous  avons  donnée.  En  adoptant  ce 
langage  on  pourrait  donc  dire  que  les  cubiques  unicvrtales  sont 
des  concboïdafes ,  si  le  ihéorèmc  de  M.  Zahradnik  ne  soulTrail 
une  exception,  comme  nous  allons  le  montrer. 

1.  Considérons  une  cubique  unicursale;  prenons  son  point 
double  pour  origine  des  coordomiées  :  l'équation  de  la  courbe 
est 

Ts  et  9>i  désignant  des  fonctions  Iiomonogènes,  respectivement 
du  iroisièmc  et  du  deuxième  degré.  La  droite  représentée  par 


coupe  la  courbe  en  un  point  dont  l'abscisse  est 

9.(0 

L'équation  ipj(t)  =  0  a  toujours  une  racine  réelle,  6;  doni- 

ç,(l)  !=  (I  —  9j  (A(' -H  Bi -H  Cj; 

et  la  fraction  rationnelle,-^ ,  peut  se  décomposer  en  fractions  sii 
pies,  de  telle  sorte  que 


A('+  lil-t-C      t  —  fl' 


('}  NouotVt  Comtpondanee,  t.  V,  p.  I4B. 
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ii  6  n'est  pas  racine  de  l'équation 

A('+B(-4-C  =  0; (2) 

»9  particulier  que  nous  examinerons  tout  h  l'heure.  Si  nous 
construisons  la  droile  M  et  la  conique  AI',  ayant  pour  équations  : 

j/  =  8x  +  p, 
my  ■+■  nx  =  Sy*  +  Bxy  +  Cjc'  ; 

une  droite,  menée  par  l'origine  O,  rencontrera  la  droite  M 
'M  \,  la  conique  M'  en  B,  la  cubique  en  C;  donc,  d'après 
réquaiion  (I), 

OC  =  OB  — OA  =  BA; 

:e  qui  démontre,  dans  le  cas  général,  le  théorème  de  M.  Zah- 
radnik. 

9.  Supposons,  maintenant,  que  9  soil  racine  de  l'équation  (2)  : 
deux  cas  sont  à  distinguer  dans  celle  hypothèse,  parce  que  8 
peut  èire  racine  simple  on  racine  double. 

Si  9  est  racine  simple,  on  peut  poser 

<p,(I)  =  (j-fl)MA(-»-B), 
et,  par  suite, 

<f,[t)  ^mt  +  n  p 

çi(t)      ((  — »)'"^  A(  -i-b' 

Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  précédemment  s'applique 
encore  à  ce  cas  particulier,  avec  cette  circonstance,  que  la  coni- 
que, qui  sert  à  engendrer  In  cubique,  ft  la  façon  des  concholdalcs, 
est  une  parabole. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  dans  la  seconde  hypothèse.  On 
a,  dans  ce  cas, 

?.(I)  =  A(I-.)'; 
et,  par  suite, 

<pi(t)  m  n  p 
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m  étant,  comme  on  le  sait,  différent  d 
de  mettre,  dans  ce  cas  singulier,  la  ti 
condition  nécessaire  pour  qu'on  puis 
nous  occupe. 

S.  D'après  cela  :  toulet  les  cubiqu 
choïdales  de  conique»,  excfpté  cellet 
Viafini  pour  asymptote  triple.  En 
M.  Zaliradnik,  il  est  facile  de  recon 
(tans  te  cas  particulier  signalé.  Pour 
le  veut  cette  démonstration  (*),  les  i 

{ax*  4-  bxy  ■*-  cy*)  (mx  -h  ny  -i-  />)  —  (« 

«it'  ■*■  ftii'y  -t  Ciiy'  -H  diy*  +  i 

dans  le  cas  où  (B)  est  de  la  forme 

(«i  +  pij]'  +  f,(. 
on  devrait  avoir, 

(aa:'+  bxy  +  cy*)(wiï  -*-  » 

par  conséquenl 


et  l'équation  (A)  serait  décomposabi 

mx-t-ny^ 

Il  est  donc  impossible  d'identifier 
(A). 

*.  Nous  avons  indiqué,  dans  l'a 
qui  permet  de  tracer  la  tangente  en 
conclioîdale.  Il  résulte,  de  celle  rem 
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)u'on  pourra,  par  une  règle  très-simple,  construire  la  tangente 
:n  un  point  pris  sur  une  cubî({UR  unîcursale. 
Ayant  pris  h  point  double  0,  pour  origine  de»  coordonnées,  on 
construit  la  droite  M 
et  la  coniqve  M',  dé- 
duites de  l'équation 
proposée,  comme  il  a 
été  dit  plus  haut.  Par 
0,  on  fait  passer  une 
droite  retuonlrant  la 
droite  M  et  la  conique 
M',  respectivement 
aux  points  A  e^  B; 
on  prend  OC  =.AB: 
le  point  C  est  un  point 
de  la  cubique. 

Pour  avoir  la  tan- 
i  l'ellipse,  au  point  B , 
on  prend  BN  =  BH: 

lent  d'ailleurs  enjoi- 
M  et  de  M'.  Les  points 
nptote  s'obtiennent  en 
aet  des  tangentes  à  M', 
recteurs,  par  la  con- 
e. 

sales,  point  par  point, 
la  courbe,  dépendent 
inique,  préalablement 
sont  tndépendantef  du 

!  proposée,  C  la  eoni- 
ion  de  celle-là,  comme 
igente  à  C,  et  prenons 
Menons,  par  le  point 


SUR  LA  DÉCOMPOSinOn  D'OR  CUBE  EH  QUATRE  CUBES. 


H.  Realis,  l'un  de  nos  plus  zélés  Corrcsponditnls ,  m'a  do- 
landé  comment  l'on  peut  parvenir  à  l'identité 

?x'V-2)'(«*-*'+')*+27a:»(2-Jc)V+t)'+(2=E'-<)*(2x'-6x*-l)» 
-♦-(Si*— 9x'-l-3x'-l)'(z'+l)'=  lfi2(x-l)V{3:V  !)»(■)■    (*) 

Voici  la  réponse  à  cette  question;  et,  en  même  temps,  une 
'ti/îcalion  de  l'exemple  donné  antérieurement  ("}. 


1.  Au  moyeu  de  Vidmlilè  d'Evier: 

■  .  (1) 

Umlili  de  Ubeigue  : 

6(»-f)-  =  ,?*(2-e)'-t_l(-)  . 

■  •  m 

eviem 

;  .    (3) 

catise  de 

11.  Si  l'on  suppose  c  compris  entre  |/2  et  S,  les  trois  premiers 
Fines  du  second  membre ,  dans  l'identité  (3),  sont  positifs.  Afin 
s  remplacer,  par  une  somme  de  deux  cubes  positifs,  le  binôme 
^^]'-i,  prenons 

«_!ï^.   i.-i. 

c'  -t-  I 


(*)  tf.  c.  M;  t.  IV,  pp.  332  el  571 . 

(")  T,  IV,;p.  573. 

C")  ExrrciKi  d'Aaa^n  nHtniriqut,  p.  148. 


~  \c'+l  i  L(Sc'-I1'h-(c'+  1)'J  *  L(ie'-I 
ou,  après  quelques  réductions, 

Par  conséquent,  l'identité  (3)  est  transformée  er 

i-Sc*- Vh- V  — n* 

Chassaiil  les  dénominaleur» ,  ei  remplaçaot  c  p 
l'identiiè  (A).  Dans  celle-ci ,  tout  les  cubex  tont 
X  est  compris  entre  V^  et  2. 

III.  Soit,  comme  dans  la  Note  précédente  ( 
trouve 

H'^A'+P  +  C'  +  D». 
en  supposant  : 

N«18.543.iOClS75l,      A  =3.215.3(01 
8  =  5.343.40615  75),     C  =  8. 311.35! 
0  =  4.407.157  954  851; 


(*)  Il  tufllt,  pour  ^tibtlr  eelte  proposilion,  de  discuter 
ja:»_es'_  1  =0,    Sx*  -  gx" -*- 3*  -  I 

(")  If.  C.  U.,  t  IV,  p.  37S. 

('")  Au  lieu  de  99  793,  ou  lit,  ■  la  page  indiquée,  Bï 
est,  probablemeot,  due  A  une  distraction  ;  elle  n'existe  p 
calcul. 


N  — 9S0  7CI  6t6  671,  A  —  I»  SU  930  4«5, 

B=  41793  607  779,  C=  87  7*6-120  732, 

D  —  584  990  497  428. 

Vérification. 

N'—  13  768  244  272  452  554  919  319  605  7S3  070  024. 

A*=  3  691  100  414  966  59G  611  789  117  416  854  125, 
B*  =  73  001  150  890  984  090  992  403  682  190  139, 
C"  =  679  597  800  447  949  172  824  693  312  299  008, 
O'—  Il  328  544  920  347  669  084  193  429  441  746  792. 

imme  ;  19  768  244  272  452  554  919  319  605  753  070  024. 

IV.  L'îdcntilé  (4),  si  l'on  y  fait  c'  =3  y,  devient 

lV-y+l)'(2!,-l)'-  27sV+l)'+  [(2!/-  l)(2y'-  6/-1)]' 
*[(5j'-9j'+3y-l)(y  +  l)]'; (6) 

le,  pour  avoir  des  solutions  de 

uOît  de  prendre  : 

X-5,(J-*1),    ï-(2s-l)(2y'-6j'-ll, 
=  (5y-9j'+3j-lHï  +  l),    n-5y(j'-y+l)(2y-l). 

trouve  ainsi  : 

5'+4'  +  5'-.6'n. 
273'  +  40*  ^•  305"  —  364', 
30  810" -t- 2  941' +  53  059'  — 40  290"; 

E.  Catalas. 


')  Cette  solution  rdsulto  »»!  de  l'identité  d'EuIer,  on  7  bisant  a  ■■  24, 


SOEUTIONS  DES  QDESTIOHS  PROPO 


Queatlon  49S. 

Dan*  tout  h-iangle,  la  tomme  de»  carrés  des  dit 
du  cercle  inscrit,  aux  centres  des  cercles  ex-îns 
doute  fois  le  carré  du  raijon  du  cercle  circonsc 
fois  le  carré  de  la  distance  comprise  entre  les  i 
inscrit  et  du  cercle  cincoNScniT  (*). 

Nous  avons  reçu,  de  M.  Éhile  Hieiigns,  élèi 
Ponts  cl  Chaussées  (Gand),  une  solution  que  l'i 
comme  il  suii  : 

1°  Soient  I  le  centre  du  cei-cle  inscrit  au  tri 
le  centre  du  cercle  ex-inscrit,  opposé  au  sommi 

Les  points  B,  C,  I,  I'  appartiennent  à  une  méi 
dont  W  est  un  diamètre,  et  dont  le  centre  M'  est 
conférence  circonscrite  ("), 

2*  Soient  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  et 
de  M  sur  BC.  On  o 

MX*=-Tr*-.21l.M'(»'. 

Mais,  M  étant  le  milieu  de  II', 

H'm'-l(«-r); 

et,  par  conséquent, 

■ÏÏ"=4R(*-r)r}; 


(■)  Et  non  ex-inicrit,  comme  on  Va  imprimé  i  la  pag 
(**)  Propriclé  connue.  Voir,  par  exemple,  une  NoU 
(A*.  C.l.  Il,  p.  318). 

("■)  Ain$i,  don»  tout  triangle,  la  ditlance  dti  tcnirt 
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t  a  désignant  les  rayons  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  ex-in- 

it 

\*  De  régaltlé  précédenlc,  on  conclut 

■ïr*^.îr'VïF'=iR(.  +  ^  +  y)_<2Rr;     .     .    (1) 

à  cause  de 

a  +  p  +  y  =  r  +  4R  {•)  : 

n"'VïrVTF*=a8R(2R  — r)  =  i2R'  +  4R(R  — 2r).      (2) 

t'  Le  ilicorème  d'Euler,  dont  il  vient  d'être  queslion,  con- 
e  en  l'égalité 

5i'=R(R  — 2r)n. 

conséquent,  la  relation  (3)  se  réduit  à 

ïî'v  n^-^  ir^=  12R'  +  4ÔÏ*. 

(E.  C.) 

tENAKQUES.  —  I.  La  combinaison  du  (héorcine  d'Euler  et  du 
trème  de  M.  Haerens  conduit,  assez  simplement,  à  celle 
■e  propriéié  ; 

*ans  tout  triangle,  les  poini»  k',  k",  k"',  symétriques  de»  centres 
cercles  ex-inscrils,  relativement  au  centre  du  cercle  circonscrit, 
artiennent  à  une  circonférence  concentrique  au  cercle  inscrit, 
ont  le  rayon  est  double  de  celui  du  cercle  circonscrit. 


ùtTtte  ex-imerit  égale  deux  foit  la  mo>/tnne  proporlionaellt  tnlrt  la  dif- 
\ce  da  rai/otu  dts  eiretti  il  te  rayon  du  eerele  eirtontcrit. 
ïlte  propriété  remarquable,  que  l'on  emploiu  dans  ta  dcmonslralion  du 
ironie  d'Euler  (voir  Thèorèmei  et  ProUime»,  0*  édition  p.  HZ,  équa- 
((}),  a  une  grande  analogie  avec  eelle-ei.  Elle  n'avait  peut-flre  pas 
re   été   formulée.    Praviaoirement,  nous    l'appellerons   TMorime  de 

I  Thcorèmtt  et  Pnblimtt,  p.  i7. 
')  /dcm,p.  143. 


If.  Ln  droite  1^1^'  est  perpendiculaire  à  II',  en  son 
De  plus,  elle  passe  au  point  A',  diamétralement  oppoi 
met  A,  dans  la  circonférence  circonscrite.  De  même,  bîe 
pour  JTA',  jfc'A"',  relativement  i  II",  11'. 

III.  Le  point  G,  symétrique  de  I,  relativement  à 

centre  de  la  circonférewe  circonscrite  au  triangle  l'I"! 

(E. 


Question  BOl. 

Trouver  l'équation  de  la  trajectoire  orthogonale  de* 
des,  de  rayon  R,  dont  le  diamètre  glisse  sur  l'axe  de 

Cette  courbe  jouit  des  propriétés  suimntes  : 

i'  C'est  une  développante  de  chaînette; 

2°  faire  comprise  efitre  la  courbe  et  l'axe  des  a 
égale  à  l'aire  du  demi-cercle; 

Z'  La  longueur  est  une  fonction  logarithmique  de  i 

4'  La  surface  produite  par  la  révolution  de  la  coui 
de  l'axe  des  \,  est  équivalente  à  celle  de  la  sphère  de  n 

S*  Le  volume  limité  par  cette  surface  de  révolution  e 
de  celui  de  la  même  sphère  ; 

6'  La  courbure  moyenne  de  cette  surface  de  m 
constante,  (Misti 

Soit  l'équation  d'une  des  circonférences  considèi'ée 
(^-«)'  +  y*=R'-    ■    ■    ■ 

Si  l'on  désigne  par  X ,  Y  les  coordonnées  d'un  | 
courbe  chercliée,  on  doit  avoir 

d\   dx 
Or,  de  l'équation  précédente,  on  déduit 
dy  ^      X  —  « 
dx  y     '  '    '    '    '    ' 
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t  l'équation  (3)  devient,  par  ceue  snbsUtuiion, 

S-T— "■ <" 

Ëliminanl  x  —  a  entre  (1)  et  (i),  et  observant  que  j/  ^  Y,  on 

rouve 

I/r'  —  Y" 
±dX  = ^— dY (S) 

Telle  est  l'équation  difTérenlielle  des  courbes  cherchées  (*). 
3*  L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x,  est  égale  à 


t  cette  intégrale  représente»  évidemment,  la  moitié  de  l'aire  dit 
ercle  de  rayon  R. 

3*  La  longueur  d'un  arc,  comptée  !»  partir  du  point  dont 
ordonnée  est  Yg,  est  égale,  en  vertu  de  l'équation  (S),  6 

4"  La  surface  considérée  a  pour  mesure 

a,  en  venu  de  ce  qui  précède, 

lulraclion  faite  du  signe. 
5*  Le  volume  égale 

2it/"Y'rfX, 


air/'Yl/R'  — Y»dY  =  -  wR\ 


(')  CeUa  étjuilIoD,  bien  conoue,  appartieDl  ï  une  eerlaioc  détitloppanU 
dubutUftfpàéetraelrict  (Toir,  parexemple,  Il  Jf^onifitede  i>«Ai>iiwI). 
1  comëqofDce,  non  lapprimoas  uuc  pirlie  du  br«v&ll  de  M.  Jamel. 
(E.  C.) 


HÉHOIRE  SUR  LES  COURBES  ENVELOPPES  DE  CERasS 

et  snr  las 

SURFACES  ENVELOPPES  DE  SPHÈRES; 

par  H.  A.  RcMDCOuB,  Ingénieur  des  ponu  et  cbiussies. 

(Suite,  loir  t  T,  pp.  UT,  30B,  337,  3SK.) 


n 

Cherchons  quelle  esl  la  nature  de  la  surface,  lieu  des  centres 
incipaux  de  courbure  d'une  enveloppe  de  sphères. 
Sur  l'une  quelconque  des  normales,  AB,  le  point  A  est  l'un 
9  centres  de  courbure;  le  plan  langent  à  toute  nornialie  ((3) 
i  contient  AB,  est,  en  A,  le  plan  de  AB  et  de  la  tangente  à  (A)  ; 
'autre  centre  principal  de  courbure,  le  plan  langent  esl  perpen- 
lulaire  au  plan  de  AB  et  de  la  tangente  AO.  En  ce  point,  Igu 
lonc  une  valeur  infinie;  et,  par  conséquent, 

ds  sin  I  4-  t{di  —  dscosa)  =  0. 

Cherelions  la  projection ,  sur  le  plan  oscnlateur  en  A ,  du  lieu 
I  centresde  courbure  situés  sur  les  génératrices  du  cône  nor- 
il,  à  l'enveloppe,  suivant  (B). 

En  désignant  par  6  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  AO,  et  par  p 
rayon  vecteur,  projection  de  ',  on  a 

eosfl 

cos  i  ' 
ù  résulte,  en  tenant  compte  de  ce  que 

cos  t  ig» 


bien  connu,  le  lieu  du  point  E  est  une  droite  passant  par  le 
point  F. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  par  (S)  la  surTace  lieu 
des  centres  principaux  de  courbure  d'une  enveloppe  de  sphères. 

La  surface  (S)  est  engendrée  par  des  coniques  le  long  des- 
quelles on  peut  lui  circonscrire  des  ciînes  de  révolution  ;  les 
îourbes  conjuguées  de  ces  coniques  sont  des  géodésiques  de  (S)  : 
'Iles  passent  par  cerlaina  points  singuliers,  qui  sont  à  l'intersec- 
lion  de  (S)  et  de  (A). 

Si  l'on  pose 

(  désignant  l'arc  de  (A),  on  a  : 


L'équation  de  la  droite,  projeetioti  d'une  des  coniques,  est 


Ci'lte  conique  rencontre  la  tangente  au  point  A,  de  (A),  en 
m  point  défini  par  l'équation 

x= p 

Si  F'=zi,  c'est-à-dire,  si  i=>0,  le  cône  de  révolution  se 
■éduit  h  une  droite  et  la  conique  à  un  seul  point,  coïncidant 
ivec  A  :  comme  la  surface  (S)  est  tangente  au  cône  réduit  à  une 
Iroite,  ce  point  particulier  est  un  point  cuapidal,  ou  point  de 
■ebroussement.  Les  géodésiques  conjuguées  des  coniques  passent 
lar  tous  les  points  de  rebroussement  de  cette  espèce. 

Si  P"  est  infini  sans  que  F'  le  soii,  la  conique  se  réduit  encore 
I  un  point,  mais  le  cône  n'a  plus  un  angle  nul;  en  ce  point, 
oute  section  de  la  surface  présente  un  point  double;  la  surface 
ifTecte  la  forme  d'un  cornet,  comme  dans  la  surface  des  ondes; 
a  courbe  (A)  passe  aussi  par  les  points  de  cette  espèce ,  et  la 


tangente  en  ces  points  est  l'axe  du  cône  de  r 
la  surrace. 

Enfin,  si  F'  est  nul,  le  cône  se  réduit  h  v 
avec  le  plan  de  la  conique;  il  est  facile  de  voi 
celle-ci  est  toujours  un  cercle,  suivant  lequi 
surface  :  en  effet,  en  général,  la  conique  de 
de  révolution  est  son  intersection  avec  le  côm 

Or,  si  l'on  calcule  les  axes  de  la  conique, 
contact,  par  le  cône  de  révolution  infinimeni 
que  ces  axes  ont  pour  valeur  commune  : 

da 

Si  le  numérateur  s'annule,  le  cercle  se  rédui 
surface  (S).  Le  centre  de  ce  cercle  est  à  ur 
A  égale  à 


en  général,  il  n'est  donc  pas  sur  (A);  il 
est  infini  ;  c'est  ce  qui  se  présente  dans  les 
degré. 

En  un  mot,  la  courbe  (A)  rencontre  la 
points  de  rebroussement,  en  des  points  où  il 
plans  tangents  qui  enveloppent  un  cône,  e(  e 

D'après  la  théorie  des  développées,  la  long 
désiques  de  (S),  qui  passe  par  tous  ces  poini 
de  l'un  d'eux,  jusqu'à  un  point  quelconque,  i 

S  =  (  +  r; 

et,  si  on  la  termine  à  l'un  quelconque  des  poi 
(A)  et  de  (S),  l  est  nulle,  puisqu'elle  représ< 
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génératrice  du  c6ne  circonscril,  itepuia  son  point  de  conlacl, 
isqu'en  A  ;  d'où  résulte  ce  théorème  ; 

Par  deux  point»  de  rencontre  de  (S)  et  de  (A)  passent  «ne 
ifinité  de  géodéstques  égales.  Nous  les  appellerons  géodéiiques 
upidales. 

Par  exemple,  on  peut  prendre,  pour  (S),  une  surface  du  second 
;gré,  et  pour  (A),  une  focale  de  celle-ci  :  il  en  résulte  que,  par 
iux  ombilics  opposés  d'une  surface  du  second  degré,  passent 
le  infinité  de  géodésiques  égales;  propriété  bien  connue. 

En  considérant  une  surface  enveloppe  de  sphères  comme 
igendrée  par  ses  cercles  de  courbure,  nous  appellerons,  d'après 
onge,  arête  de  rebrouaaement  de  la  surface,  la  courbe  tracée 
ir  cette  surface,  tangentieliement  à  tous  les  cercles  de  cour- 
ire. 

Les  plans  de  deux  cercles  de  courbure  consécutifs  se  coupent 
livant  une  droite  perpendiculaire  au  plan  osculatcur,  en  A, 
(A).  Les  points  d'intersection  de  cette  droite  et  du  premier 
ircle,  appartiennent,  à  la  limite,  à  l'arête. 

Il  est  facile  de  voir  qu'ils  sont  aussi  sur  la  surface  (S).  En 
fet,  si  l'on  se  reporte  à  la  dernière  figure,  on  voit  que  la  droite 
ij  joint  les  denx  points  de  l'arête,  se  projette,  en  F,  sur  le 
an  osculaieur,  en  A,  à  (A);  le  cercle  de  courbure  étant  tout 
ilier  sur  le  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  en  A,  on  peut 
re  que  les  deux  points  de  Taréle  sont  l'interscclion  de  ce  c6ne 

de  la  droite  qui  se  projette  en  F;  mais  comme  le  plan  de  la 
nique  de  contact  de  (S)  ri  du  cane,  contient  aussi  la  droite 
li  se  projette  en  F,  la  proposition  est  démontrée  : 

L'arête  de  rebroussement  est  l'intersection  de  l'enveloppe  de 
hères  et  de  la  surface  (S) ,  lieu  des  centres  de  courbure. 

La  tangente  à  l'aréle  de  rebrousscnieni ,  en  un  point  quel- 
nque,  est  celle  du  cercle  de  courbure  passant  par  ce  point  :  elle 
t  donc  perpendiculaire  à  la  génératrice  du  cône,  qui  aboutit  en 

point;  et,  par  conséquent,  elle  est  orthogonale  à  la  géodésique 
)cée  sur  (S),  tangentieliement  à  la  génératrice.  Donc  ; 
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L'arête  de  r^oustement  est,  sur  (S),  une  trajectoire  orthogo- 
nale des  géodésiques  cuspidakt. 

Les  surfaces  parallèles  à  l'enveloppe  de  sphères  sont  aussi  des 
enveloppes  de  sphères;  elles  coupent  (S)  suivant  toutes  les  in- 
jcctoires  orihogonales  des  géodésiques  cuspidales. 

Puisque  l'aréie  est  située ,  tout  entière,  sur  (S) ,  il  faut  rem- 
placer, d&ns  l'équation  de  la  conique,  l  par  r  pour  avoir  son  équa- 
tion ;  on  a  donc 

rfjsint  -4-  r{di —  decos«)  =  0. 

Dès  lors,  si  nous  prenons  cette  arèi''  pour  direclrice  d'une 
normalie,  la  manière  dont  nous  avons  établi  l'équation  générale 
des  nornialies,  montre  que  l'élément  d(R)  de  l'arête  a  pour 
valeur  : 

r[co8i.  sina .  di  -*-  sint  (rfoi  —  di()]. 

Mais  l'arête  se  compose,  évidemment,  de  deux  branches  dont 
les  points  sont  symétriques ,  deux  è  deux,  par  rapport  aux  plans 
osculateurs  de  (A). 

En  désignant  par  d(R)  et  d(R')  les  arcs  correspondants  de 
l'arèlc,  on  a  : 

(j(R)  =  i'[cosisina.fIS  +  sini(d«  —  dit]], 

tf(R')=  r  (.cost  BÎn  a  .di  +  sin  t  {da  +  (/ir}Jî 

car  il  faut  changer  a  en  — a..  On  conclut,  de  ces  valeurs  : 

rf(R)^.d(R')  ^       .  .  ,  .    .  .  , 

-i — i— '  =  r.  dt  sm  t. 

Si  l'on  change,  dans  celte  dernière  formule,  r  en  r  +  c,  on  a  la 
différence  des  arcs  correspondants  d'une  autre  arèie,  sitHéeàune 
distance  c  de  la  première,  comptée  sur  les  géodésiques  cuspidales. 
Si  l'on  désigne  par  (R',)  et  (RO  ces  arcs  : 
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Observons  qu'à  (oui  ombilic  il  y  a  un  cercle  de  rayon  nul, 
-ihc^onal  à  loutes  les  géodésiques  cuspidales ,  ei  que  l'on 
!ut  prendre  pour  une  des  arêtes  de  rebroussemenl;  alors  (R') 

(R)  sont  nuls;  ei,  en  comptant  c  à  partir  de  cet  ombilic  : 

(r;)-(r.)      . 
— "ac— =/•'»*""■ 

Comme  les  arcs  considérés  sont  tous  limités  aux  coniques  de 
)ntact  des  cônes  dont  les  sommets  limitent  Tare  de  (A)  auquel 
étend  l'intégrale,  on  peu!  dire  que  : 

La  différence  des  ara  correêpondantë  de  l'arête,  compris  entre 
î«x  conique»  de  (S),  est  proportionnelle  à  la  distance  géodéêique 
'im  ombilic  à  celte  arête. 

Lorsque  la  ligne  des  centres  est  plane,  la  différence  est  tou- 
urs  nulle  ;  mais  il  y  a  une  nouvelle  proposition  sur  la  projection 
!s  trajectoires  oriliogonales  des  géodésiques  cuspidales. 

Chacune  des  sphères  coupe  le  plan  de  (A)  suivant  un  cei'cle; 
s  cercles  se  rencontrent  consécutivement;  leurs  cordes  com- 
unes  enveloppent  la  projection  d'une  des  trajectoires  oriho- 
malcs  des  géodésiques  cuspidales  :  en  prenant  les  cordes  de 
intact  de  toutes  les  enveloppes  de  cercles  parallèles,  on  aura 
utes  les  projections  des  trajectoires  orthogonales  des  géodé- 
]ues  cuspidales. 

a,  a'  étant  les  dislances  du  point  A  aux  cordes  de  contact  de 
•MX  enveloppes  de  cercles ,  distantes  de  c  : 


/^       ,       da'      dot        r        ,        da      dot 
a.d» -~  ■*.—-=  I      a.dt r-^~-r 
db       da.      /                 da       ds, 

8,  8« 

r     /->  "  d.coii       d.cos  ioT 


e( ,  d'après  une  formule  que  j'ai  démon 
moire,  (P'))(P)  étant  les  longueurs  d 
des  deux  projections  : 

r    /■■*               ri 
(p-)  =  (p)-Hc|    /    cosi.rifl 


Donc  :  Lorsque  la  ligne  dei  centres  est 
projections  des  arcs  correspondants  de  rf 
nales  des  géodésiques  cuspidales,  est  propc 
géodésique. 

Supposant  (A)  plane,  cherchons  dan 
l'aréle  de  rebroussement  fait  un  angle 
(A),  de  telle  sorte  que  (R)  soit  propor 
sur  ce  plan;  alors  dx^O,  e( 

d  (r  sin  t) 


Puisque  le  second  membre  est  cons 
du  premier.  Si  (E),  (E')  désignent  les  ] 
respondanis  de  la  ligne  de  courbure  pla 


ri(K)  — rf(E')  =  2r.. 
donc 

ri{K) ->-./(£') 

et,  l'anglt!  «  étant  constant,  (E)  est  pro 
Supposons  6  cl  t  é);aux;  alors  toutes  l< 
à  une  même  droile,  et  l'on  a 

rf« .  sin  8  -4-  r  d9  (1  —  cos 


au  résulte,  en   appelant  R  le  rayon  de  courbure,  en  A, 

:(A): 


^(I   —  COSa). 

sins 


"  a  fin  prochainement.) 


AHGLEi 


tl«tl.T,pp.  3»,34S,S9SI 


les  sommets  du  triangle 
0',  ont,  en  général,  leurs 
,  par  eiemple,  de  déler- 
miner  l'angle  q>  à  la  base 
des    triangles    isoscèics 
AiBC,B,AC,C,AB,  par 
la  condition  que  le  tri* 
angle  A|B,Ct  soit  le  plus 
petit  possible.  On  recon- 
naît facilement  que  la 
surTace  de   ce  triangle 
peut  devenir  nulle;  mais, 
rédtitt  pas  à  un  point  :  il 
Vous  allons  montrer  que 
le«. 


Prenons ,  pour  origine  de  coordonnées  rectangulaires ,  le  jxHDt 
C ,  et  pour  axe  des  abscisses  le  c6té  CB. 

p  désignant  fangie  &  la  base  des  iriangles  isoscèles,  c'egl4- 
dire  l'angle  qui  a  pour  limite  <f,  les  coordonnées  des  sommeis 
du  (riangle  A,B,G|  seront  exprimées  par  les  formules  : 

A,    x,  =  ^  y.=■^^p. 


C.      x.  =  a-- 


-cos(B-p),    Sf,  =  - 


-8iii(B-p). 


Les  coordonnées  des  sommets  d'un  triangle  étant  x^,  y,,  x^ 
i/j,  X|,  !/i,  le  double  de  l'aire  du  triangle  est  exprimé  par  le  dé- 
terminant 

1     X,    y, 

2S=       i     a-,    y, 

dont  le  développement  s'obtient  très-facilement  par  l'applicalion 
de  la  règle  de  Saurds,  c'est-A-dîre  en  écrivant 

d,  6,  c,  a,  6,, 

(ii  6j  Cf  fit  6j, 

O)  bs  C)  O)  bti 
puis 


(*)  Il  est  plus  court  d'employer  la  formule  connue: 

2T  =  a:,  (tf,  -  1/,) -H  a;,  (y,  -  y,) -*- x,(jf,  -  y,). 
ÎWe  doune,  immédiatement, 
acosp[isin(C-  p)  — c8in(B  —  f)]  4-6cos(C  — f)[csln(B  — p)  -asior] 

-»-fa«a»f  —  ccm(&  —  i»)l[<>rinf  —  *B'o(C  — f)]  =  0; 
le.  (E.  C) 


Dans  le  cas  actuel,  toutes  tes  quanlilés  a,,  Oa,  0%  ont  pour 
leur  1  ;  ce  qui  simplifie  les  opérations.  On  a  ainsi,  pour  dëter- 
iner  l'angle  <f,  la  condition  S^^^  ^^0,  c'est-à-dire 


î*»?  I  2 


=  0; 


ftcos(C  —  y)  6Bin(C  — ç)  6cos(C  —  ç) 

Scosf  Scosf  âcosip 

c  C08  (B  —  <p)  csiiî(B  — f)  eco9(B  —  9) 

âcosf  Scosf  Scosf       I 

alité  qui  se  réduit,  après  multiplication  par  4  cos*f ,  k 

Acsin(A  +  3f}  —  ii6sinC  —  oesioB  +  So^sio  tpcos  <p  c=  0 , 

6csin{A  -I-  3f)  —  SobsioC  -t-  2a'ainf  cosip:=0, 

6cginAcos37  +  (bccosA  -t-a*)sîn3f  E=2a6sinC. 

Celle  équation  se  simplifie  beaucoup,  si  l'on  observe  que 

AsinBaioCcosâç  -<-  (Bin*A+  siDBsiDCcosA]sin2f  ■■SsinAsinEsinC, 

COS39  -t-  cotasinSf  =  3. 
Ainsi  l'on  a 

sin(29-^a)  =  2ùna; (IS) 

ation  très-simple,  qui  fait  connaître  f  en  TonctioD  de  a. 
Od  en  déduit 


4  —  COl'a  '      * 

Si  le  triangle  est  isoscéle,i}>^|.  Alors  StbA,  et 
3  — cosA 


(16) 


COta  = 


sinA 
ation  déjà  obtenue  (  g  XVIll  ). 


—  «as  ~ 

Non.  —  On  pouirail  encore  >rriver  k  la  reI«tion  (IS)  ea  a- 
primant  que  les  poinu  A,,  B^,C,  sont  ea  ligne  droile,  c'ett- 
â-dire  en  écrivant  l'égalité 

X(  —  Xt         X|  —  X| 


ce  qui  donne 

acoap  —  ccog(B  — p)      6cag(C  —  p)  —  acosp 
csin(B  —  p)  —  aûap      b8iD(C  —  p) — annp 

Développant,  réduisant,  remplaçant  a,  b,  c,  par  sin  A,  sin  B, 
sin  C,  ei  |3  par  f,  on  trouve 

ainSf  (■ïn*A-4-sinBrinCGo«A)^«nAHnB8inC(i  —  coaiip), 
ou 

8in2fcola=3  2  —  cosSf , 
ou  enfin 

gin(2<p  +  a)  =  2sioa (tS) 

La  formule  (15)  démontre  que,  pour  obtenir  l'angle  ^  par  une 
construction  géométrique,  il  fuflit  de  considérer,  dans  une  cir- 
conférence dont  le  rayon  est  pris  pour  unité,  deux  diamètres 
rectangulaires  OX,  OV; 
de  porter,  sur  OY»  deux 
longueur*    OM,    OM', 
égales  à  sin  «,  ei  de  me- 
ner, par  les  points  M, 
M',  des  cordes  parallèles 
à  OX,  lesquelles   ren- 
contrent, en  L,  L',  li 
cireonrérence.  L'angle 
L'OX  est  3f  4-a:en  d'autres  termes,  LOL'— >3f. 
Cette  même  formule  fiiit  connaître  un  angle  par  son  sinus.  Or, 


mglea  ne  peut  être  nul;  donc  gin  (2f  +  a)  reste  compris 
3tre  0  et  1 .  Son  maximum  correspond,  évidemment,  i  sina-s^; 
=  30*.  On  retrouve  ainsi  le  minimum  obtenu  déjà  pour  cot  », 
est-à-dire  cot<x  =  l/3.  Mais  il  est  possible  de  retrouver  autre- 
lent  eette  valeur.  En  effet,  la  formule  (16)  donne,  pour  tgâ^, 
ne  expression  qui  doit  être  réelle,  et  qui  renrerme  (cot^a — 3) 
>us  le  radical.  Le  minimum  de  cot*  a  est  donc  3;  ce  qui  con- 
rme  tes  résultats  indiqués  dans  le  §  XX. 


Nom  DD  RtDACTiDn.  —  I.  Dans  le  paragraphe  I  (tome  III, 
,  66),  ou  lit  : 
■  Le  point  0  s'obtient  en  construisant,  sur  les  cAtés 

a,    b,    e, 

des  arcs  capables  des  suppléments  des  angles 

B,    C,    A.  > 

Si  le  lecteur  se  donne  la  peine  de  tracer  la  Bgure;  il  recon- 
iltra  que  l'énoncé  précédent  peut  être  modifié  ainsi  : 

On  fait  pauer,  par  le»  êommela  D,  C,  un«  circonférence  tan- 
gente à  BA 

C,A CB 

A.B, AC 

X  troii  dramférencei  se  coupent  au  point  0. 

IL  Soient  D,  E,  F,  les  points  où  les  droites  AO,  BO,  CO 
lupent,  respectivement,  BC,  CA,  AB. 
11  est  visible  que 


AF 

lin. 

i 

6 

un  (A  -1- 

>)      sinAcotoi  -t- 

cosA 

■fnA 

__ST 

C08A— — 

-o- 

Cl,  en  oulre, 


Par  suite  : 


b*c  ^ 

=  - -.     BF  =  C-AF=- ; 

6'  -*.  c"  t"  -+-  c' 


AF       6' 

BF^c"' 


Ainsi ,  la  droite  CF  divise  jVB  en  tegmenU  proportionnels  ma 
carrés  des  côtés  AC,  AB, 


HULTIPUCATION  DE  DEUX  SÉRIES  COHVERGENTESi 

pv  J.  L.  w.  V.  Jgdsen  D-  ' 


Nous  devons,  à  Caugh?  (***),  la  preuve  que  le  produit  de  deai 
séries  convergentes 


(')  Voir,  par  exemple,  une  Noie  de  M,  Chadu  {ffmioellei  Ànnoltt,  t87S, 
p.  287). 

(")  Traduit  du  danois  :  Tidnkrift  for  Maihanatik  udgivel  af  H.  G.  Zii- 
TaBn,4*sërie,  3*  année,  cahier  3,  août  1879,  pp.  9tS-B6.         (P.  H.) 

(*")  H.  Jenien  dit  :notMd»oni,à  Abtlct  Cauchy.  La  démoDstration  trfe- 
simplc.deCauchy,  ayant  paru  ionglemps  avaut  celle  d'Abel,  il  est  inutile, 
scmble-t-il ,  de  parler  ici  du  Géomètre  norwégicn.  (P.  H-) 


st  égal  h  la  somme  de  la  série  convergente 

W»  +  ttl  -t-  Wl  +  ■  ■  - , 

*D,=  u^u,  +  u,«^,  -t-  u,w,-i  -1 +  1^; 

toumi  que  les  séries 

modWeH-  modui  -t-  modui-t-  ■•■ , 
mod  Ut  4-  mod  U|  -t-  mod  uj  -+■  ■  •  ■ 

oient  eonrergenies. 

Mertens  a  récemment  prouvé  que  ce  tliéorème  est  encore  vrai 
ans  le  cas  où  l'une  seulement  des  séries  de  modules  est  Gon- 
ergenle  {Journal  de  Crelle,  l.  LXXIX,  pp.  182-184);  mais 
a  démonstration,  un  peu  longue,  peut  être  considérablement 
implifiée,  comme  on  va  le  voir. 

Posons  : 

t  =  v,  +  u,  +  Vt-*---  ■*■  w^i  4-  r, , 

0  =  Uj  4-  u,  -+■  u,  +  ■•■  +  u,_,   +  p,J 

tt  soit  limr«=0,limp«  =  0,  pour  n=ae  . 
On  a 

(ff  -=  ^^  -I-  u,«  +  i^  +  ■■•-•-  u,^«  +  Ml 
=  *^(v«  ■*■■•■•*■  «.-O  +  wr, 
-«-  II,  (ti,  +  ■  •  ■  4-  »,_,)  -*-  V'.-i 
-+-  u»(«o+  ■•■+■«_»)  -*-iHr.-i 


:'est-à-dire,  en  introduisant  les  quantités  Wp  : 

wmstti-t-ui, +  UÎ,  +  ■■■  -i-tp^.-»-'., 
tn  étant  donné  par  la  formule 


-  4M  - 

On  en  déduit 

niodt,  < 

modp,s  -t-  modunrnodr,  ■+■  mod U| moit  r^,  ■*-•• 

Supposons,  mainienant,  que  m  soit  un  j 
rieur  Ji  n ,  que  <x  soit  la  plus  grande  des  quar 

mod  r, ,    mod  r._i ,    ,    mo 

et  P  la  plus  grande  des  quantités 

mod  ri,    modri,     ,    mod 


Nous  aurons 

modl,  <  modp,>  +  «(modug-i-  modui  -»- 
-♦•  p(modu^,  -»-  modu^ 
Si  la  série 

mod  u,  +  mod  v,  ■*•  mod  ^  -»- 

est  convergente ,  et  si  m  est  choisi  de  roanij 
croissent  indéllninieni ,  en  même  temps  qu 

limot^O, 
lîm(modiik  +  mod  V|  -*-••■  +  modw.)^ 
lim(modv_+i  -H  modi;.^  •*•■■■■*-  mod 
Par  conséquent  [P  étant  toujours  fini]  (*), 

lim(,  =  0; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


(*)  Nom  ■JouIodi  cm  quatre  mot*,  pour  rendre 
elaEre  :  Q  est  pltu  petit  que  la  pliu  grande  des  valean 
preoint  loutei  lei  vilenn  de  1  k  ac  ) ,  k  caoae  de  la 


QUESTIONS  D'ANALYSE  NUMÉRIQUES 

par  M.  S.  Reaus. 


I.  Ayant  fait,  pour  abréger  : 

X  —■«*-+-  p'  —  8r'. 

y  =  5(«*  +  p'  +  8r')  +  2î-(5-  -H  8p) , 

n  a  la  proposition  suivante,  qui  complèie  un  théorème  bien 
onnu  : 

Moyennant  des  valeurs  entières  convenables  de  a,  [3,  y,  (ouï 
ombre  premier,  de  la  forme  8p  -t-  1 ,  peut  être  représenté  par 
expression 

X*  +  8y*, 

réalabtement  débarrassée  des  facteurs  comniiina  à  x*  et  y*. 
La  proposition  subsiste  aussi  pour  tout  nombre  qui  est  le  pro- 
uit  de  plusieurs  facteurs  premiers,  compris  dans  la  forme  indi- 
uée,  et  inégaux  entre  eux. 

EXEUPLES. 

(  5'-H8.i*=17; 

I  a  =  2,    p  =  4,    r tj 

i  5*+8.2'  =  4l; 

i  ct  =  0,    p=0,    y  =  1; 

(   ï"-«-8.3'=73; 

j   «  =  8,     p  =  ifi,     y  =  — 7; 


II.  Soit  fait,  pour  abréger  : 

j;  =a'  +  p*  -i-  iiy*  -^  2y(2«  -I- 

Moyennant  det  valeurs  entières  convenable, 
nombre  premier,  de  la  forme  13p  -t-  1 ,  peut 
l'expression 

x'-H  I2y', 

préalablement  débarrassée  des  factet$rs  commu 
Il  en  ost  de  mémo  pour  lout  nombre  qui 

plirsieui's  fadeurs  premiers  inégaux,  renfen 

iiiiiiqiice. 
Exemples. 

■   «  =  —  1,    p=i,    r  =  ( 

}   B'-H  12.1'=37; 

.    a  =  5,     p  =  B,     y^  — S 

i    7'-t-12.i*  =  6l; 

I    „=3,     p-i2,     , 

i    7*-»-  12.2'  =  ÎI7; 

III.  Posons  encore  : 

x  =  a'-^f  —  2<y'. 

y  =.  2  (a*  -I-  ^-  -f-  2ir')  +  2r[*« 


(  soit  N  tfn  nombre  premier,  de  la  forme  24p  -f-  1 ,  ou  tin  mm- 
re  œmpoté  de  facteur»  premiers,  de  cette  forme,  inégaux  entre 
ux. 

Au  moyen  de  valeurs  entières  convenables,  de  a,  g,  y,  le  nombre 
i  pourra  toujours  être  représenté  par  l'expression 

réalalablement  dégagée  des  facteurs  carrés  communs  à  ses  deux 
trmes. 


)    17- * 


=  4,    p=12,    r 

-u.f-n-, 

P-0,     y. 
*S4.2"  =  »7; 

P-îf.    r 
2i.1'=l93; 

P-7,    y- 
■  â'  —  UI; 

P=I5,    r. 
2».I'-3I3: 


SUR  UHE  £PUaE  DE  GlOHÉTRIE  OESCMPTIVE. 


Théorème.  Si  l'on  coupe,  par  un  plan,  un  cme  de  révolution, 
jue  l'ott  projette  la  figure  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
cône,  l'un  dei  foyeri  de  la  projection  est  le  pied  de  celte  droite. 


Celte  propriété,  remarquée  par  M.  Vieille  (') 
rai  NnenDURCBitC*),  résulte,  immédiatement, 

;>siD^ 


qui  représente  la  projection  dont  il  s'agit  (**' 
aussi  rétablir  par  les  considérations  géométriqm 

Lbhhb.  5t,  dani  un  trapèze  ABCD  (iv),  on  met 
la  médiane  NM  ,  puis  la  droite  EF,  qui  joint  leê 
latéraux  ;  on  a 

EP  =  AC. 

Soit, 
cône  drc 
basecirci 
pour  Kl 
Soit  AD 
d'un  plar 
&  ASB,  e< 
suivant  u 
l'on  proji 
les  parai 
AE  sera 
la  projeci 
Ire  de  C 
de  AD  :  ce  point  F  est,  en  outre ,  la  projection  \ 
axe  de  C.  Enfin,  le  petit  axe  de  C  est  dirigé  sti 
diculaire  GH  à  AB. 


C)  Voir  notre  TnUi  iUmtfUairt  de  Géométrie  duMpti 
p.  B9(180i). 
(")  P.  SiHOHB,  Géométri»  deteriptive ,  Iroiilème  ptrtie 
("■)  TlailéélémmlaiTt,p.ii9. 
(iv)  Le  lecteur  est  prié  it  faire  la  figure. 
(t)  Celle  ginéralùalioii  ^l  due,  je  peusc,  i  M.  Simon 


■  «7  - 


Pour  trouver  le  sommet  H  on  doit  décrire,  du  point  C  comme 
lenlre,  la  circonférence  ayant  pour  rayon  CM  =  IP  =  ;E>Q- 
)'après  le  Lemrae ,  PQ  =  AE  ;  donc  CH  =>  ^  AE  ;  donc  C  e$l  le 
byer.  (E.  Catalas.) 


CORRESPOHDAHCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  H.  Brocard.  —  •  Dans  un  article 
|ui  est  luî-méme  une  imporiantc  contribiiiion  à  la  théorie  des 
fombrea  premiers,  H.  Lb  LASseun  s'csl  Tait  le  bienveillant  inler- 
trète  des  demandes  de  plusieurs  de  nos  Collaborateurs.  Je  liens 
lonc  à  répondre  à  ses  diverses  questions. 

La  publication  sera  encore  continuée,  pour  donner,  comme  je 
'ai  annoncé  déjè  au  début  de  ce  Mémoire,  une  idée  de  certains 
ravaux  tout  récents. 

J'ai  suivi,  autant  que  possible,  l'ordre  chronologique  des  résul- 
Bt9  signalés.  C'est  donc  à  dessein  que  je  n'ai  point  mentionné 
es  recherches,  fort  originales,  publiées  tout  dernièremcnl.  Celles 
le  M.  Piarron  de  Mondcsir  ont  déjà  Hxé  mon  attention.  Elles 
èront  également  l'objet  d'une  analyse  spéciale. 

Quant  aux  découvertes  qui,  de  temps  à  autre,  sont  venues  cnri- 
rhir  l'étude  des  Nombres  premiers,  plusieurs  analystes  ont  pris 
loin  de  me  les  signaler  eux-mêmes.  Je  leur  adresse  ici  mes 
«merctments  pour  leurs  obligeantes  conununicaiions. 

En  terminant,  je  dois  faire  observer  que  mon  Mémoire  est, 
ivant  tout,  un  résumé  bibliographique  de  la  question  des  Nom- 
>res  premiers  :  les  indications  qu'il  renferme  pourront  donc  être 
Dcomplètes  sur  bien  des  points.  J'accueillerai,  avec  reconnais- 
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sauee,  lous  les  renseîgiieiiiefMs  uliles  que  nos  Colhti 
ilrool  bien  n'adresser,  pour  combler  les  laeunet 
ru«nl  (*).  ■ 


Extrait  d'âme  leltre  du  général  de  Coatpottt.  — 
CorTMpOfufaiwv  maihimatiqMe  a  enregistré,  en  son 
lobre  1879,  page  384,  l'énoacê  d'ua  Ibéorènie  dt 
la  déinonsiralion. 

Il  peut  se  géoéraliser  comme  vous  le  dites  dans 
Il  peut  se  généraliser  beaucoup  plus  encore  et  c 

Trou  grandeurt  qHelamques  étant  regardée»  com 
danl  respeclitemenl  aux  trou  côlé»  d'un  Iriangte, 
is$ues  des  sommets,  te  coupent  en  un  même  point  si 
les  cotés  opposés  proportionnellement  aux  gronder 
pondent  aux  côtés  adjacents. 

Les  trois  grandeurs  choisies  étant  absolument  ai 
vent  être  les  trob  angles  du  triangle,  rattgés  dans 
traire. 

Mon  premier  énoncé  expose  donc  une  particul 
général,  mais  une  particularité  peut-être  singulière 
tiùe,  ce  qui  ne  s'csi  jamais  produit  à  ma  connaissi 
ports  d'angles  et  des  rapporls  de  longueurs.  ■ 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  le  major  De  Tiily.  — 

(')  Daas  le  D*d'am'I(p.  IIS),  il  a  él^  question  d'an  HA 
moy.  Ea  voici  le  litre  exict  : 

l'ormule  générale  |  da  j  Nombre*  prtmiert  j  e(  |  Ihéoi 
par  I  M.  ÉHiLi  DoMor,  |  Ingénieur  du  Hinet.  j  Paris  |  D 
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ntiut  mes  remarques,  relatives  à  différenis  articles  do  votre 
itéressaot  journal. 

Dans  le  petit  Mémoire  que  je  vous  ai  envoyé  il  y  a  un  un,  sur 
résolution  des  problèmes  qui  exigent  des  constructions  dans 
îspace,  avec  la  règle  et  le  compas.  Mémoire  que  vous  avez  bien 
)ulu  insérer  dans  le  numéro  âe  septembre  \87S,  j'ai  oublié  une 
iplîcalion  qui  ne  manque  pas  d'intérêt.  C'est  la  suivante  : 

II.  Étant  donnés  deux  solides  formant  un  seul  sijstème  invtt- 
ïable  et  limités  par  des  surfaces  du  second  ordre,  à  centres;  con- 
duire, avec  la  règle  et  le  compas,  ta  distance  des  centres  de  ces 
irfaces. 

Tout  revient,  évidemment,  à  construire  les  deuï  surfaces  dans 
ne  même  épure  ;  or,  les  principes  posés  dans  le  Mémoire  rappelé 
s  supposent  nullement  que  les  points  déterminant  les  plans  de 
rojeclion  soient  choisis  sur  la  surface  même  à  représenter  :  il 
jdit  qu'ils  y  soient  reliés  d'une  manière  invariable.  On  pourra 
Qnc,  dans  une  même  épure,  construire  les  deux  centres, comme 
IX  Problèmes  f  et  g,  puis  l'on  mesurera  leur  distance.  La  eon- 
ition  imposée  aux  surfaces,  dans  ces  deux  derniers  problèmes, 
élre  de  révolution,  est  ici  inutile,  parce  qu'elle  n'était  exigée 
lie  pour  la  détermination  des  axes  et  des  sommets,  mais  non 
es  centres. 

Puisque  j'en  suis  h  parler  de  constructions  avec  la  règle  et  le 
>mpas,  permettez-moi  de  dire  quelques  mots  d'un  article  du  à 
I.  le  général  de  Coalpont  et  inséré  dans  le  numéro  dejtim  1877. 
'auteur  veut  prouver  la  possibilité  de  faire,  avec  la  règle  seule, 
i  qu'on  fait  avec  la  régie  et  le  compas.  Mais  il  attribue  à  sa  régie 
eux  propriétés  dont  l'une  est  clairement  énoncée  au  début,  en 
ïs  termes  : 

■  Je  définis  règle  une  lame  oITrant  deux  celés  rectilignes  et 
arallèles,  permettant  de  tracer  des  parallèles  équidistantes;  • 

et  dont  l'autre,  non  énoncée,  est  employée  dans  la  solution  des 
roblèmes  111  et  V. 


Elle  consiste  en  ce  que  l'on  peut,  comme  le 
inscrire  la  règle  entre  deux  poinis,  ou,  ce  qui  revie 
inscrire,  cnire  les  deux  parallèles  qui  consliiuentlei 
de  la  règle,  une  droite  de  longueur  donnée. 

Autrement  dit  encore,  l'instrument  de  H.  de  ( 
n'est  plus  une  règle,  dans  le  sens  que  les  mathém 
chaient  &  ce  mot,  ci  qui  n'est  pas  tout  à  fait  un  co 
pratiquement  ce  problème  :  trouver  fintersection  d' 
rence  quelconque  avec  une  droite  dont  la  dttfonce  t 
égale  à  la  longueur  de  la  règle. 

Ce  point  étant  admis,  l'usage  de  cette  propriété  f 
primé  dans  le  Problème  III  et  simplî&é  dans  le  Pn 

Voici  quelle  serait  alors  l'exposition,  etc'esl,  je  | 
nier  degré  de  simplification  dont  elle  soit  susceptibi 

1.  Par  un  point,  mener  une  parallèle  à  une  d\ 
l'auteur). 

2.  Construire  la  bissectrice  d'un  angle  (comme 
siruit,  accessoirement  au  Problème  IV,  la  bissectrii 

3.  Construire  un  angle  droit.  (Par  les  bissecir 
angles  adjacents  dont  les  cètés  extérieurs  sont  en 

4.  Par  un  point,  menertmeperpendioilaireàum 
striiisons,  dans  le  plan  de  la  figure,  deu\  angles  d 
dcrons  un  côté  de  chacun  de  ces  angles  et  la  droite 
trois  droites  Tormenl  un  triangle  dans  lequel  on  pr 
deux  hauteurs  ;  donc  Ton  peut  aussi  construire  la 
qui  résout  la  question. 

8.  A  partir  d'un  point,  porter,  iur  une  droite, 
donnée  (comme  l'auteur). 

6.  Diviser  une  droite  eti  parties  égales,  enpartie. 
nelles  à  des  longueurs  données;  trouver  une  troisièm' 
trième  proportionnelle  à  des  longueurs  données  (com 


7.  Par  un  point  d'une  droite,  mener  une  autre  droite  qui 
orme,  avec  la  première,  un  angle  égal  à  un  angle  donné  {i.  S). 

8.  Conetruire,  dan$  un«  position  donnée,  une  figure  égale  à  une 
îgure  donnée  (S,  7). 

9.  Construire,  dans  une  position  donnée,  on«  figure  sen^lable 
i  une  figure  donnée  (5,6,  7). 

i  0.  Construire  la  renomme  d'une  droite  et  d'un  cercle.  Trans- 
brmODs  la  figure  à  coDSiruire  en  une  figure  semblable ,  dans 
aquelle  la  distance  du  centre  &  la  droite  donnée  devienne  égale 
I  la  largeur  de  la  règle,  et  modifions  le  rayon  en  conséquence  (6). 
3aDs  la  nouvelle  figure,  l'intersection  chercbée  s'obtient  par 
'emploi  direct  de  la  règle.  Il  ne  reste  plus  qu'i  revenir  aux 
limensions  primitives. 

11.  Construire  la  rencontre  de  deux  circot^érencet  (comme 
'auteur). 

J'ajouterai  celte  remarque  (probablement  connue)  que,  si  une 
■ègte  ordinaire  pouvait  être  employée  à  transporter  une  distance 
lur  une  droite  donnée,  à  partir  d'un  point,  on  pourrait,avec  cette 
'égle  seule ,  résoudre  les  neuf  premiers  des  problèmes  qui  pré- 
sent. 

On  résoudrait  le  Problème  t  en  joignant  le  point  donné  à  un 
point  quelconque  de  la  droite  donnée  ;  prolongeant  la  droite,  ainsi 
>bténue,  d'une  longueur  égale  à  elle-même;  joignant  l'extrémité 
i  un  autre  point  de  la  droite  donnée;  prolongeant  la  nouvelle 
jroiie,  obtenue,  d'une  longueur  égale  à  elle-même;  et  enfin, 
joignant  la  dernière  extrémité  obtenue  au  point  donné. 

Pour  résoudre  le  Problème  3,  on  porterait,  sur  les  côtés  de 
l'angle,  deui  couples  de  distances  égales,  et  l'on  aurait  un  point 
le  ta  bissectrice  par  l'intersection  des  deux  droites  joignant  les 
[{uatre  points  obtenus. 

Le  Problème  5  deviendrait  inutile,  et  tes  six  autres  se  résou- 
draient comme  ci-dessus. 
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Mais,  pour  les  Problèmes  10  el  11,  il  faudrait  admcure.avec 
M.  de  CoBtponlr  que  l'on  tn«mi.-e,  en(i-e  un  point  et  une  droite, 
une  distance  portée  sur  la  règle. 

Mon  attention  a  été  rappelée  sur  cet  article  de  M.  de  Coatponi 
par  la  question  que  l'ingénieux  auteur  pose  dans  le  deroier 
numéro  de  votre  journal  (Quettion  509).  Le  complémenl  que 
vous  y  ajoutez  permet  de  lui  donner  cette  autre  Torme  (*)  : 

Pour  que  trois  droites,  issues  des  sommets  d'un  triangle,  tt 
coupent  au  même  point,  tl  faut  el  il  suUil  qu'elles  partagent  les 
cotés  opposés  en  segments  proportionnels  aux  mêmes  fonctions  ttet 
angles  adjacents.  De  même  sur  la  sphère,  pourvu  que  l'on  rem- 
pttice  les  droites  par  des  arcs  de  grands  cercles,  et  les  segments, 
par  les  sinus  des  segments. 

La  propriété  du  nombre  365,  signalée  dans  le  numéro  de 
septembre,  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 
Soient  v  et  z  deux  nombres  quelconques,  et  soit 

3:-=y{y  +  z-l)±|/^-i-l)(j,  +  z-l)(y+2). 

On  aura 

x^  +  {x  ■*-  i)* -¥■ t-{x  -t-y)* 

=  {x  ->-  y->-zf*{x  +  fj  +-2+  l)'-i---.  ..  (x  +  2y  +  s  -  t)'. 

Si  !/  Cl  S  sont  entiers,  et  choisis  de  telle  manière  que  le  pro- 
duit des  quatre  nombres,  consécutifs  deux  à  deux,  qui  se  irouvem 
sous  le  radical,  soit  un  carré  parfait,  la  dernière  équation  sera 
résolue  en  nombres  entiers. 

Applications.  1*  Soit  z=  1.  Alors 

a:  =  i/'±y(y  *  l)  =  — y    ou    y(3y -+-1  )■ 


(')  Voir  ci-dessus,  p.  438. 


La  première  valeur  correspond  à  une  solution  insignifiante. 
I  Eccondc  donne 

Ly(2y  +  <)]'+  [ï(-2i,  +  I)  +  I]'  -.-  -  +  [-/(2y  -•-  1)  -^  y]' 

lution  connue,  qui  devîeiii  succcssivf meni ,  en  faisant  y=\, 
3,...: 

3* +4'=  5'=  25, 

10'h-)1'  +  12'=  15'  +  14'  =  365, 

21' -t- 22' -H  25' H-  24*  =  28'  +  2fi'^27'  =  ÏO30, 

etc. 

2"  Soient  y  =  I ,  r  =  8.  On  aura  a;  =  8  ±  12  =  20  au  —  *; 
uù  : 

20'  +-  21'  =  21)',       (~  4)*  +  (—  5)'  =  5'. 

3-  Soienty=l,z  =  49:x=.49±70  =  119ou  —21; 

119' -t-  120'=  16a',    {-2!)'h- (— 20}'  =  29'. 

4- Soient,  cnân,  ij  =  S,  z  =  J16;  alors  x  =  600±660 
il360  ou  —  60;  puis 

1260'+  1261'^  1262'+  1263'-*-  1264' -h  1265* 
=  1381'-+-  1382'-*-  1385'+  1584'+  1585', 

(_  60)'  -+-  (-  59)'  +  (—58)'  +  (-  57)'  +  (—  56)'  +  (—  55)' 
=  fil'  +  62"  +  63*  +  64'  +  65». 

Celle  dernière  égalité  est  comprise  dans  l'applicalion  1".  ■ 


Extrait  d'une  Mire  de  M.  Ntuberg.  — 
(iV.  C.  M.,  t.  V,  p.  64)  me  remet  en  mémoir 
analogues,  énoncées  dans  les  Quetlions  d 
Desboves.  Comme  ces  relations  ne  se  trou 
Théorème»  et  Problème»  de  Géométrie  éléme 
peut-être  ulile  de  les  publier  dans  la  N.  C.  J 

Je  désigne  par  a,  b,  c,  3p,  T  les  côtés,  le  ] 
triangle  ABC;  par  0, 1,  1',  I",  1'"  les  centre 
scril,  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex-insci 
les  rayons  de  ces  cercles.  La  cireonrérence 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  l'I"!'",  reoc 
leurs  milieux  V  et  A";  la  droite  A'A"  est 
milieu  P  de  BC  (*) 


P  P 


1.  En  partant  des  formules 

Cl 
a6c  =  4RT,    T  =  pr(") 

(*)  Ces  nololions  sont  celles  des  pages   I4fi,  147, 
Problime*. 

(•')  Âr=(p  -  o)i  +  ,-  =  (p-«)t+ÎP:ii! 

En  ajoulint  les  valeurs  àe  "M  ,  BT,  CÏ ,  en  obtiei 


On  retrouve  ainsi  la  proposition  de  la  page  148 
blime*. 


)n  irouve  fnsilenient 

AI.BI.CI— tRr*,   .     . 

*L'      lî!      h!  _  1 

bc        ca        ab 

i.  Les  relations 


0,elc, 


induisent  aux  égalités  : 


AI.AI'  — AI".AI"'— 6c, 
AI'.BI'.CI— tRi', 
bt        ea        ut 
ÏI"      W"      CF'' 
AI'.BI'.Cl  '-.*Rp". 

3.  Le  Itiéorème  de  M.  Haerens  donne 

ir-_4R(.-r)_4»(-3^-î)-tp-"; 
\p  — a      py       *R« 

'I ,  par  conséquent, 

ir.ll'.ir— I6RV. 

A.  Par  le  triangle  rectangle  CA'A"  : 


(p-l.)lp-i-) 
On  conclut,  de  là, 

rr".i"iMi"=ieR'p, 

7"+  FT^H-TP'—  8R(«  *  p  +  r)=.8R(r  +  4R)=.  56R'— iST- 
O  TF-f-K^J^f-i.''"'-""'-' t-i.: 


s.  Voici  un  théorème,  très-élégani,  qui  n 
(1  ) ,  et  d'une  proposition  connue  : 

5t  deux  cerclei  sont  teli  qu'un  mime  triang 
à  l'un  el  circonscrit  à  l'autre,  il  y  a  une  i 
jouiitant  de  la  même  propriété  (Euler).  Dan 
1'  la  tomme  de»  diilancei  des  côtéi  à  chaque  i 
9*  le  produit  des  distances  des  sommets  à  cfu 
atant.  ■ 


Autre  lettre  de  M.  Neuberg.  —  «  Le  probli 
card  a  déjà  (iré  une  Toule  de  résultats  curiei 
mine  inépuisable  de  déductions  mathématiqi 
quelques  développements  nouveaux,  que  je 
quisser. 

Posons 

AB  =  6,     BC  =  e,    CA»b,    OA^x,    01 
OAB  ==  OBC  =  OCA  =.  n. 
En  vrrtu  d'un  ihéoi-ème  connu,  on  a 

OAB  :  OBC  :  OCA  ^  xe  :  ya  :  zb , 
OAB  _  xy       OBC  _  yz       OCA 

ABC  ~  ÔT  '    Âûc  ~  7b  '    âbT;  ' 
Des  proportions  (â),  on  lire  auDsi 

OAB       xy    yjï      bx 
ÔBC~7«  '  âb'^êz'  "" 


{')  Trouver,  à  l'inlérieur  du  Iriangk  ABC,  un  po 
OAB,-  OBC,  OCA  loienl iganx  mire  tux.  Voir  N.  C. 
187;  l.  IV,  p.  Uj  et  t.  V,  pp.  5â3  et  S43. 


Par  conséqueni  : 

c'z=ii((by,    a*x  =  bcz,    b*t/  =  cax ...    {3) 

Les  relations  (3)  donnent,  par  division: 

a*!c*  =  b*yz,    6y  =  c*2a:,     ifz*  =  eFxy ,     .    (4) 

En  BJoutani,  membre  à  membre,  les  équations  (3),  on  obtient 

î?*ï;-^=. (») 

ca        ab        oc  ^  ' 

Si  l'on  combine  les  égaillés  (8)  et  (3),  on  trouve  encore  (*)  : 

2^  =  2^=2f =.n,   ...  (S) 

L'c*  ,         cV  a*b* 

'-£??•      *-Mi-      '"âV?     ■      ■      ■      "> 

Au  moyen  des  voleurs  (4),  les  proponions  (1)  deviennent 

OAB  :  OBC  :  OCA  =  tV  :  r'o'  :  «'6'  =  4  =  i  ■'  "7  ■ 
a'    b'     c' 

De  1»,  on  conclut  que  :  1"  le  point  0  est  le  centre  de  gravité  de 
frais  maites  proporlionnelles  à  ^  ,  ^ ,  ^  ,  e(  attachées,  respecti- 
vement, aux  points  C,  A,  B;  2"  les  droites  AO,  BO,  CO  divisent 


(*]  Quelquca-DDCS  de  ces  relations  ont  déjï  clé  trouvées  au  moyen  de  U 
U-igonomélric,  pur  M.  CnAou.  Voir  f/otivellu  Atmaitt,  année  JS7S,  p.  386. 
I.ei  (ommca  indiquées  par  le  signe  J,  sont  composées  de  (rois  lermca-qul  se 
iléduiscnl,  Im  uni  des  nulrcs,  par  des  pcrninlBtions  tournantes. 
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let  côté»  oppotèi  du  triangle  ABC  «n  deux  segmei 
aux  carrét  de  deux  coté»  de  ABC  (*). 

ClwGune  des  relations  (3),  (4),  (!I),  (6)  pet 
en  une  équation  entre  les  angles  A,  B,  C,  a.  I 
valeurs  de  tt,  qu'on  en  déduit,  on  aura  des  ii 
lignes  trigonométriques  des  angles  d'un  triangt 

L'égalité  ^-^  =  1  donne  cette  Tonnule  bien 

eosëc*«  =  coséc*A  +  cosëc'B  +  cos 

et  la  rflalion  (B)  conduit  h  l'équation 

„«iii(B  — .)5in(C  — «)_ 
^  sinBsinC 


VARIÉTÉS. 


UN  QUATRAIN   SUB   LS  ROMBKR  1t. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Radicke.  ■  —  Ve 
la  permission  de  vous  communiquer  quelque 
française,  qui  se  trouvaient,  naguère,  dans 
mand  {lUustrirte  Zeitung).  C'est  un  vernw  i 


O  Voir  ci-dcuas,  p.  430. 

(")  Pour  la  réiolution  de  l'éqtution 

^n'B  =  EiD(A-a)iiii(B  — a)  1111(0  — 
on  pcat  voir  Nouvella  AnHalt$,  t.  IX,  p.  503,  et  Qaalio 
{wr  Deibovcs. 


tenir  les  (rente  premières  décimales  de  la  valeur  de  n.  Le 
>ici  : 

Que  j'aime  d  faire  apprendre  un  nombre  utile  aux  sages! 
Immortel  Archimède,  artiste  ingénieur, 
Qui,  de  ton  jugement,  peut  priser  la  valeur? 
Pour  moi,  ton  problème  eut  de  pareils  avantages. 

Vous  ne  manquerez  pas  d'admirer  la  beauté  rhyihmique  ci  le 
!D8  profond  de  ce  chef-d'œuvre  de  l'art  poétique  (*).  Mais,  quand 
)U8  serez  revenu  de  votre  surprise,  vous  vous  donnerez  peul- 
re  la  peine  de  remplacer  chaque  mol  par  le  nombre  de  ses^lct- 
es,  ce  qui  vous  donnera 

5,lil5926S5S  8979333846  S643383279; 

esi-à-dire  la  valeur  de  it,  avec  (renie  décimales  (")...  » 


SOLUTIONS  0£S  QUESTIONS  PROPOSEES. 


«cabAmib  be  oodai. 

CONCOUBS   ACADilllQUB    1879.    —    MaTHËHATIQUES    SPÉCIALES. 

Par  deux  points  fixes  \  etB  d'une  conique,  on  fait  passer  ti 
•rck  variable  qui  la  coupe  en  deux  autres  points  Cet  D: 


{')  Le  savant  Profesaeur  de  Bromberg  emploie  fort  bico  Vantiphrate. 

(E.  C.) 
(")  Il  tenit  difficile  d'aller  plos  loin  :  la  trente-deux lË me  décimale  est  ui 
f«..  (E.  C.) 

V.  29 


t*  Démonirer  que  la  droite  qui  joint  les  pèiki  debii 
CD,  prit  par  rapport  à  la  roniqve  et  par  rapport  nu  certk 
toujourt  par  un  point  fixe  F,  çuri  qite  toit  le  cerde  chu 
qiie  la  polaire  du  point  F,  par  rapport  au  cercle,  paut  to 
aussi  par  un  point  fixe  G,  quel  que  toit  le  cerde; 

â*  Troucer  le  lieu  det  points  de  contact  des  tangtnUt  i 
du  point  F  aux  différents  cerclet. 

Même  quettion  pour  le  point  G. 

Je  prends  AB  pour  axe  des  x,  la  perpendiculaire  en  son 
ponr  ate  des  y.  Les  équations  de  la  conique  et  du  cercle  vt 
psssant  par  A ,  B,  sont  : 

x'+  ÏPxy-»- Qy' -I- SRy  — a'  =  0,   .    .    - 

i*  -*-  y'  -»-  2R'y  —  o'  —  0;   .    .    . 

P,  Q,  R  éiant  des  consianles,  R'  on  paramètre  variable  ( 
distance  AB.  Soient  M  le  point  de  rencontre  de  BD  et  Ai 
point  de  rencontre  de  CB  et  AD. 

MN  est  la  polaire,  par  r&p|>ort  su  cercle  variable,  du  ] 
de  renconlre  des  droites  AB  et  CD. 

Retranchant,  on  a  l'équation  de  CD  : 

2Px  +  (Q  —  l)y  -»-2(R  — R'}  =  0. 

i/  =  0  donne  l'obscisse  de  E:  i  =  "'"".  MN  a  tion 
équation 

(R'  —  R)x  +  PR'y  —  Po*  =  0, 
ou 

R'  (i  +  Py)  —  Rr  —  Po'  =  0. 

Cette  droite  MN,  qui,  évidemment,  joint  les  pôles  de  C 
par  rapport  â  la  conique  et  au  cercle,  passe  par  un  poini 
dont  les  coordonnées  sont 


La  polaire  d'un  point  quelconque  (a,  j3),  prise  par  rapport  au 
«i-cle,  a  pour  équation 

(p  t.  R'}v -J-an-R'p  — (i'=ïO, 

fi'(y  +  p)  i-(pS  +  wc-a*)  =  0.    ....    (5) 


R'y-^. 


La  polaire  de  F  passe  donc  par  un  pttini  fixe  G,  aj'ant  pour 
oordonnées  : 


9°  L'élimination  de  R',  enlrc  l'équolion  du  cercle  et  l'équa- 
ion  (i),  donne  l'équation  : 

(:r'  -H  y^{Ry  +  o»)  -  2a*(y  -  P^  -  R).y  -  a'(Ry  -.-  «')  =  0, 

u  premier  lieu. 

3'  On  obtient,  avec  la  môme  facilité,  l'équation  du  second  lieu, 
l'est  encore  une  courbe  du  troisième  degré. 

G.  Lambiotte, 

éltn  k  l'Éwle  poljlMhaiqac  da  Bnuelles. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


5t«.  Soient  0  un  point  d'une  circonférence,  OB  le  diamètre, 
>A  une  corde.  On  projette  A  en  C  sur  OB,  C  en  D  sur  OAi  D 


en  &I  sur  AC.  Trouver  :  1*  l'équation  de  la 
M  ;  9*  la  quadrature  de  cette  courbe. 

êtt.  Trouver  l'enveloppe  de  l'axe  d'ur 
deur  consiaitte,  qui  resie  langenle  à  une  pa 
que  son  Toyer  se  déplace  sur  l'aie  de  cette  i 

SIS.  Étant  donnée  la  relation 

cola  =  col  A  -*■  001  B  -4-  ce 
trouver  l'expression  de  cot3a. 
SIS.  Trouver  la  podaire  de  la  courbe  do 


On  prendra  pour  point  fixe  le  somme' 
quer  les  coordonnées  des  poinis  de  rcbrousi 
des  tangentes  en  ces  poinis. 

St4.    TllÉOUËIIE. 


1.     c 

' 

6     e     ./ 

• 

c     a     d 

„■. 

+ 

6'   c'   d- 

^ 

c-  0'  a 

'"«" 

6"  c"  d" 

'. 

t"  o"  (l- 

o*  +  6'  -•-  C*  +  rf*,  aa'  -*-  66'  -h  m'  -h  dd',  a 
\a'-\-  W-I-  cc'-*-dd\  o"  +  6"  +  e'*  -4-  à"*,  a 
aa"-hbb"'i-cc"-*^d",  a'a"+b'b"-*-<^c"+d'd",  i 


MS.  Soient  CM,  CM',  CM", ...  des  spi 


(*)  Cette  identité  donoe  la  décomposition  d'une  i 
lomme  de  quatre  carréi. 


en  nombre  infini,  menées  ô  partir  du  point  fixe  C,  et  ayant  touies 
même  pôle. 

Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  de  toutes  ces  spirales. 
(Laisant.) 

A16.  Quelle  est  l'enveloppe  d'une  série  de  coniques  ayant  un 
foyer  commun,  im  point  commun,  et  un  axe  focal  de  grandeur 
conslante?  (Ph.  Breton.) 

517.  Un  eerclë  étant  divisé  en  2m  secteurs  égaux,  tels  que 
AOB,  BOC,  COD,  ...  on  construit  une  première  série  de  cercles 
tangents,  intérieurement,  aux  rayons  OA,  OB,  OC, ...  et  fi  la  cir- 
conférence donnée;  puis  on  joint  les  centres  de  ces  cercles  au 
point  0,  et  l'on  obtient  ainsi  des  lignes  Oa,  06,  Oc,  ...On  con- 
struit une  deuxième  série  de  cercles  tangents,  intérieurement,  aux 
rayons  On,  06,  Oc,  ...  et  aux  cercles  de  la  première  série.  On 
continue  cette  construction  d'une  manière  semblable,  et  l'on 
demande  : 

i'  [/expression  des  rayons  des  cercles  des  séries  successive- 
ment obtenues  ; 

2'  La  limite  de  la  surface  totale  des  cercles  intérieurs. 
(Ph.  HRETon.) 

518.  La  parabole  ayant  pour  équation 


tourne  autour  de  son  axe.  Le  paraboloïde  ainsi  formé  est  coupé 
par  un  cylindre  elliptique  droit,  dont  la  base  a  pour  équation 

On  dcmandi;  l'aire  de  la  partie  du  paraboloïde,  comprise  dans 
rinlcrieur  du  cylindre. 

SIS.  Intégrer  l'équation  différentielle 
"dxdx' 


—  45i  — 
««•.  Imltmim.  Soil  b  sniie 

I,  i,  S.  30,  (IS.  -fSIS.  ..  . 
dont  k^  termes  «aiisliDDl  s  b  eondiik-a 

Le  P.  G.  C  D.  â  K.  et  k.^,  r5t  9*.  9  éUDl  I 
de  %i  +  i  par  8.  (Si 

S«l.  Soit 

s.-.        ' 


(n  >  5). 
I*  La  somme  S.  est  réductible  k 


P.  ctanl  un  polyn6roe  du  (n  — 9)*  degré,  h  ce 
2"  Si  ï  est  un  nombre  entier,  P«±l  est  divis 
(  t-  1  pour  n  impair)  (*). 

•99.  Discuter  la  courbe  refirésentce  par  l'éi 
ticllc 


a 

î- 

"'i- 

(H. 

(•) 

ExiHri.1  : 

_, 

3  doDDC 

P, 

1  =  3, 

.      P,=  ll 

,     P,  =  33. 

.  p.= 

:309, 

Or: 

3->-l 

=  011.*, 

M- 

.i  =  jrL 

.5,  M-»-) 

=jn. 

.6,  31 
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On  peut,  connaissant  une  enveloppe  de  sphères,  en  déduire 
une  infinité  d'autres  par  la  déformation  d'une  certaine  dévelop- 
pable. 

Les  plans  des  cercles  de  contact  successifs,  se  coupent  consé- 
cutivement suivant  les  gcnérairices  d'une  développable  qui  con- 
tient l'aréle  de  rebroussement  de  l'enveloppe.  Si  Ton  déforme 
celle  surface  développable,  par  des  roiaiioiis  successives  autour 
de  ses  génératrices,  et  si  l'on  suppose  que  les  cercles  de  contact 
soient  entraînés,  simultanément,  dans  un  de  ces  états  de  déforma- 
tion ;  le  lieu  des  cercles  est  une  surface  enveloppe  des  spliéres. 

En  effet,  ces  cercles  se  coupent  consécutivement;  donc,  par 
deux  cercles  successifs,  on  peut  faire  passer  une  sphéi'e,  et  les 
sphères  ainsi  obtenues  se  coupent  suivant  les  cercles  consi- 
dérés. 

VI.  1 


1 


—  2  — 

Il  est  facile  de  voir  que  les  lignes  de  courbure  de  deux  enve- 
loppes ainsi  obtenues^  se  correspondent;  c'est-à-dire  que  le  lieti 
des  positions  successives  d'un  point  d'une  ligne  de  courbure, 
avant  la  déformation,  est  encore  ligne  de  courbure  après  la 
déformation. 

Pour  les  cercles  de  courbure ,  cela  est  évident.  Il  suffit  donc 
de  le  démontrer  pour  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  cercles. 
Or,  la  déformation  s'opère  par  des  rotations  autour  des  généra- 
.  trices  ;  donc  un  point  qui  se  mouvait  normalement  aux  cercles 
de  courbure,  avant  la  déformation ,  enurainé  simultanément  dans 
la  déformation ,  se  mouvra  toujours  normalement  aux  cercles  de 
courbure;  d'où  résulte  la  proposition. 

On  peut  aplatir  complètement  la  développable ,  jusqu'à  oe 
qu'elle  soit  plane  :  les  cercles  de  courbure  enveloppent  alors  les 
deux  branches  de  Tarète  de  rebroussement,  et  les  transformées 
des  secondes  lignes  de  courbure  sont  les  trajectoires  orthogonales 
de  ces  cercles. 

Si  Ton  rapproche  ceci  de  l'interprétation  que  j'ai  donnée  de 
l'intégrale  des  lignes  de  courbure,  dans  le  cas  où  (A)  est  plane, 
on  peut  dire  que  : 

Soit  une  série  de  cercks,  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite  : 
les  courbes,  également  distantes  de  la  droite  et  des  trajectoires 
orthogonales  des  cercles,  ont,  pour  une  même  abscisse,  des  ordon- 
nées proportionnelles. 

Réciproquement  :  Si  des  cercles  sont  tangents  à  une  droite,  et 
que  les  ordonnées  de  leurs  centres,  pour  une  même  abscisse,  soient 
proportionnelles,  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  cercles  sont 
des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  la  droite. 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  recherche  de  TéquaUcn 
différentielle  des  lignes  géodésiques  tracées  sur  une  enveloppe 
de  sphères. 

Reportons-nous  à  la  figure  du  chapitre  I,  et  imaginons  que 
l'on  mène,  par  les  différentes  positions  du  point  B^,  des  arcs  de 
grands  cercles,  faisant,  avec  les  différentes  positions  de  Parc  A|B| , 
l'angle  variable  tù.  Si  la  directrice  suivie  est  une  géodésique  de 


l'enveloppe  de  sphères,  la  caraiSéristique  du  plan  faisant  un 
aagle  u,  avec  A|B| ,  esi  à  angle  droit  9vec  la  normale  à  la  aphâre 
en  Bj;  dés  lors,  si  l'on  calcule  da,  comme  nous  avons  calculé  (tô, 
en  général ,  il  vient  : 

(fc,  =  —  cog  (fi  H- 1)  (fr; 

d'où ,  en  développant,  puis  remplaçant  eos  fu/<  et  sin  fide  f>ar  leurs 
valeurs  déjà  calculées  : 

du=s  —  eosi{da  +  dii]  -t-  sin  î  de .  sin  a. 

Cette  équation,  jointe  à  celle  de  la  normalie,  détermine  toutes  les 
géodésiques.  Si  l'on  veut  trouver  les  géodésiques  des  surfaces 
de  révolution,  on  doit  Taire 

(tt  =  d,  =  0. 
Alors,  en  éliminant  det  entre  les  deux  équations,  on  trouve 


puis 

r.sinasîni^e. 

On  peut  déterminer  une  courbe,  sur  l'enveloppe  de  sphères,  par 
la  considération  de  sa  transformée,  lorsqu'on  développe,  sur  un 
plan,  la  développable  qui  contient  l'arête  de  rebroussement.  dn  est 
l'angle  de  contingence  de  l'aréle  de  rebroussement  de  cette  déve- 
loppable; il  en  résulte  que  (da  +  dri)  est  la  somme  de  l'angle  de 
contingence  dp,  du  cercle  de  courbure  (B),  et  de  l'angle  de  cou* 
lingence  dy  de  la  trajectoire  orthogonale. 
D'un  autre  c6té  : 

dysin*»  . 

sin  I  a*  sm  «  = ■ 

cost 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  de  la  géodésique,  on  a 
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Telle  est  la  forme  simple  à  laquelle  on  peut  réduire  TèquaiioD 
des  géodésiques. 

Dans  ce  dernier  chapitre,  nous  étudierons  les  enveloppes  de 
sphères  y  dans  le  but  d*établir  certaines  fonctions  constantes, 
quelle  que  soit  la  forme  de  la  ligne  des  centres  (A),  comme  nous 
Tavons  fait^dans  la  première  partie,  pour  les  enveloppes  decereles. 

La  propriété  énoncée  au  chapitre  II  des  enveloppes  de  eerdes, 
peut  évidjemment  s*appliquer  dans  Fespace.  Ainsi  : 

Quelle  que  soit  la  déformation  de  (A),  la  trace  du  plan  de  k 
œnique,  lieu  des  centres  de  courbure  relatifs  au  cercle  (B),  sw  k 
plan  osculateur  en  A,  à  (A),  rencontre  la  tangente  en  A,  à  (A),  en 
un  point  fixe. 

Elle  rencontre  la  perpendiculaire  élevée  au  centre  de  courbure, 
sur  la  normale  en  k,  à  (A),  en  un  point  dont  la  distance  à  ceiU 
normale  est  constante. 

Passons  maintenant  aux  intégrales,  en  commençant  par  Tarète 
de  rebroussement.  Nous  avons  trouvé  : 

(R)  -♦-  (R')       p  .  .  .    .  j  T 

— '^^J  r[co8tsina.a0  -4-  smt.ek], 

quantité  qui  ne  contient  pas  dn\  donc  Ton  peut  faire  varier, 
comme  on  vent,  la  seconde  courbure  de  (A). 

Si  Von  déforme  la  développable ,  lieu  des  tangentes  à  (A),  par 
des  rotations  autour  des  génératrices;  la  somme  des  arcs  corres' 
pondants,  de  l'arête  de  rebroussement,  reste  constante. 

Pour  que  cette  somme  soit  nulle,  on  doit  avoir  : 

costsin«rfo  -f-  sinickesO, 
d(r8in  i)  —  r  cosa  de  cos  i  as  0 ; 

ce  qui  donne,  en  éliminant  dB  cost  : 

rsint .  cosa .  da  -^  d(rsin%)  8in«  ss  0, 
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ou 

rsini.sinassak: 

on  en  conclut 

-: — ■=  —  d9eoii. 
sma 

Par  conséquent,  l*aréte  de  rebroussement  est  aussi  ligne  de  cour« 
bure.  Réciproquement,  si  Ton  cherche  dans  quelles  conditions 
Tarëte  de  rebroussement  est  ligne  de  courbure,  on  trouve 

rsint .  sinassft; 

mais  il  faut,  pour  cela ,  que  la  ligne  des  centres  soit  plane.  Les 
sphères  enveloppées  passent  alors  par  deux  points  fixes. 

On  peut  former  une  infinité  d^enveloppes  de  sphères  pour 
lesquelles  (R)  =  (R').  On  prend  une  courbe,  et  sur  chaque  tair* 
gente,  è  partir  du  point  de  contact,  on  porte  une  longueur  ccm- 
stante  k  :  les  courbes,  lieu  des  extrémités  de  ces  segments,  sont 
des  enveloppes  de  cercles;  d'où  Ton  déduit  une  enveloppe  de 
sphères,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  chapitre  III. 

Pour  que  Ton  ait  : 

(R')^(R)«0, 

il  suffit  que  a  soit  nul;  alors  Fenveloppe  de  sphères  se  réduit  à  son 
arête  de  rebroussement,  dont  les  deux  branches  coïncident  :  les 
sphères  sont  osculatrices  de  Tarète;  et,  si  Ton  déforme  (A),  en 
faisant  varier  simplement  sa  seconde  courbure,  les  sphères  sont 
toujours  osculatrices  de  leur  arête.  En  particulier,  si  Ton  rend 
plane  la  ligne  (A) , 

(R')-(R)«0, 

en  même  temps;  donc  Parète  se  réduit  à  un  point;  chose  facile  à 
voir  par  la  théorie  des  développées. 
La  formule 

(R')  -  (R)      /•,... 


n 
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montre  que,  pour  toute  valeur  de  dO,  le  premier  membre  reste 
constant  ;  donc  : 

Si  Fon  déforme  la  ligne  des  centres  (A) ,  sans  faire  varier  lo 
seconde  courbure,  la  différence  de  deux  arcs  correspondanUf  de 
Varéte  de  rebroussemenî,  est  constante. 

Comme  corollaire  de  ravant-derniëre  proposition,  on  peut 
établir  un  théorème  dû  à  M.  Mannheim  (Journal  de  FÊcokfstf' 
technique,  U  XXIII).  Si  les  sphères  ayant  leurs  centres  sur  (A), 
passent  par  un  même  point  de  Tespaee;  le  lieu  des  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées,  de  ce  point,  sur  les  plans  oscillateurs 
à  (A),  est  homothétique  de  la  seconde  branche,  par  rapport  au 
point  enveloppe  des  sphères.  Si  Ton  désigne  par  (P)  la  longueur 
de  Tare, 

d*ailleurs,  (R)  est  nul.  Si  Ton  déforme  la  développable,  lieu  des 
tangentes  à  (A),  jusqu'à  la  rendre  plane,  les  deux  branches  de 
Tarète  deviennent  égales  a  la  courbe  (P).  Ainsi  : 

L'arc  de  la  courbe  podaire  cf  iin  point  0 ,  par  rapport  à  «ae 
développable,  est  égal  à  la  courbe  trajectoire  du  point  0,  entreim 
dans  le  roulement  de  la  développable  sur  un  plan. 

Passons  maintenant  aux  aires  et  aux  volumes. 

Il  est  facile  de  voir  que  Taire  comprise  entre  deux  cercles  de 
courbure  consécutifs  est  indépendante  de  la  torsion  de  (A); 
car,  si  celle-ci  varie,  le  second  cercle  ne  fait  que  tourner  sur 
soi-même  ;  donc  : 

Uaire  d'une  enveloppe  de  sphères ,  limitée  à  deux  cercfct  (fe 
courbure,  reste  constante,  quelle  que  soit  la  variation  de  la  seœnii 
courbure  de  (A). 

Cette  aire  est  constante,  aussi ,  quelle  que  soit  la  variation  de 
la  première  courbure  de  (A)  :  pour  simplifier  la  démonstratioo, 
nous  supposerons  (A)  plane;  ce  qui  est  permis,  diaprés  h  pro- 
position précédente. 


Le  premier  théorème  du  chapitre  V  des  enveloppes  de  cercles 
peut  s*énoncer  ainsi  :  Faire  comprise  entre  deux  arcs  correspon- 
dants d^une  enveloppe  de  cercles  et  les  cordes  de  contact  qui 
limitent  ces  arcs,  reste  constante,  quelle  que  soit  la  déformation 
de  la  ligne  des  centres. 

Menons  deux  plans  parallèles  au  plan  de  la  ligne  des  centres , 
(A),  à  des  distances  A  et  A-i-  dA  de  ce  plan  :  ils  vont  couper 
Kenveloppe  de  sphères  suivant  des  enveloppes  de  cercles  qui  se 
projettent,  en  vraie  grandeur,  sur  le  plan  de  (A);  elles  se  dé- 
duisent de  Tenveloppe  des  cercles ,  sections  des  sphères,  par  le 
plan  de  (A) ,  au  moyen  des  relations  : 

r'«  «!•«  — A», 

r"»  =  r«  — (A^dA)«. 

Dés  lors,  les  arcs  correspondants  des  trois  enveloppes  sont  limités, 
en  projection,  aux  mêmes  cordes  de  contact  ;  et  la  somme  des 
aires  comprises  entre  deux  cordés  de  contact,  infiniment  voisines, 
et  les  deux  enveloppes,  aussi  infiniment  voisines,  est  constante, 
quelle  que  soit  la  déformation  de  (A). 

Les  deux  éléments  de  la  surface,  dont  ces  rectangles  curvilignes 
sont  les  projections,  ont  des  plans  tangents  également  inclinés  sur 
le  plan  de  (A);  Tangle  de  ces  plans,  avec  le  plan  de  (A),  reste 
invariable,  quelle  que  soit  la  déformation  de  cette  dernière  courbe; 
donc,  la  somme  des  éléments  de  la  surface  enveloppe,  compris 
entre  les  deux  plans  considérés,  et  deux  cercles  de  courbure 
infiniment  voisins,  est  constante ,  quelle  que  soit  la  déformation 
de  (A).  Comme  on  peut  ainsi  grouper  tous  les  éléments  compris 
entre  les  deux  cercles  : 

Uaire  de  la  surface  enveloppe  de  sphères,  limitée  à  deux  cercles 
de  courbure,  reste  invariable,  quelle  que  soit  la  déformation  de  la 
ligne  des  centres  (A). 

Si  Ion  multiplie  par  dr  l'expression  de  cette  aire,  et  que  Ion 
înlègre  entre  r  et  zéro,  on  aura  le  volume  compris  entre  les  deux 
cônes  de  révolution  ayant  pour  base  les  deux  cercles  de  courbure 
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limites  et  la  surface:  cette  intégrale  est  constante,  quelle  que  soit 
la  forme  de  (A)  ;  en  ajoutant  le  volume  d'un  cône  et  retrancbaDi 
celui  d'un  antre ,  on  peut  dire  que  : 

Le  volume  compris  entre  la  mrface  et  les  plans  des  deux  Ugnn 
de  courbure^  reste  constant,  quelle  que  soit  la  déformation  de  (A). 

Nous  terminons  ici  la  seconde  partie  du  Mémoire,  qu  il  eût  été 
facile  d  étendre  considérablement.  L'examen  des  propriétés  des 
enveloppes  de  sphères,  ayant  leurs  centres  sur  une  surface,  con- 
duit à  des  résultats  dont  ceux  qu'il  serait  loisible  d'écrire  dans 
ce  chapitre  II  seraient  des  conséquences  immédiates.  Nous  appe- 
lons encore  une  fois  l'attention  sur  les  Normalies  et  la  manière 
dont  on  a  établi  leur  équation.  La  considération  de  ces  surfaces 
permet  de  résoudre  un  assez  grand  nombre  de  questions;  tout 
au  moins  elle  permet  d'écrire  immédiatement  l'équation  d'un 
problème,  sans  axes  de  coordonnées,  et  au  moyen  d'éléments 
géométriques  strictement  nécessaires. 


SUR  LE  NOMBRE  DBS  SPHÈRES 
QUI  TOUCHEHT  QUATRE  PLANS  DONNÉS  s 

par  M.  Nedbbbg. 


Dans  un  article  inséré  aux  Nouvelles  Annales  deMathématiques^ 
t.  IX,  p.  352  (*),  M.  Catalan  a  soumis,  à  un  examen  minutieux, 
la  question  du  nombre  de  sphères  qui  peuvent  toucher  les  faces 
(indéfinies)  d'un  tétraèdre.  L'analyse  de  notre  honorable  Collègue 


(*)  Cet  article  est  reproduit  dans  le  Traité  élémentaire  de  Géùmêtrie 
dcscriptioc,  I'"  partie,  p.  65. 
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est  susceptible  d'une  simplification  assez  importante  et  d*uncom* 
pléroent  remarquable. 

Récemment,  M.  Hermary  a  publié  (*)  une  nouvelle  solution, 
fort  intéressante,  du  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre 
plans  donnés.  Il  Ta  fait  suivre  d'une  discussion  qui  présente  des 
inexactitudes  (**),  et  dont  les  résultats,  au  premier  abord, 
paraissent  différer  des  conclusions  auxquelles  était  parvenu 
M.  Catalan  (***). 


O  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VII,  p.  138.  Voir 
aussi  la  N.  C.  M.,  U  V,  p.  lOG. 

(")  M.  Hermary  démontre  qu*il  peat  exister  huit  sphères;  mais  il  ne  dit 
point  qoe  ee  nombre,  dans  certains  cas,  subît  une  diminution. 

{***}  Pour  que  Ton  puisse  inscrire  une  sphère  au  comble  AB,  il  faut,  d'après 
M.  Hermary,  que  la  somme  des  angles  pfans  qui  composent  les  trièdres  A  et  B 
du  tétraèdre  ÂBGD,  surpasse  quatre  droits  ;  M.  Catalan  trouve  que  la  somme 
des  aires  des  faces  comprenant  le  dièdre  AB  doit  surpasser  la  somme  des 
aires  des  deux  autres  faces. 

La  comparaison  des  résultats  obtenus  par  ces  deux  Géomètres  conduit  à 
ce  théorème,  qui  est  peut-être  nouveau  : 

Si,  dans  un  tétraèdre  ABCD,  on  a,  entre  les  aires  des  faces,  la  relation 

AGE  +  ADB  =  CAD  -h  CED, 

la  somme  des  angles  plans ,  adjacents  aux  sommets  A ,  B ,  égale  quatre  droits  ; 
et  réciproquement, 

M.  Catalan  nous  a  fait  remarquer  l'énoncé  suivant  de  la  même  proposition: 

Si,  dans  un  quadrilatère  gauche  ABCD ,  la  somme  de  deux  angles  opposés 
est  égale  à  la  somme  des  deux  autres,  la  somme  des  aires  ABC>  ADG  est 
équivalente  à  la  somme  des  aires  BAD ,  BCD. 

Si  Ton  rabat  les  triangles  ADC  et  BCD,  respectivement,  autour  de  AC  et 
BD,  sur  les  plans  ABC  et  BAD,  on  peut  considérer  la  proposition  comme  un 
corollaire  de  la  suivante  : 

Le  carré  de  l'aire  d'un  quadrilatère  est  égal  au  carré  de  Vaire  du  quadrilatère 
inscriptible  qui  a  les  mêmes  côtés,  moins  le  produit  des  quatre  côtés,  multiplié 
par  le  carré  du  cosinus  de  la  detni^somme  de  deux  angles  opposés. 

Celle-ci  résulte,  très-simplement,  d'un  calcul  indiqué  par  M.  Gerono 
(Nouvelles  Annales,  t.  XX,  p.  590). 
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Ces  circonstances  nous  ont  engagé  à  publier  la  présente  Note 

1.  Soient  ABCD  un  tétraèdre  quelconque;  V  'son  volume; 
^9  ^9  ff  ^  1^8  sires  des  faces;  p^,  p^,  py,  p^  les  distances  de 
celles-ci  au  point  quelconque  I  (*)•  Il  s*agit  de  déterminer  tous 
les  points  pour  lesquels 

Pour  tout  point  intérieur  au  tétraèdre , 

On  en  conclut  qu'il  existe  une  sphère  inscrite  ^  ayant  pour 

Lorsque  I  est  situé  à  Tintérieur  du  tronc  indéfini  qui  a  poor 
base  ABC  (**), 

V  =  i{a^^  -^  Pp/i  -*-  rpy  —  *pa). 

L*hypolhèsc  (1)  donne 

3V 

pjt  = 


valeur  flnie  et  positive.  De  là,  on  déduit  qu'i7  existe  quatre  ipkèra 
inscrites  aux  troncs  indéfinis  qui  dérivent  du  tétraèdre^ 

Les  prolongements  des  faces  déterminent  six  com&fes  indèfims: 
le  comble  AB,  par  exemple,  a  pour  faite  AB  et  pour  arêtes  laté- 
rales les  prolongements  des  droites  CA,  DA,  CB,  DC.  SU  existe 
des  sphères  inscrites  aux  combles  AB  et  CD,  leurs  rayons  oot 
pour  valeurs ,  respectivement  : 

5V  5V 


(')  Pour  plus  de  clarté,  nous  commençons  notre  travail  par  la  discussloo 
des  valeurs  des  rayons  des  sphères.  Cette  discussion  a  été  égalemeRt  feHe, 
par  M.  Catalan,  dans  les  NouveUei  Annaks  de  MathématifMes,  t.  VI,  p.  )$?• 
Nous  en  donnons  on  complément  au  n*  2. 

(*')  Nous  appelons  ainsi  la  figure  qui  dérive,  du  trièdre  indéfini  DABC, 
par  la  suppression  du  tétraèdre. 
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Ces  expressions  sont,  Tune  positive  et  Fautre  négative ,  ou 
toutes  deux  infinies.  Done,  si  l'on  peut  inscrire  une  sphère  à  un 
comble,  il  n'est  pas  possible  d'en  inscrire  une  au  comble  opposé. 

D'après  cela  :  les  sphères  de  la  troisième  espèce  sonl  au  nombre 
de  trois ,  si  Von  a 

Elles  se  réduisent  à  deux,  si  l'une  de  ces  inégalités  se  change  en 
égalité.  . 

Il  n^y  en  a  plus  qu'une  seule,  si,  par  exemple, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 

«=.<r,    p  =  r •    •    (2) 

Enfin,  si  les  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  équivalentes j  les 
sphères  inscrites  aux  combles  disparaissent  toutes  les  trois. 

%.  Reprenons  les  hypothèses  (3).  Soient  :  AA\  00'  les  per- 
pendiculaires abaissées  de  A  et  D  sur  BG  ;  BB',  GC  les  perpen- 
diculaires abaissées  de  B  et  G  sur  AD;  E,  F  les  pieds  de  la  per- 
pendiculaire commune  &  BG  et  AD.  A  cause  de 

AA'  =  DD',     BB'  =  ce, 
on  a 

FA  =  FD,    EA'  =  ED',    EB=*EC,    Ffi'  =  FC'; 

et,  par  suite, 

AB«=GD,    AG  =  DB. 

Donc  :  si  les  faces  d'un  tétraèdre  sofit  équivalentes  deux  à  deux, 
il  existe  deux  couples  d'arêtes  opposées  égales;  et  les  faces  équiva^ 
lentes  sont  même  superposables.  Dans  un  tel  tétraèdre,  l'une  des 
médianes  (*)  est  perpendiculaire  aux  deux  autres  et  aux  arêtes 

(*)  Droites  anissant  les  milieux  dés  arêtes  opposées. 
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sur  lesquelles  elle  s'appuie.  Les  sphères  inscrites  inuc  trûnes  indé- 
finis sont  égales  deux  à  deux. 

Il  est  facile  de  voir  que  :  si  les  quatre  faces  d'un  tétraUn 
sont  équivalentes,  les  arêtes  opposées  sont  égales  (**)  ;  les  mUiam 
sont  perpendiculaires  deux  à  deux,  et  coïncident  avec  les  pbu 
courtes  distances  des  arêtes  opposées.  Les  sphères  ex-inscrites  sont 
égales  entre  elles,  et  leur  rayon  est  double  de  cehn  de  la  sjJièn 
inscrite. 

S.  Les  conclusions  auxquelles  nous  sommes  parvenus,  reia- 
livement  au  nombre  des  sphères  qui  touchent  quatre  plans, 
peuvent  être  vériGées  au  moyen  de  la  construction  qui  sert 
ordinairement  à  trouver  les  centres  de  ces  sphères. 

Soient  P,  Q,  R  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  intérieurs  AB, 
BC,  CA  du  tétraèdre  DABC;  P',  Q',  R'  les  plans  bissecteurs 
des  dièdres  adjacents.  Il  y  aura  autant  de  sphères,  touchant  les 
quatre  faces,  que  de  points  déterminés  par  les  combinaisons  sui- 
vantes des  plans  bissecteurs  : 

P,  Q,  R;    K  Q',  R; 
P,  Q,  R';    P.  Q',  R;    P',  Q.  R; 
P'.  Q',  R;    P',  Q,  R;    P,  Q',  R. 

On  démontre,  sans  peine,  que  les  cinq  premières  combinai- 
sons correspondent  è  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre,  et  aux 
sphères  inscrites  aux  troncs  indéfinis. 

Les  trois  deraières  combinaisons  correspondent  à  des  sphères 
inscrites  aux  combles  :  celles-ci  peuvent,  en  tout  ou  en  partie,  ne 
pas  exister  (**). 

Soient  :  I,  F  les  points  (P,  Q,  R),  (P',  Q',  R');  r,  r'  te 
rayons  des  sphères  qu'ils  déterminent;  M,  N  les  points  où  les 


(*)  Un  tel  tétraèdre  a  reçu  le  nom  de  tétraèdre  éqmfadtU.  Voir  S.  C.  Mu 
t.  II,  p.  143. 
(**)  Traité  élémentaire  . . . ,  p.  68. 


J 


—  13  —  X, 

droites  Dir,  BG  rencontrent ,  respectivement,  les  plans  ABC, 
lAI'.  Pour  que  la  combinaison  (P',  Q,  R')  ne  donne  pas  de 
sphère,  la  droite  AI',  intersection  de  P'  et  R',  doit  être  parallèle 
au  plan  Q;  ou,  ce  qui  est  équivalent,  parallèle  à  la  droite  IN.  Par 
suite,  on  devrait  avoir 

m      NM 

(5) 

Or 


IM   AM 

IM   r 

»  +  P 

-t-  r  —  i 

l'M   r' 

»  +  p 

» 

+  y  ■*•  i 

NM 

NBM 

MCM 

NBM  ■*■  NCM 

AM 

ABM 

ACM 

ABM  +  ACM  ' 

ABM 

■  ! 

ACM 

BCM 

y  P  a 

Par  conséquent,  la  proportion  (3)  revient  h 

a  -h  p  -^  y  —  J  « 

En  faisant  la  somme  et  la  différence  des  termes  de  chaque 
rapport,  on  trouve 

Donc,  quand  la  somme  des  aires  de  deux  des  faces  est  égale  à 
la  somme  des  aires  des  deux  autres  faces,  une  des  sphères  de  la 
troisième  espèce  disparait.  Le  reste  de  la  discussion  se  fait  comme 
ci-dessus. 

Supposons  P  +  7  ^  a  +  d.  La  droite  AL'  rencontre  IN  en  un 
point,  situé  sur  le  prolongement  de  IN  ou  sur  celui  de  NI,  sui- 
vant que  Ton  a 

'"èS-   • (•) 


IM  ^  AM 

L^inégalité  (4)  revient  à 


L ^    i 


<-^!:^.:.>^ 


«-t-p-+-y-f-^^  P 


/ 


On  conclut,  de  1^,  que  la  combinaison  (P',  Q,  R'}  correspond 
i  une  sphère  inscrite  au  comble  BC  ou  6  son  opposé  AD,  savmA 
que  l'on  a^ -t- y^ct-t-3. 

4.  Considérons  l'une  quelconque  des  sphères  qui  toiK^eotles 
quatre  laces  du  tétnèdre 
DABC.  Si  l'on  nbM  kt 
(rois  laces  DAB,  DBC, 
DCA,  sur  te  plan  ABC. 
de  manière  i  «mier  b 
tpbère,  les  quatre  poiou 
de  coDiaa  coineideroiit, 
et  seront  à  égale  distaooe 
des  trois  rabattemeols 
^•J  du  sommet  D. 

De  ces  considùilions, 

on  déduit  la  solutiin  su»- 

vante,  du  pn^lème  de 

la  sphère  inscrite  on  a- 

inscrite  û  un  léiraédre  donné  par  les  longueurs  des  arêtes  : 

Aprèt  avoir  amslruil  un  triangle  ABC,  égal  à  l'une  des  foctt; 
des  troii  $ommeU,  comme  centre»,  otwc  dee  rayant  retpecHvtmtiit 
égaux  aux  aré(e«  DA,  DB,DC,  decn'Mz  trois  àrconfératcué 
cercle.  Soient  (D, ,  D',),  (D, ,  D',),  (Dj ,  D',)  /en  inteneetioiu  in 
circonférences  Bef  C,  C  et  A,  A  et  B.  LespoinU  de  contaeldtk 
face  ABC ,  avec  les  sphères  cherchées,  seront  les  centres  des  âr- 
conférences  passant  par  kt  points 

D,,  Di,  D,;  d;,  o;,  d;; 

D,,  D,,  d;;     d,,  d;,  d.;     Dô  D„  d.; 

d;,  d;,  D,;  d;,  D.,  d;;  d„  d;,  DtO'> 


(')  Nous  ne  nous  arrftcroDS  pat  ii  la  conslnictlon  du  nfons,  ligidle 
n'offre  pas  de  diffieiilié. 
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Les  cinq  premières  combinaisons  déterminent  la  sphère  inscrite 
au  tétraèdre  et  les  sphères  inscrites  aux  troncs  indéfinis;  ces 
sphères  existent  toujours,  parce  que  les  trois  points  d'une  com- 
binaison ne  sont  pas  en  ligne  droite. 

Les  trois  dernières  combinaisons  correspondent  aux  sphères 
de  la  troisième  espèce.  Examinons  particulièrement  le  système 
des  points  D'^  y  li\  j  D3.  Si  ces  points  ne  sont  pas  en  ligne  droite, 
ils  déterminent  une  sphère,  inscrite  au  comble  AB  ou  à  son 
opposé  CD  (*) ,  suivant  que  Dj  et  AB  sont  ou  ne  sont  pas  du 
même  côté  de  D'iiy^;  du,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  que 
la  somme  des  angles  D'sDjD's,  D'iDsD'j  est  supérieure  ou 
inférieure  à  deux  droits.  En  comparant  ces  angles  à  ceux  qui, 
aux  centres  des  circonférences  A  et  B ,  interceptent  les  mêmes 
arcs ,  on  arrive  à  la  conclusion  suivante  : 

On  peut  inêcrire  une  sphère  au  comble  AB  ou  à  son  opposé  CD, 
suivant  que  la  somme  des  angles  plans  qui  composent  les  trièdres  A 
et  B  du  tétraèdre,  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  quatre  droits. 

Les  points  D'^ ,  D'^,  Dj  peuvent  être  en  ligne  droite;  alors  il 
n*existe  pas  de  sphère  inscrite  à  Tun  des  combles  AB,  CD. 
D'après  ce  qui  précède,  une  sphère  de  la  troisième  espèce  dispa- 
raît, lorsque  la  somme  des  angles  plans  qui  composent  deux 
trièdres  du  tétraèdre  égale  quatre  droits  (**).  Dans  ce  cas,  les 
angles  D'sD'^Dg  et  D'sD'^D,  étant  égaux  à  D'jAB  et  D'sBA, 
le  triangle  D'^D'^D'i  est  semblable  à  D'jAB. 

Supposons  D3  sur  la  droite  D'^D'i ,  et  D^  sur  D  ^D'^  :  deux 
sphères  de  la  troisième  espèce  disparaîtront.  Le  triangle  D'iD'^D' s 
sera ,  à  la  fois ,  semblable  à  BAD'5  et  à  CAD',  ;  il  en  résulte  : 

AC=:BD,âDsBD. 

Ainsi,  quand  les  arêtes  opposées  sont  égales  deux  à  deux,  il  n*y 
a  plus  qu^une  sphère  de  la  troisième  espèce. 


C)  Deux  combles  opposés  donnent  lien  aux  mêmes  rabattements  des 
faees  « ,  p ,  7^  sur  le  plan  de  i. 

{**)  Voir  la  troisième  Note  de  la  page  9. 


—  «6  — 

Enfin,  ii  chaque  arête  est  égale  à  son  opposée,  ks  iphim 
imcriles  aux  combles  disparaissent  toutes  les  trois.  L  epare 
éprouve  les  modifiealions  suivantes  :  le  triangle  D'^D'^D'^apoor 
eôtés  les  doubles  des  arêtes  du  tétraèdre;  les  points  A,  BX  sont  les 
milieux  des  côtés;  Df^D^,  D^  sont  les  pieds  des  hauteurs  de  ce 
triangle  ;  les  points  de  contact  du  plan  ABC/avec  les  cinq  sphères 
tangentes  aux  faces  du  tétraèdre,  sont:,  le  centre  du  cercle  des 
neuf  points  de  D'^D'iD'^;  le  centre  du  cercle  circonscrit;  et  b 
milieux  des  distances  des  sommets  au  point  de  concours  des  Imu- 
teurs.  On  conclut,  de  là,  ce  théorème  presque  évident  : 

Dans  tout  tétraèdre  équi facial,  le  centre  de  gravité  e$t,  en 
même  temps,  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  et  celui  de  fc 
sphère  inscrite;  celle-ci  touche  les  faces  aux  centres  deseerdtt 
circonscrits. 

ft.  Pour  terminer  cette  Note ,  il  nous  reste  à  démonU'er  Téqui- 
valence  des  deux  résultats  obtenus  aux  n~  1  et  4  :  Une  cbs 
sphères  de  la  troisième  espèce  disparaît,  lorsque  les  points  D^ 
D3,  D'i  sont  m  ligne  droite  (Hermary),  ou  que  la  somme  da 
aires  des  faces  ABC,  ABD  est  égale  à  la  somme  des  aires  éa 
faces  BCD,  AGD  (Catalan). 

Il  résulte,  des  principes  sur  les  rabattements,  que  le  sommet  D 
se  projette,  sur  le  plan  ABC,  au  point  d'intersection  H  dos 
droites  D|D'| ,  D^D'^,  DjD'j  (*).  Désignons  par  a,  (3,  y,  d  les  aires 
des  faces  du  tétraèdre  ;  par  a',  P',/  les  aires  des  triangles  ACH, 
BCH,  ABH;  par  h  la  hauteur  DH.  Il  est  visible  que 

/••=»KD;'— KH*=HD;.HD,  =  HD;.HD,«Hni.HD8.    .   (3) 


(*)  De  là,  une  démonstration  de  ce  théorème  de  Géométrie  plane  :  Qm*' 
trois  eireonférenceâ  se  coupent  deux  à  deux,  les  cordes  communes  passent  f^ 
un  même  point.  On  peut  aussi  observer  que  le  carré  de  la  hauteur  DH  est  f^ 
et  de  signe  contraire  à  la  puissance  du  centre  radical,  par  rapport  aur  troi^ 
circonférences. 


—  n  — 

•  •  •  •  « 

La  condition  que  Dj  se  trouve  sur  là  droite  D'iD's,  peut  s*ex- 
primer  par  cette  relation  entre  des  aires  : 

HDiK-HD,D;  — HD.D;  =  0 (6) 

Les  triangles  HD^iD',!  CAB,  ayant  deux  angles  supplémen- 
taires 9  on  a 

•^         CA.CB   ' 


oUj  en  faisant  intervenir  les  égalités  (5)  : 

hd;d;  =» 

*  '      CA.HDtX  GB.HDi 
Mais 


par  conséquent 


«■"i-^-ii^^^- <" 


De  même  : 


<rA 


4 


Au  moyen  des  égalités  (7),  (8),  (9),  la  relation  (6)  se  ra- 
mène & 

r  -i-  r'—  (p  -  P')  — («  -  a')  =  0, 
ou 

attendu  que 

oc'  ^-  p'  ^  y'  B»  ,y, 


1 


VI. 


DéttUHUtralion  d'un  thiorime  énoncé  ci-d9Stui  (*)■ 
De 

XC*-=o*-t-  6*— Sa6caaBs=c*+(f —  ScdcuD, 
on  lire 

SobeosB  — McosD 
„a«  +  6»-c'-(P.     (Il 
Si  S  est  la  somme  dei  triui- 
gles  ABC,ADC,oiiaautfi 
âa6»DB-i-ScdBiQD  — 4S.  {% 

FaisoDB  la  somme  des  artis 
de  (i)  el  (2)  : 

4(a*6'  +«*({*)  —  8abcffcOB{B  +  D)  =  Q*  -i-  IGS; 
Q  désignant  a*  -»-  6'  —  c*  —  d*.  Donc 

16S'  =  4{oV+ <;•((•)  — Q»  —  8o6cdco3{B  +  D).  .    .  (î) 
Le  maumum  de  Sa  lieu,  lorsque  coa(B  4- D)»  —  !,  ou 
B+D  — 7t.  Soit  S' ce  maximum,  qui  correspond  au  quadrilii^ 
inscriplible  formé  avec  a,  b,  c,  d;  nous  aurons 

l6S"-4(a'f+e»iO-Q*  +  8«6fd (*) 

Retranchons  (3)  de  (4)  : 


NoTB  DU  Rédacteur.  On  lir,  dans  le  Bulletin  de'la  Socitlé 
mathématique  (p.  139)  : 

*  Ily  a  toujourt  huit  sobiliotis  ■  ; 
puis,  un  peu  plus  loin  : 

■  5t  cette  condition  n'est  pas  satisfaite  (sic),  ion  analogiu  Ptti 
forcément  pour  le  côté  AD,  et  la  sphère  se  trouve  dans  le  owiNf 
dont  ce  côté  est  le  faite,  etc.  > 

Ces  inexactitudes,  que  j'ai  signalées  aussitôt  après  avoir  lu  li 
communication  de  M.  Hermary,  exigeaient  une  rectificaiioa: 
M.  Neuberg  a  bien  votilu  se  charger  de  la  Taire, 

O  Page  9. 
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PROPRIÉTÉ  DU  TRIARGLE; 


par  H.  H.  BaoCAliD. 
{Suik,  toir  1. 111,  pp.  65, 106, 187;  t.  IV,  p.  Ui,  et  t  ¥,  pp.  SM,  84S,  I9i,  4t8.) 


On  a  obtenu,  aux  §§  XX  et  XXI ,  les  équations  : 

D  = (44) 

sinaKi  — 48in'a 

sin(29  +  a)  =  2sin<x (15) 

On  en  déduit 

2<r  4<r 


sin  (29  -I-  a)cos  (29  -t-  a)      sin  (49  4-  3a)  ' 


relation  nouvelle  entre  D,  d,  9  et  0e. 
L'équation  (14)  donne 


sin'a  = »     cos*«  =  —^ ; 

8  8 

en  posant,  pour  abréger,  fn^=^j^. 

a  étant  toujours  réel,  1  —  16t/»^  est  positif.  Le  maximum  de  i 
est  donc  ^,  ou  la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Alors  49  +  2a  =  90'';  et,  comme  2a  est  au  plus  égal  à  60% 
le  maximum  de  9  est^. 

ILILXV. 

Si  Ton  joint  les  sommets  du  triangle  ABC,  aux  points  segmen- 
taires  0,  C,  on  détermine,  sur  les  côtés,  les  sommets  de  deux 


autres  irianglesTt— >D£F,T|<=I>'E'F',  homologiques  avcck 
premier. 

Ces  triangles  ne  sont 
généralement,  niégani, 
ni  semblables;  mais  ils 
sont  équivalents. 

En  effet,  pour  le  tri- 
angle T),  eorrespon» 
dant  au  point  0,  l'oo  i 


ftsiii(C  — g) 
"'sin(BVa}  ' 

csin(A  —  a) 
"  sin(C  -t-  «)  ' 

asin(B  —  a) 


CFi 


AF  = 


6!a(B-t.«) 

6siD(( 

"8in(C+a)' 

esina 


n(A  +  «)  8in(A  +  «) 

D'ailleurs,  on  a  aussi 

aire  DBF  =  aire  ABC  —  aire  AEF  —  aire  BED  —  aire  CDF. 

Le  rapport  des  triangles  DEF,  ABC  est  donc 

T|      nsiD(A  -Ha)— BinK2ain(A-i-a)8iR(A  —  «) 
t"  nsin(A-^«) 

En  développant,  on  aperçoit  de  nombreuses  simplifications,  qui 
réduisent  cette  expression  à 

T(      2sin*a 


i  -^  cos'd  -t<ScosAeosBcosC 


fonction  symétrique,  indépendante  des  points  0, 0'  ;  ce  qui  éiablti 
.  le  proposition  énoncée. 

Si  le  triangle  donné  est  équilatéral,  le  rapport  des  atm 
est  |;  comme  on  peut  le  vérifier  sur  cette  formule. 


Les  lignes  AD,  AD', ...  dODt  il  vient  d'éire  question,  déter- 
minent les  points  segmentaires  O,  O',  ainsi  que  trois  autres 
points  A',  B',  G', 
sonunets  de  tri- 
angles   isoscëles 
semblables,   dé- 
crits sur  les  c6tés 
du  triangle  ABC 
comme  bases,  et 
ayantméme  angle 
a  &  la  base. 
Si  l'on  construit,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  des  triangles 
isoscèles  semblables,  on  détermine  les  sommets  d'un  triangle 
qui,  en  général ,  n'est  point  semblable  au  premier.  Il  ne  lui  est 
semblable  que  si  l'angle  à  la  base  est  a;  et  il  se  réduit  à  un  seg- 
ment de  droite ,  quand  cet  angle  est  égal  à  f  (§  XXI). 

Dans  le  cas  où  l'angle  est  égal  à  «t,  le  rapport  de  similitude 
des  triangles  A,B|C|,  ABC,  est  Tscile  k  délermioer. 
En  effet,  il  a  pour  expression 

BiC       t/Ag;  -t-  ACÎ  —  8AB,  ■  AC,  ■  cos  (  A—  9U) 


=  sin  a  V^  1  —  4siD'<t 
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on  en  conclut 


B,C|      y/t  — 4si 
a  âcosa 


8in*a 


quantité  constante. 

Le  rapport  des  aires  est  égal  au  carré  du  rapport  de  simili- 
tude; c'est-à-dire,  égal  à 

C0S*(2f  -I-  a) 
^GOs'a 


La  situation  des  points  A',  S',  C  offre  une  particularité  curieuse, 
qui  ne  parait  pas  avoir  été  remarquée. 

Nous  venons  de  voir  que  ces  trois  points  déterminent  un  triangle 
semblable  au  premier. 

La  propriété  que  nous  voulons  maintenant  établir  peut  s'énon- 
cer ainsi  : 

Les  droites  qui,  partant  des  sommets  d'un  triangle,  se  coupent 
aux  points  segmentaires  0,  0^  se  rencontrent  en  trois  autres 
points  situés  sur  une  circonférence  passant  par  les  deux  premiers. 

Ceci  nous  offre  un  exemple  d'une  circonférence  des  cinq  points 
d'un  triangle,  qui  pourra  être  étudiée  comme  Ta  été  déjà  la  cîr- 
conférence  des  neuf  points  (ou  des  n  points)  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  proposition  précédente  est  facile  à  dé- 
montrer. 

Il  suffit  d'établir  que  les  angles  G'OA',  C'B'A',  par  exemple, 
sont  supplémentaires. 

L'angle  G'OA'  ou  AOB  a  pour  valeur 

TT  —  a  —  (B  — "  a)  c»  TT  —  B. 

L'angle  G'O'A'  ou  G'O'G  est,  de  même,  égal  à 

a  -♦-  B  —  a  s3  B. 


(•)  Voir  N,  C,  M.,  1. 1",  pp.  184  ot  188  {Ed.  réf.). 


—  Î3  — 

Ainsi  les  quatre  points  C,  A',  0, 0'  se  trouvent  sur  une  même 
circonférence. 

Quant  à  I*angle  C'B'A^  il  est  égal  à  Tangle  B  du  triangle 
donné,  à  cause  de  la  similitude  établie  au  §  XXV.  L*angle  C'B'A' 
est  donc  le  supplément  de  C'OA'.  Ainsi ,  la  circonférence  G'OA' 
passe  par  le  point  B'.  C.  Q.  F.  D. 


Voici  encore  une  proposition  qui  parait  digne  d'attention. 

Si  Pcn  considère  un  point  M,  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC, 
kê  droites  symétriques  de  AM»  BM»  CM,  par  rapport  aux  bis- 
sectrices du  triangle,  se  rencontrent  en  un  même  point  M'. 

Cette  propriété  établit,  entre  les  points  M,  M',  un  nouveau 
genre  de  réciprocité. 

A  chaque  point  M  du  plan  correspond  un  seul  point  M',  défini 
comme  il  vient  d'être  dit.  ^ 

Les  points  segmentaires  0, 0'  offrent,  précisément,  un  exemple 
de  points  associés  par  couple.  La  proposition  énoncée  explique  et 
motive  la  situation  de  ces  deux  points;  mais  elle  donne  aussi  le 
moyen  d'effectuer  une  transformation  qui  peut  avoir  son  utilité. 

Nous  laisserons  à  nos  lecteurs  le  soin  d'étudier  cette  transfor- 
mation, qui,  appliquée  à  la  ligne  droite  et  à  la  circonférence, 
donne  des  résultats  intéressants. 

(^La  fin  procluiinement.) 


■m 
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APPUCATION  DU  THÉORÈME  DE  ROLLB  A  LA  THÉORIE 

DE  L'OSCULATIOH; 

par  M.  Saltel  ,  Maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  sciences  de  Bonknx. 


Si  Ton  a  une  équation 

/•(*)-o, 

algébrique  ou  transcendante,  contenant  des  paramètres  arbi- 
traires, le  tlicorème  de  RoIIe  montre  que  si,  par  la  variation 
arbitraire,  mais  continue,  de  ces  paramètres,  cette  équation  ae- 
quiert  n  racines  égales,  cette  racine  multiple  vérifie  les  n  éqmr 
tiens  : 

L'objet  de  cette  Note  est  de  montrer  que  ce  théorème  si  connu 
peut  être  pris  pour  base  d*une  théorie  complète  et  fort  simple 
de  Tosculation  des  courbes  planes,  et  de  celles  des  courbes  ei 
des  surfaces. 

Je  me  bornerai  à  développer  cette  méthode  sur  deux  exemples. 


1*  Du  plan  otculateur. 

Concevons  la  courbe  gauche  proposée,  définie  par  les  équa- 
tions : 

l«-Pi(0. (i) 

(G)  U-F.W (8) 

(«-F,(l), (5) 

dans  lesquelles  /  est  un  paramètre  arbitraire. 


{*)  Cette  proposition  n'est  pas  ce  que  Ton  appelle,  ordinairement»  Théo- 
rème d€  RoUe.  (E.  C) 


^  S6  — 

Le  nombre  des  peints  communs  à  cette  courbe  et  au  plan 
P  représenté  par 

ÀX-^BY4-CZ-f-D  =  0.    .    .    .    .    (4) 


esc  évidenmient  égal  au  nombre  des  racines  de  l'équation 

A.F|(0H-R.F,(l)H-C.Fg(0H-D«O.    . 


(8) 


Cette  équation  doit  donc  avoir  (rois  racines  éf[aies  à  /qî  ^o  ^^"^  '^ 
valeur  de  t,  correspondant  au  point  (xq,  j/q^  z^  de  (G),  s*il  arrive 
que  le  plan  P  soit  osculateur,  en  ce  point ,  à  la  courbe;  c*est-à- 
dire  s'il  rencontre  la  courbe  en  trois  points  confondus  avec  celui-ci. 
De  li,  les  (rois  conditions  suivantes  déterminant  A,  B,  C,  D  : 


A.F|(<.) 

A.F;(g 
af;  (M 


BF,(g4-CF,((o)H-D  =  0,  ...  (6) 
BF;(«,)-».CFi(/o)-f-D  =  0,  ...  (7) 
BF;(l.)^CFi(g  =  0; (S) 


conditions  qui  peuvent  s'écrire,  d'après  (1),  (2),  (3)  : 


AXo  -«-  Byo  4-  CZo  4-  D  es  0, 

dfxo 


B§î  +  C^ 
du  du 


0,     .    . 


.      (9) 
.    (10) 


B 


«Pyo      ^  d"ao 


d(l  dii 


%^^PA 


(li) 


Retranchant  (9)  de  (4),  et  éliminant  A,  B,  C  entre  cette  der- 
nière équation  et  les  relations  (1 0),  (i  1),  on  obtient  l'équation  du 
plan  oscuIa(eur  au  point  (pi^^  Hq,  Zq)  ; 


X  — X  Y— y  Z— « 
dx        dy       dz 

dfx       «Py      cP« 


=  0, 


.    («2) 


OÙ  Ton  faiixaxo,  y>syo»  ^"="^0'  <*»%• 
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On  écrit  souvent  cette  équation  sous  la  forme 

(X-.x)J^-(Y  — y).m-4-(Z  — ar).it  =  0,  .    .    (15) 

en  désignant  par  / ,  m ,  n  les  quantités 

dy  JPz      dz  dS/      dz  dfx      dx  dfz      dx  (Ty      dy  iTx 
d«5?""dFd?*     *rf?""5rd?*     Ârf?"dtd?* 

* 

(Voir  le  Coùn  d'Analyu  de  M.  Catalan  (*)>  p.  5S4.) 


Nota.  Avant  de  passer  au  second  exemple,  nous  devons  rap- 
peler certaines  identités  dont  nous  ferons  usage. 
Les  deux  premières  sont  : 


dt\d$} 


dfxd»      dxéPê 
'dfTt~Ttd? 


i-J-  ©•-  iW-  ( 


dzV 

di r 


Celle-ci  donne 


5? 


dx  iPx 


dydFy 
dt  de 


dztPz 
di^ 


dt 
dt 


Substituant  cette  valeur  dans  (14),  on  a 


(«*) 


.    (151 


.    (««) 


£/dx\ 
dlUsl 


de  \dt) 


dx  rdx  dfx     dy  ^y 

'iûididë'^'diW 


(!)• 


(«î) 


(*)  Nous  ne  pensons  pas  qu'il  ait  été  composé,  pour  les  élères  sortant  des 
classes  de  Mathématiques  spéciales  de  France,  un  Traité  plus  facile  à  lire. 
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ou  y  après  réductions , 


dz         dy 
dt 


£  /rfx  \  _        dt 
dt  \dêl  *"         /db.\' 


(18) 


De  même  : 


dx       .  dz 


dy  dx 

d   dz  \         dt  dt  ,^, 

-dry— T^y- <^> 


2^  Du  cercle  osculaieur. 

Considérons  toujours  la  courbe  (G),  définie  dans  le  paragraphe 
précéilent,  et  le  cercle  G'  représenté  par 

(X-a)«  +  (Y-p)«-*.(Z-.r)«-R«  .     .    .    (2t) 
A(X  — a)  +  B(Y  — p)-i-ClZ  — r)  =  0.     .    .     (22) 

Pour  que  les  courbes  (G),  (6')  se  rencontrent,  il  faut  et  il  suffit 
que,  par  la  substitution  dans  (21  ),  (22),  à  la  place  de  X,  Y,  Z, 
des  valeurs  de  x,  y,  z,  exprimées  en  fonction  de  t,  les  deux 
équations  en  t  ainsi  obtenues  aient  au  moins  une  racine  com- 
mune :  du  reste ,  le  nombre  des  racines  communes  à  ces  deux 
équations ,  égale  le  nombre  des  points  communs. 

D'après  cela,  trouver  les  conditions  pour  que  le  cercle  (G')  soit 
osculaieur  à  (G),  c'est-à-dire  pour  que  ces  deux  courbes  aient  trois 
points  confondus  en  A,  point  correspondant  à  une  valeur  assi- 
gnée de  tf  revient  à  exprimer,  d'après  le  théorème  de  Rolle,  que 
les  deux  équations  sui^ntes,  où  Ton  considère  x,  y;  z  comme 
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foncUoo  de  t,  ont  trois  racines  communes  épies  : 

(«- «y-l.  (y -?)•  +  (*- y)» -R«,    .    .  .   m 

A(x-«)-|.B{y-p)-».C(«-y)-0  .    .  .  (Î4) 

Ceci  exige  que  la  même  valeur  de  i  vérifie,  en  outre,  ki 
quatre  nouvelles  relations  : 

(*-.)^-^(y-wg-H(*-r)^,-o..  .(«) 

«Px      ,           (Py                .àfz^  ,^, 


de 


de 


de 


,   dx      ^dy      „dt      ^  /«i 


.  <P«      ^(Py     ^<Px 


m 


Telles  sont  les  six  relations  déterminant,  pour  la  valeur  doonée 
de  ty  les  six  inconnues  «,  P,  /,  R,  ^,  g. 

Les  équations  (93),  (37),  (38)  donnant,  par  réliminstioD  de 
A,  B,  G: 


dï        Â        Â 

éPx       d'y      iPiS 
d?       d?       d? 


0, 


.  (») 


on  a  trois  équations  du  premier  degré  (35),  (36),  (39), eotre 
les  coordonnées  «,  p,  y  du  centre  du  cercle  osculaleur.  Eo 
considérant  «,  p,  y  comme  coordonnées  courantes,  on  Yoitqœ 
lés  équations  (35),  (39)  représentent,  respectivement,  lepho 
normal  et  le  plan  osculateur  au  point  A  de  la  courbe  gaudie. 
Si  Ton  observe,  de  plus,  que  les  équations  (35),  (36)  soot  de 


—  M  — 
la  forme  : 

V(a,p,r,<)«0 •     •    (50) 

rfV 

lï-*' (5*) 

OQ  a,  en  définitive,  ce  théorème  : 

Théorème.  Le  centre  du  cercle  osculaieur  est  Vinterseciion  du 
plan  normal,  du  plan  normal  infiniment  voiein  et  du  plan  oecu'- 
lateur. 

Pour  déterminer  le  rayon  R,  observons  qu'il  résulte,  des  équa- 
tions (98),  (29)  : 


«  —  a?.     _     p  — y  r  — g 


dz         dy         dx      .dz  dy  dx 

dt         dt  dl        dt  di  dt 


ou,  à  eause  des  identités  (18),  (19),  (20)  : 


;     .    (32) 


A  —  x        p  — y        r  —  z 


dtKds)      dt\d$l      dAdel 


R 


v/[^©>[l©>[l©] 


(55) 


Résolvant  ces  dernières  équations  par  rapport  à  a — x,  P — y, 
y — g;  substituant  dans  (96)  et  faisant  f— •;  on  trouve,  après 
suppression  d'un  facteur  : 


I 
R« === 


VQ'AZhm 
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Nota.  On  passe  de  là  facilement,  comme  on  sait,  à  uneviriable 
quelconque. 


SUR  UH  STSTim  O^QUATIOHS  UHÉiaRES. 


Soient  les  équations 


ox  +  by  ■*•  tx  •*• 

..+/'- 

0, 

a'x  -»-  6'y  +  c'a  +  • 

••*-f"^ 

0, 

a"x  H-  6"y  -»-«"«+. 

•     •     •     • 

0, 

• 

....(«) 


en  nombre  N  inférieur,  égal,  ou  supérieur,  au  nombre  n  des 
inconnues.  Multiplions  par  a,  a',  a'',  ...,  puis  ajoutons;  par 
6,  6',  6", ...,  puis  ajoutons  ;  par  c^c'^c",  ...,  puis  ajoutons;  et 
ainsi  de  suite.  Nous  obtiendrons  le  système  normal  : 


{aa)x  -•-  (a6)y  -*-  {ae)z  -♦- . 

•  •  -H  (a/*)  = 

=  0, 

(o6)x 

H-  (66)y  -h  (6c)«  -•-  • 

••+(V)- 

-0, 

{ac)x 

•    • 

-i-  {bc)y  -*-  (cc)«  4-  • 

•    •    • 

=  0, 

.  .  (») 


contenant  seulement  n  équations.  On  a  posé ,  d'après  Gauss  : 

(ao)=.o»  +  o'*-»-o"*+..., 
{ab)  —  o6  -♦-  o'6'  -*-  a"b"  +  ■  •  • ,  {ef)-cef+  e'f  +  «"/""  +  •  • 

Éliminons  x  entre  les  équations  (1  ) ,  combinées  de  toutes  le 
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manières  possibles.  Nous  trouverons  {  N  (N— 1)  «aN'  équations  : 


en  posant 

o6'»a'6aBjfy  oc'  — a'e«A,     •••,      af  ^a'f^^kt 

ah"''a"b  —  g\       oc"  — o"c  — A',      •.,    af-^a^'f^K, 
a!h"  —  o"6'  =  y",    aie"  —  oV  =»  A",    •  • ,  a'f"  —  a"/'  «  h". 

Des  N'  équations  (3)»  on  déduira  le  système  normal 

{gh)y  4-  (AA)«  4- ...  4-  <**)  =  0,  >  ....    (4) 


contenant  (n  —  1)  équations  entre  les  (n  —  1)  inconnues  y,  z,... 
Éliminons  x  entre  la  première  des  équations  (9)  et  chacune 
des  (n — 1)  suivantes.  Il  vient 


f(aaX66)-(a6)«Jy  4-[(aa)(6c)-(a6)(ac)]z  4- ...  4.[(aaX6/')-(a6)(a/')]«0, 
[(«i)(6c)-(a6Kac)]y  +  [(aa)(cc)  -  (ac)Vz  4- ...  4-  [{aa)(cf)  -  ocXa^]  =0,  [  (5) 
..••• .j 

mais  on  a ,  comme  Ton  sait  » 

(<i«XftfcM«*)M«ft'--«'ft)"-^(«*" -  «"*>*+  (o'6"-a"6')'4-  ••— (yy), 
[mX^)-  («ft) («c)=  (a6'  -  a'6)(ac'-.  ca')  4-  (a6"-  a"6)(ac"  —  ca")  4- ...  «  (yA), 

Les  équations  (8)  sont  donc  identiques  aux  équations  (4). 
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Dojù  ce  ihéorèmc  : 

«  Le  système  normal  (i),  dédnit  des  équaiions  (3),  est  k  tp- 
tème  (5),  résultant  du  système  normal  (f)  »  (E.  Catalan,  Jt^ 
marques  sur  la  théorie  des  moindres  carrés ,  %  1.  Extrait  da 
tome  XLIII  des  Mémoires  de  P Académie  royale  de  Belgique)  {*). 

(P.  M.) 


CORRESPONDAHGB. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  S.  RèaUs.  —  «  M.  A.  Desbovesm*! 
fait  rhonneur  de  m'adresser  une  lettre  dont  il  m'autorise  à  yous 
donner  communication.  Je  m*empresse  d*obien^rer  à  son  désir, 
ep  vous  envoyant  la  lettre. 

Les  formules  de  M.  Desboves,  touchant  Téquation 

me  semblent  très-dignes  d'être  portées  à  la  connaissance  da 
monde  savant,  soit  pour  leur  simplicité  et  pour  retendue  des 
résultats  qu'elles  donnent  ;  soit  parce^  qu'elles  tiennent  i  ooe 
méthode  qui  avait  échappé  à  l'illustre  Euler  » 

«  Monsieur, 
»  Je  vous  aurais  déjà  communiqué  depuis  longtemps,  suinni 


(*)  A  la  page  59  du  travail  eité,  on  doit  lire  : 

S0e7  636.05=979  379.692, 

aa  lieti  de 

3  067  656 .65  »  979  279  .69*. 


(RC.). 


j 
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a  votre  désir,  mes  formules  relatives  à  la  résolution  de  l'équation 

X*  +  Y« = z*  +  r, 

>  si  je  n'avais  pas  voulu  auparavant  attendre  l'occasion  d'un 

>  voyage  à  Paris,  pour  prendre  connaissance  de  la  méthode 
»  d'Euler. 

»  Voici  quelles  sont  mes  formules ,  dans  lesquelles* a;  et  y 
»  désignent  des  nombres  entiers  quelconques ,  positifs  ou  néga- 
»  tifs  : 

Y  =s  (x*-*-  y*)(3^—  18j/»x'+  2t/V+  y*x  +  2^0  -^  8x»y(x*+  2y*), 
Z  =  (x*-i-  y*)(2x'-»-  iyx*+  2y  V—  18t/V-*-  y*)  -t-  8xy"(2x*-i-  y*), 
T  =  (x*4-  y*)(— x^H-  18yVH-  2y  V— y^x  -^  2y')  -i-  8x'y  (x*  -♦-  2y*). 

>  En  y  faisant  ocsal,  y  =^9  on  trouve  la  solution  que  j*ai 
»  donnée  dans  la  Nouvelle  Correspondance;  mais,  en  y  faisant 
m  x  =  \f  y =3,  on  trouve  la  solution^  plus  simple  encore,  repré- 
»  sentée  par  Tidentité 

59*4-158*  =  i33*4-154*. 

»  Ma  méthode ,  .que  je  me  propose  de  développer  dans  un 
»  prochain  Mémoire,  consiste  à  ramener  la  question  à  la  résolu - 
B  tien,  en  nombres  entiers,  d'une  équation  cubique,  à  trois  varia- 
»  blés,  contenant  une  indéterminée  m,  que  je  représente  par  | 
»  pour  rhomogénéité. 

»  La  méthode  d'Euler,  que  je  vous  remercie  de  m'avoir  fait 
m  connaître,  revient  au  fond  à  la  résolution,  en  nombres  entiers, 
»  d*une  équation  biquadra tique,  ù  trois  variables,  contenant  une 
»  indéterminée  m,  et  dans  laquelle  Tune  des  variables  entre  seu- 
»  lement  par  son  carré.  Si  Ton  exprimait  X,  Y,  Z,  T  par  des 
»  polynômes  en  x,  y,  calcul  qu'Euler  n*a  point  fait,  on  trouverait 
»  que  ces  polynômes  sont  du  1 1""  degré,  au  lieu  d*étre  du  7'  degré, 
VI.  3 
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i>  comme  dans  mes  formules.  Il  n*est  donc  pas  étonnant  que 
i>  rillustre  Géomètre  trouve  des  solutions  moins  simples  que  les 
»  miennes. 
»  Je  me  suis  aussi  occupé  de  la  résolution  de  Téquation 

X*=Y*  +  Z*  +  r. 

»  En  essayant  de  la  résoudre ,  j'ai  été  conduit  i  résoudre  la 

>  double  équation  biquadratique 

»  dont  rimpossibilité  n*est  pas  difficile  à  démontrer.  Cependant 
»  je  n*ai  pas  le  droit  d'en  conclure  que  Téquation  proposée  est 
»  impossible;  car,  dans  le  cours  du  raisonnement»  je  suis  conduit 
•  à  résoudre,  en  nombres  entiers,  une  équation  de  la  forme 

»  ce  que  je  fais  à  Taide  des  formules 

X  =  a:»qFy',    y  =  x'±y%    Z  =  2xy,    T  =  p*-î*. 

•  Mais  j'ignore  si  ces  formules  sont  les  seules  qui  peuTeot 
»  servira  résoudre  l'équation,  et  peut-être  pourrez-vous m^eo 
»  indiquer  de  plus  générales. 

»  Je  saisis  cette  occasion,  Monsieur,  pour  vous  témoigner  toute 
»  l'estime  que  je  fais  de  votre  talent  et  de  votre  érudition.  Je 
»  regrette  seulement  que  vous  ne  fassiez  pas  connaître  les 
»  méthodes  qui  vous  ont  conduit  à  tant  de  résultats  curieui. 

»  Veuillez  agréer,  Monsieur,  l'assurance  de  mon  profood 

>  respect.  A.  Desboves.  > 

Amiens,  31  octobre  1879. 


Extrait  d^une  kttre  du  général  de  Coatpont.  —  «  Je  vous  sou- 
mets une  observation  qu'appelle  peut-être  un  article  de  M.  k 


J 
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major  de  Tilly,  article  inséré  dans  votre  numéro  de  décembre 
1879,  et  s'appHquant  à  ma  Géométrie  de  la  règle. 

Après  avoir  défini  la  règle  spéciale  employée,  a-t-on  besoin 
d*ime  concession  spéciale  pour  être  en  droit  d*inscrire  la  règle 
entre  deux  points? 

Je  ne  le  crois  pas. 

Pour  faire  passer  par  deux  points  Tarcte  d'une  règle  ordinaire, 
il  faut  un  tâtonnement.  Il  ne  faut  qu'un  tâtonnement  pareil  pour 
faire  passer,  par  le  premier  point,  une  des  arêtes  de  la  règle  spé- 
ciale ;  par  le  second  point,  une  arête  parallèle. 

Je  vous  serais  obligé  de  communiquer  cette  réplique  à  votre 
Correspondant,  M.  le  major  de  Tilly.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Neuberg.  —  «  Pour  démontrer  la 
Question  396  (JV.  C.  M.,  t.  V,  p.  376),  il  suffit  d'ajouter  les  trois 
égalités 

od.oe     ode     oe.of     oef     of.od     ofd 
ca.cb^Xbc'    ab.ac""abc'    bg.ba~abc' 

On  trouve 

OD.OE      OE.OF      OF.OD      DEF 

CA.CB  "*"  AB.  AC  "*"  BC.BA  "~ÂBC    *         '         (^) 

Or  DEF  =  1  ABC... 

L*équation  (1)  (*)  donne  une  généralisation  du  théorème  de 
M.  Van  Âubel;  elle  a  encore  lieu,  si  OD,  OE,  OF  sont  les  dis- 


(*)  Pour  d*aiitres  développements,  se  rattachant  à  Téquation  (i),  voir 
Sriot  et  BouQuiT,  Géométrie  analytique;  ou  Nouvellea  Annalea  dé  Mathéma" 
tiques,  année  1845,  p.  170. 


^ 
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tances  d*un  point  quelconque  aux  côtés  du  triangle  ABC,  ces 
distances  étant  affectées  de  signes  convenables. 

Supposons  le  point  0  situé  sur  la  circonférence  ciroonscrile 
à  ABC;  alors  les  points  D,  E,  F  sont  en  ligne  droite  (droite  de 
Simson),  et  Taire  du  triangle  est  nulle.  On  conclut,  delà,  h 
relation  suivante,  applicable  à  tous  les  points  de  la  circonférence: 

AB      BG      CA 

OF      OD      OE        ' 

relation  qui  conduit  immédiatement  à  Féquation ,  bien  connue, 
de  la  circonférence.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  V.  Jamet.  —  «  Permettez-moi  de  vous 
donner  quelques  explications  au  sujet  de  la  Note  qui  accompagne 
ma  solution  de  la  Question  50!  (iV.  C.  M.  t.  V,  pp.  214-216). 

Le  théorème  de  Meusnier,  auquel  vous  faites  allusion,  est 
bien  celui  sur  lequel  je  me  suis  appuyé  ;  car,  d'après  ce  théorème, 
le  rayoïl  de  courbure  de  la  section  faite  dans  une  surface  de  révo- 
lution, par  un  plan  normal  perpendiculaire  au  plan  méridien,  doit 
se  projeter  sur  le  plan  du  parallèle  passant  par  le  pied  de  la 
normale,  suivant  le  rayon  de  ce  parallèle.  De  là,  la  conclusion 
qui  a  donné  lieu  à  votre  Note. 

Vous  voudrez  bien  remarquer  aussi,  à  propos  de  TexpressioD 
«  courbure  moyenne  »,  que  j*ai  fait  tout  mon  possible  pour  éviter 
une  polémique  sur  une  question  de  mots.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Le  Lasseur.  —  «  Il  me  tarde  beau- 
coup de  connaître  la  suite  de  Tintéressant  travail  de  M.  Brocard, 
et  je  serai  heureux  d'être  mis,  par  lui,  au  courant  des  récentes 
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découvertes  faites  sur  les  nombres  premiers.  Puisque  vous  êtes 
en  relation  avec  H.  Brocard  >  serait-il  indiscret  de  lui  demander 
un  éclaircissement  au  sujet  d'une  assertion  qu'il  a  émise  au  bas 
d'une  Note  de  la  page  4,  janvier  1879,  N.  C.  M.  Elle  est  ainsi 
conçue  :  «  Il  est  juste  de  rappeler  que  le  théorème  de  Wilson 

>  permet  de  trouver,  à  coup  sûr,  un  nombre  premier  supérieur 

>  à  tout  nombre  donné;  mais  il  n'en  résulte  que  des  termes 
»  isolés  de  la  série  naturelle  indéfinie.  » 

Je  croyais  que  le  problème  qui  consiste  à  trouver  un  nombre 
premier,  supérieur  à  un  nombre  donné  (pourvu,  bien  entendu, 
que  le  nombre  donné  soit  fort  élevé),  n'était  pas  encore  résolu. 

M.  Éd.  Lucas  a  donné  un  moyen  de  reconnaître  si  certain^ 
nombres  très-élevés  sont  premiers  ou  non;  mais  ce  moyen  direct 
est  assez  laborieux  et  il  ne  permet  pas  de  décider,  a  priori,  si  le 
nombre  est  premier  ou  non. 

Il  y  a  cent  ans,  le  nombre  premier,  le  plus  élevé  qui  eût  élé 
reconnu  tel ,  était  2^*  —  1 ,  nombre  de  dix  chiffres  ;  je  crois  ce 
résultat  bien  dépassé  maintenant. 

Pour  ma  part  je  crois  avoir  vérifié  une  certaine  quantité  de 
nombres  premiers  plus  élevés  que  2^'  —  1  ;  je  ne  vous  citerai 
que  les  plus  considérables.  Ce  sont  quatre  nombres  de  seize 
chiffres  et  un  de  dix-sept.  Ce  dernier  est  un  diviseur  de  V^so'  ^^ 
ia  série  de  Lamé  ou  Fibonacci.  Pour  se  rendre  compte  de  ce 
que  représente  Viso^  i'  ^^tit  se  reporter  aux  articles  de  M.  Éd. 
Lucas,  sur  la  théorie  des  fonctions  numériques,  simplement  pério- 
diques, qui  ont  été  insérés  dans  la  N.  C.  M,,  t.  III  et  IV. 

Les  diviseurs  de  ce  nombre,  s'ils  existent,  devront  être  de  la 
forme  linéaire  720n  ■+- 1 . 

Je  transcris  ces  cinq  nombres  à  la  suite  de  ma  lettre  ;  je  serais 
heureux  de  penser  que  quelqu'un  des  lecteurs  de  la  N.  C.  M. 
voulût  bien  en  essayer  la  vérification  ;  car  je  les  crois  premiers, 
sauf,  bien  entendu ,  l'erreur  qui  aurait  pu  se  glisser  dans  les 
calculs. 

Je  ne  suis  pas  en  possession  des  moyens  suffisants  pour  me 
permettre  d'aborder  des  nombres  de  tingt  chiffres  el  au-dessus, 


1 
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comme  2^^  + 1,  dont  on  a  recherché  plus  d'une  fois  la  nature  et 
que  M.  Ed.  Lucas  croit  composé. 


lOMBUIIÉinB 

DmSEOBS. 

«mim. 

MTHRU. 

15373763768986181 

v«, 

série  de  Fibonacci 

730n-t-l 

2441738887963981 

u„. 

série  de  Fibonacci 

46011-1-1 

1192004331865117 

v„. 

série  «*e=  x  —  2 

1596R-t-l,+l595 

1114769954367361 

U.a 

série  de  Fibonacci 

540» +  1 

1041815865690181 

2«»+l 

série  de  Fermât 

420»  •^t 

Il  y  a  environ  quinze  ans  que  j'ai  fait  les  calculs  qui  m'ont 
porté  à  penser  que  le  dernier  et  le  moins  considérable  de  ces 
nombres  était  un  nombre  premier.  Je  n*ai  cherché  à  vérifier  les 
autres  que  depuis  le  mois  de  mai  1879»  et  je  n'ai  terminé  mes 
calculs  pour  le  dernier»  V^go*  V^^  I^  ^^  &oùt  de  cette  année.  > 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  G.  de  Longchamps.  —  c  Mon  pro- 
cédé» pour  trouver  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
d'une  équation»  n'est  peut-être  pas»  dans  tous  les  cas»  un  procédé 
parfait.  Je  crois  pourtant  qu'il  a  du  bon  :  permettez-moi  de  le 
défendre. 

Je  vous  demanderai  d'abord  un  petit  renseignement.  Vous  me 
dites  :  «  Voulez-vous  trouver  le  nombre  entier  immédiatehent  supè» 
rieur  à  la  plus  grande  racine?  employez  la  méthode  de  Newton.  * 

La  méthode  de  Newton  conduit  à  une  limite ,  mais  je  ne  crois 
pas  qu'en  général  cette  limite  soit»  nécessairement»  le  nombre 
entier  immédiatement  supérieur  à  la  plus  grande  racine  (*). 


(*)  Ces%  ce  que  j^ayais  toujours  cm,  sans  essayer  de  le  démontrer.  U 
lettre  de  mon  jeune  Collègue  détroit  donc  une  erreur  partagée»  peut-être, 
par  bon  nombre  de  Professeurs.  (E.  C) 
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Par  exemple,  Téquation 

f{x)  =  »»—  Hx' -H  36x  —  26  =  0 

donne 

^'(x)  =  5x'— 22X  +  56, 

/■"(«)=  6.x  — 22. 

Il  faut,  pour  appliquer  la  méthode  de  Newton,  rendre  d^abord 
/"'>  0;  ce  qui  exige,  en  nombres  entiers,  x=»4.  Mais  ce  nombre 
ne  rend  pas  /'>0;  et  il  faut  prendre  x  =  5. 

Comme  /*(S)  >  0,  5  est  une  limite  donnée  par  la  méthode 
de  Newton  ;  or, 

f{x)  =  (»•—  iOx  -i-  26)  (x  —  1), 

et  1  est  la  plus  grande  racine  positive. 

Du  moment  que  la  méthode  de  Newton  ou  les  autres  méthodes» 
connues  ne  conduisent  pas  au  nombre  entier  immédiatement 
supérieur  à  la  plus  grande  racine,  on  peut  rechercher  d'autres 
méthodes  permettant  de  trouver  des  limites  plus  avantageuses 
que  celles  qui  sont  données  par  les  procédés  déjà  connus.  » 


Extraits  de  lettres  de  M.  A,  Genocchi  à  M.  H.  Brocard.  — 
m  La  formule  de  Libri,  dont  je  me  suis  occupé  (iV.  C.  Jf.,  1878, 
p.  319),  quoique  peu  propre  au  calcul  numérique,  m'a  toujours 
paru  très-remarquable  en  elle-même.  Elle  est,  je  croîs,  la  pre- 
mière de  son  genre,  étant  antérieure  aux  formules  semblables 
d'Eisenstein,  pour  exprimer  le  quotient  et  le  reste  d'une  division 
arithmétique,  et  à  celles  de  Jacobi,  pour  la  résolution  de  Téqua- 
tion  de  Pell,  dont  Dirichlet  a  traité  aussi  un  cas  particulier. 

Un  ancien  Mémoire  sur  les  résidus  quadratiques,  que  j'avais 
présenté  à  TAcadémie  de  Belgique  (*),  et  qui  a  été  inséré  dans  le 


(*)  Le  6  novembre  4852  :  le  rapport  de  la  Commission  est  daté  du  5  fé- 
TTier  1833. 
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(orne  XXV  de  ses  recueils  (1 853-1 8S4),  renferme  une  démon- 
stration de  ces  formules  d^Eisenstein  et  de  Jacobi ,  simplement 
énoncées  par  leurs  auteurs,  et  que  personne,  à  ma  connaissance, 
n*avait  encore  démontrées. 

Entre  autres  questions  étudiées  aussi  dans  ce  Mémoire,  je  puis 
signaler  Téquation  de  Peli  (pp.  30-40),  et  plusieurs  démonstra- 
tions de  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre.  L'une  d'elles,  exposée 
pp.  49-50,  ne  me  parait  pas  moins  simple  que  celle  de  M.  Zeller, 
quoique  M.  Mansion  ait  proclamé  celle-ci  comme  la  plus  simple 
de  toutes  (*).  Ma  démonstration  se  rattache  à  la  méthode,  bien 
connue,  adoptée  par  M.  Liouvillc. 

J'avoue  qu'il  est  difficile,  à  notre  époque,  de  se  tenir  au  cou- 
rant. Il  arrive  trop  souvent  que  les  ouvrages  des  grands  génies 
restent  ignorés.  Ainsi,  je  suis  fondé  à  croire  que  M.  Oltramare 
n'a  pas  constaté  que  les  démonstrations  de  certains  théorèmes 
de  Gauss  et  de  Jacobi  étaient  publiées  depuis  longtemps  (**). 
Gauss  a  démontré  lui-même  son  théorème,  sur  les  nombres  pre- 
miers 0?^  -H  y^>  dans  un  Mémoire  du  5  avril  1825,  inséré  an 
tome  VI  des  Comm.  Gotting.  Soc,  recenL  (imprimé  en  1828): 
voyez  la  partie  mathématique ,  p.  55.  Ce  théorème  a  été  dérnoolré 
aussi  par  Lebesgue,  dans  le  Journal  de  M.  Liou ville,  t.  II  (<837)« 
p.  283.  Lebesgue  a  démontré  également  le  théorème  de  Jacobi 
sur  l'équation 

voyez  Und.,  p.  279.  Mais  le  plus  grand  nombre  des  théorèmes 
de  ce  genre,  avec  leurs  démonstrations,  se  trouvent  dans  les 
Mémoires  de  Cauchy,  publiés  en  1840.  Ainsi,  le  théorème  de 
Jacobi,  sur  l'équation 

est  démontré  dans  un  article  de  Cauchy  (Comptes  rendus,  t  X, 
p.  100);  les  prééédents,  de  Gauss  et  de  Jacobi,  sont  donnés,  fM.. 


n  iV.C.  jr.,  4876,p.27i. 
(•*)  /V.  Ci/.,  4879,  p.  192. 
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p.  61.  Le  même  volume  renferme  d^autres  articles  de  Cauchy 
sur  cette  théorie;  et,  en  outre,  il  faut  consulter  le  Mémoire  sur 
la  théorie  des  nombres,  de  ce  grand  Géomètre,  inséré  dans  le 
tome  XVII  des  Mémoires  de  l'Institut  (iSiO),  et  surtout  les  notes 
(pp.  3SS  et  suiv.)  qui  sont  remplies  de  choses  très-intéressantes. 
Dans  le  tome  XII  du  Bulletin  de  Ferussac  (1829),  p.  20S,  on 
trouve  un  Mémoire  de  Cauchy,  du  21  septembre  1829,  où  sont 
résolues  les  équations 

et  où  sont  exposés  les  principes  fondamentaux  de  cette  théorie , 
avec  un  grand  nombre  de  formules  nouvelles.  L'auteur  conclut 
en  ces  termes  :  c  J'observerai,  en  finissant,  qu'ayant  donné,  à 
M.  Jacobi,  communication  de  mes  formules,  j'ai  appris,  de  cet 
habile  géomètre,  qu'il  était  parvenu,  de  son  côté,  et  en  s'ap- 
puyant  sur  les  mêmes  principes,  à  des  résultats  du  même  genre. 
Il  a  donné  quelques-uns  de  ses  résultats,  mais  sans  indiquer  la 
méthode  qui  les  lui  avait  fournis,  dans  le  tome  II  du  Journal  de 
M.  Crelle  (p.  221).  . 

Dans  un  post-scriptum,  qu'on  lit  à  la  page  768  du  tome  XVII 
des  Mémoires  de  l'Institut  (1840),  Cauchy  fait  aussi  l'observation 
suivante  :  «  Dans  le  Mémoire  de  1827,  intitulé  De  residuis  cubicis 
commentatio  numerosa,  M.  Jacobi ,  avant  d'énoncer  les  théorèmes 
relatifs  à  la  résolution  des  équations  indéterminées 

4p  =  x'  -t-  27y',    p  =  x*'^  7y\ 

dit  expressément  :  in  fontem  uberrimum  incidi,  e  quo  inter  alia 
et  demanare  sequentia  theoremata  vidi.  La  source  féconde  dont 
M.  Jacobi  parle  dans  ce  passage  est,  comme  lui-même  me  l'a 
déclaré  depuis  (voir  dans  le  Bulletin  des  sciences  de  M.  De 
Ferussac,  le  Mémoire  de  septembre  1829),  les  considérations 
des  propriétés  dont  jouissent  les  racines  de  l'équation  auxiliaire, 
qui  sert  à  la  résolution  d'une  équation  binôme,  c'est-à-dire,  en 
d'autres  termes,  les  fonctions  ci-dessus  désignées  par  6a,  Qkf  ••• 
Quelques-unes  de  ces  propriétés  avaient  conduit  M.  Gauss  aux 
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importants  résultats  que  contiennent  les  dernières  pages  de  ses 

Disquisitiones  arilhmeticœ,  et  à  son  théorème  sur  la  résolutioD 

de  réquation 

p  B=  x'  -4-  y*.  » 

J*ai  rapporté  ces  passages,  parce  qu'ils  me  semblent  intéres- 
sants pour  rhistoirCy  et  parce  qu'ils  révèlent  la  véritable  source 
de  ces  beaux  théorèmes,  et  montrent  la  part  importante  due  à 
Cauchy,  dans  leur  découverte. 

Le  tome  XV  du  Bulletin  de  Férussac  (1851)  renfermait  des 
extraits  d'autres  Mémoires  de  Cauchy,  sur  les  mêmes  sujets 
(pp.  137  et  suiv.).  On  y  trouve  la  résolution  de  Téquation 

et ,  par  exemple,  dans  le  cas  de  n  c=3  7  et  de  n  «s  1 1 ,  m  étant  égal 

àl. 

Cauchy  reprit  ses  recherches  en  1 839-1 840,  et  on  le  voit  par 

le  tome  X  des  Comptes  rendus.  J'ai  déjà  cité  la  page  61 ,  pour  les 

formules 

x'  -f.  5y»  ==  4p,    x'  4-  y'==  p, 

et  la  page  100,  pour  la  formule 

p=ax*4-7y*; 

mais  ces  formules  sont  déduites,  comme  cas  particuliers,  de  for- 
mules plus  générales  : 


M 


n 


4p^=A«-»-ttB%    p^=rA«-*--B»,    4pi*=x»  +  wy',    p^=x*-*.-y. 

Les  mêmes  recherches  sont  continuées  dans  l'article  de  h 
page  181  et  dans  un  autre  de  la  page  229.  Dans  celui-ci,  on  résout 
l'équation 

(p.  237),  et  l'équation 

p  es  X*  -^  5y' 

(p.  242),  considérées  toutes  deux  par  M.  Oltramare. 
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Cauchy  a  inséré»  dans  le  tome  XVII  (1840)  des  Mémoires  de 
e Institut,  un  Mémoire  présenté  le  31  mai  1 830,  et  relatif  à  la 
Théorie  des  nombres,  en  y  ajoutant  plusieurs  notes  trës-déve- 
loppées  (voir  pp.  249-768).  Il  s*agit  surtout,  dans  ce  grand 
ouvrage,  de  la  forme  quadratique  des  nombres  premiers  et  de 
leurs  puissances.  A  la  page  430,  on  indique  la  solution  de  Téqua- 
tion 

et  on  y  revient  à  la  page  732,  en  observant  que  cette  solution  a 
été  donnée  par  Jacobi  en  1838,  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  de  Berlin.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  l'abbé  Gelin.  —  t  Question  476.  Le 
nombre  est  000  000  01  ou  87  109  376. 

Voici  une  question  du  même  genre ,  qui-  me  semble  assez  inté- 
ressante : 

Étant  donnés  les  n  derniers  chiffres  d'un  nonUn'e  carré  parfait, 
trouver  les  n  derniers  chiffres  de  la  racine. 

Exemple  :  Si  les  neuf  derniers  chiffres  d*un  carré  forment  le 
nombre  224  466  889,  les  neuf  derniers  chiffres  de  la  racine  for- 
meront Fun  des  nombres 

265810083,    765810083,    363466333,    863466333, 
734189917,    234189917,    636533667,    136533667. 

Ces  nombres ,  pris  deux  à  deux ,  diffèrent  d*un  demi-billion  ; 
pris  deux  à  deux  d'une  autre  manière,  ils  donnent  des  sommes 
égales,  chacune,  à  un  billion.  » 


Extraits  d'une  lettre  de  M.  E.  Cesaro.  —  «  A  propos  des  Ques^- 
lions  478,  476  : 

I.  Toutes  les  puissances  d'un  nombre  terminé  par  12  890  625 
se  terminent  aussi  par  1 2  890  628. 


1 
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II.  //  n'y  a  qu'un  seul  nombre  de  huit  chiffres,  autre  que 
12  890  6359  qui  jouisse  de  la  même  propriété.  Déterminer  ce 
nombre.  (Educational  Times,  H.-W.  Liotd  Tanivbr.) 

J'ai  résolu  ces  questions,  mais  par  une  méthode  toute  primi- 
tive, si  peu  élégante,  que  je  me  bornerai  à  indiquer  le  nombre 
87  109  376  comme  répondant  à  la  seconde 

Théorème.  Entre  10"—* —  1  e/ 10"  —  1,  il  y  a  une  ou  deux 
valeurs  de  x,  qui  rendent  4.10"x  +  1  carré  parfait.  Il  existe  entre 
elles  la  relation 

ixtXf  -*- 1  =  [10*  —  (ap|  +  X,)]*, 

qui  montre  que  ix^^x^  +  1  est  carré  parfait. 

Par  exemple,  entre  9  et  999,  il  n*y  a  que  141  et  390,  qui  ren- 
dent 4000x  H-  1  carré  parfait.  On  voit  que 

m 

iXiXt  -f  1  =  219961  »  469*, 
et,  d'autre  part, 

40»  =  (art  -*-  xi)  =  1000  —  551  =  469.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Brocard.  —  «  Bien  pitoyables  les 
sujets  de  composition  donnés  aux  Concours  généraux  de  Belgique! 
Il  n'est  peut-être  pas  nécessaire  que  les  programmes  d'études 
soient  rédigés  par  des  savants  transcendants;  mais  ceux  qui  les 
rédigent  aujourd'hui  ne  semblent  pas  bien  au  fait  des  études 
mathématiques  (*).  » 


(•)  Voir  ci-après. 
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VARIÉTÉS. 


L'ENS£1GNEMENT  DES  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES,  EN  BELGIQUE. 

(SuUe  H). 

1879.  —  Première  scientifique.  I.  On  donne  dans  le  même 
plan  un  cercle,  un  point  A  hors  du  cercle  et  une  droite  CD. 

1*  Décrire  une  circonférence  guipasse  par  le  point  A  et  par  le 
centre  du  cercle  donné ,  de  manière  que  la  corde  commune  fasse 
un  angle  donné  avec  la  droite  CD. 

3*  Décrire  une  deuodème  circonférence  qui  passe  par  le  point  A 
et  par  le  centre  du  cercle  donné,  de  telle  sorte  que  la  corde  com^ 
mune  soit  égale  à  une  droite  donnée. 

Discuter  ces  deux  problèmes. 

Ces  deux  questions  sont  les  plus  simples ,  peut-être,  que  Ton 
puisse  proposer  sur  le  Livre  II  (**)  :  elles  sont,  tout  juste,  à  la 
portée  d'un  élève  qui  n'a  pas  encore  abordé  le  Livre  III.  Lors 
même  que  les  jeunes  Lauréats  auraient  fort  bien  résolu  ces  ques- 
tions niaises,  quel  jugement  peut-on  porter  sur  leur  instruction? 

IL  Construire  la  courbe  du  second  ordre  dont  on  connaît  un 
foyer,  la  directrice  correspondante  et  un  point. 

Trouver  Péquation  de  cette  courbe. 

Discuter  l'équation. 

Autrement  dit  :  trouver  l'équation  du  lieu  des  points  tels,  que 
les  distances  de  chacun  d'eux,  à  une  droite  donnée  et  à  un  point 
donné,  soient  dans  un  rapport  constant. 

(*)  Voir  N.  C.  M.,  t.  III,  p.  449.  Les  énoncés  sont  tirés  du  Moniteur 
belge,  n*  du  11  janyier  1880. 

(**)  La  première  exige  le  tracé  de  deux  droites  salis  faisant ,  chacune,  à 
detix  conditions;  le  second  problème  se  réduit  à  :  construire  un  triangle 
rectangle,  dont  on  connaît  un  côté  de  l'angle  droit  et  la  hauteur  (opposée  à 
l'hypoténuse). 
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On  peut  croire  que,  bientôt,  MM.  les  Directeucs  de  TEnsei- 
gnement  scientifique  proposeront,  comme  exercice  de  Géométrie 
analytique,  cette  question  :  trouver  l'équation  de  la  droite  passant 
par  deux  points  donnés.  Si  encore  il  s'agissait  de  coordonnées 
bipolaires  1 

III.  Faire  voir  comment  le  système  des  deux  éqtuttUms  : 
r.  y  -iKi/TT?-  yT^) 


V^ 


se  transforme  dans  les  deux  systèmes  XetB: 


t^(i-x*)(i-y«)«apy;      I      \>^(i  -  x»)  (!  -  y^  «=  xy. 

Résoudre  le  système  A. 

Les  questions  citées  tout  à  Theure  rentrent  dans  le  genre 
nm»  ;  celle-ci,  me  semble-t-il,  est  presque  incompréhensible, 
non*seulement  pour  les  Élèves ,  mais  encore  pour  les  Professeurs 
qui  n*ont  par  franchi  les  éléments  de  FAIgèbre.  En  effet,  dans  le 
cas  où  u,  V  sont  imaginaires,  la  définition  de  la  transcendante 

est  fort  épineuse  (*).  Si  (ce  qui  n'arrive  pas) ,  le  système  A  était 
vérifié  par 

d'où  

x^=  17  —  301^—  i ,     y*=  17  ^  30 1/^; 


quel  sens  l'auteur  de  la  question  attacherait-il  à  l'équation 

34***^=»/n89; 
et  comment  prouverait-il  qu'elle  est  fausse? 

(*)  Voir,  par  exemple,  le  Court  d'Âwdyu  de  l'Univenité  de, Liège,  p.  4^1. 
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Poésie  LATINE  (!).  I.  Résoudre  l'équation 

{a  —  26)  X*— 5x  —  c  —  0. 

Diêcuier  les  racines  dans  Phypothèse  a  =  3b. 

Ici»  nous  sommes  obligé  de  nous  répéter  :  ■  la  même  question 
a  été  proposée,  sauf  quelques  légères  variantes,  en  1868, 1869, 
1870,1871,1872! 

L*eiuiii]  naquit,  un  jour,  de  runiformité  (*)!  » 

Si  Ton  veut  la  discussion  de  aofl-hbx-^c^^O^  qu'on  la  demande 
franchement  (*^)  I  D^ailleurs,  est-il  donc  si  difficile  d'imaginer 
des  problèmes  du  second  degré,  intéressants? 

11.  Étant  donnés  une  pyramide  triangulaire  et  un  point  sur 
chacun  des  côtés  de  la  base,  mener  par  le  sommet  et  par  chacun 
des  points  donnés  un  plan ,  de  manière  que  les  trois  plans  parta- 
gent la  pyramide  en  trois  parties  équivalentes. 

Cet  énoncé  est  remarquablement ....  obscur.  Les  concurrents 
ont  dû  se  demander  :  «  Quelle  est  la  figure  formée  par  ces  trois 
plans  ?»  Ce  n*est  pas  en  proposant  des  espèces  de  rébus  que  Ton 
enseigne  la  Géométrie.  Pourquoi  Fauteur  de  la  question ,  au  lieu 
de  jouer  le  rôle  du  Sphinx,  n'a-t-il  pas  dit,  tout  simplement  : 

«  On  donne,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ÂBC,  trois  points  A', 
»  B',  C  ;  et  l'on  propose  de  trouver,  à  l'intérieur  du  triangle,  un 
>  point  M  tel,  que  les  quadrilatères  AB'MC,  BC'MA',  CA'MB' 
9  soient  équivalents.  »  (E.  Catalan.) 


(•)  iV.  C.if.,t.III,  p.iB7. 

(")  Un  honorable  et  savant  Collègue  m'écrit  que,  pour  chaque  exemple 
pariicuHer  proposé,  les  concurrents  doivent  répéter  les  raisonnements  don- 
nés dans  le  cas  général;  et,  en  outre,  refaire  le  calcul  (bien  inutile),  au 
moyen  duquel  on  trouve  la  vraie  valeur  de 

(a=0,6>0). 
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SOLUTIOMS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


AOA»É«IB  •■  »«IJAI. 

CONCOURS  ACADÉMIQUE  1879  (Mathématiques  spéciaks). 

Par  deux  points  XetB  d'une  conique,  on  fait  passer  un  cerde 
variable,  qui  la  coupe  en  deux  autres  points  C  etD  : 

V  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  les  pôles  de  la  sécante  CD, 
pris  par  rapport  à  la  conique  et  par  rapport  au  eerde^  pas» 
toujours  par  un  point  fixe  F»  quel  que  soit  le  cercle  choisi;  et  qui 
la  polaire  du  point  F,  par  rapport  au  cercle,  passe  toujours  aussi 
par  un  point  fixe  G,  quel  que  soit  le  cercle; 

^  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  meniet 
du  point  F  aux  différents  cercles. 

Même  question  pour  le  point  6. 

SECONDE  SOLUTION  (*). 

1^  Soit  E  le  point  d'intersection  des  droites  AB,  CD  :  b 
polaire  de  ce  point,  par  rapport  au  cercle  et  par  rapport  i  h 
conique,  est  la  même;  mais  elle  passe  par  les  pôles  de  CD,  pris 
par  rapport  à  la  conique  et  par  rapport  au  cercle,  et  aussi  par 
le  pôle  de  AB,  pris  par  rapport  à  la  conique;  ce  qui  dérnootre  la 
première  partie  de  la  proposition. 

Dans  cette  démonstration,  on  pourrait  substituer,  aux  cercles 
passant  par  A  et  B,  un  faisceau  quelconque  de  coniques  passafit 
par  les  deux  mêmes  points. 


(*)  Voir  tome  V,  p.  449,  la  solution  donnée  par  H.  Lambîolte. 
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La  seconde  partie  peut  encore  être  ainsi  généralisée  : 

« 

Im  polaire  d'un  point  fixe,  par  rapport  à  toutes  les  coniques 
passant  par  quatre  points  donnés,  passe  par  un  point  fixe  (*). 

•    »•••••*     ••■•••••••.••••••• 

Il  est  facile  de  vérifier  analytiqoeroent  ces  résultats.  En  effet , 
réquation  qui  représente  une  quelconque  des  coniques  du  fais- 
ceau est 

P«>Q> (i) 

P,  Q  désignant  deux  polynômes  du  second  degré ,  homogènes 
en  X,  y,  z,  et  A,  un  paramètre  arbitraire.  La  polaire  du  point  iSxe 
(a,  p,  y),  par  rapport  à  cette  conique,  a  pour  équation  : 

«p;+pp;  +  rP;=>(«Q;  +  PQ;-^yQ:);  .  .  •  (2) 

donc  cette  droite  passe  par  un  point  fixe. 

Pour  que  Téquation  (1)  représente  des  cercles,  il  faut  que  Ton 
ait  : 

A,  B,  C,  D,  E,  F,  étant  des  constantes.  L*équation  (3)  devient 
alors 

«a?  ^  py  -I-  A(r«  -♦-««)-*-  B(yy  -♦•  pz)  -4-  Oy* 
=  A[y  (Dx  -h  Ey  -I-  Fz)  -4-  ;? (Da  +  Ep  -h  Fr)]  ; 

ce  qui  démontre  le  théorème  proposé. 

2^  Supposons  d'abord  que  les  points  A,  B  soient  imaginaires 
conjugués.  Menons,  par  le  point  F,  une  sécante  quelconque,  ren- 
contrant AB  en  un  point  K;  et  proposons-nous  de  mener,  par  A 
et  B ,  un  cercle  tangent  à  cette  sécante. 

La  puissance  du  point  K,  par  rapport  à  ce  cercle,  est  positive. 


(*)  Théorème  de  Lamé  (Gbaslbs,  Traité  de$  seetiom  cohiguei,  p.  203). 

(E.  C.) 
VI.  4 
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On  obtiendra  le  point  de  contact  d*un  des  cercles  répondant  I  h 
question,  en  portant  sur  KP,  i  partir  du  point  K,  et  dans  le  seoi 
FK,  par  exemple,  une  longueur  refN^sentée  par  la  racine  carrée 
de  cette  puissance.  Le  point  de  conuict  du  second  cercle  8*ob- 
tiendra  en  portant  cette  même  longueur  dans  Tautre  sens.  Les 
extrémités  de  ces  deux  longueurs  seront  deux  points  do  fies, 
que  je  désignerai  par  M,  M'.  Mais  si,  sur  MM'  comme  diamètre^ 
on  décrit  une  circonférence;  cette  ligne  passe  par  deux  poiots 
fixes  A'  et  B',  symétriques  par  rapport  à  AB,  se  projetant 
sur  cette  droite  au  milieu  (toujours  réel)  du  segment  AB,  et 
distants,  entre  eux,  d*une  longueur  égale  è  p^.  On  est  done 
ramené  à  résoudre  une  question  proposée  par  M.  Brocard,  et  que 
j*ai  déjà  résolue  dans  le  numéro  de  juiUei  (p.  249)  (*). 

Si  les  points  A,  B  sont  confondus,  la  courbe  devient  one 
stropholde,  droite  ou  oblique,  suivant  que  la  droite  FA  est  ou 
n*est  pas  perpendiculaire  è  AB. 

Enfin,  si  A  et  B  sont  réels,  on  trouvera  Téquation  du  lieu,  a 
changeant  a'  en — a*  dans  Téquation 


(p.  944),  où  Ton  avait  posé  c^^^cfl-^  b\ 

On  doit  donc  faire  maintenant  i^^^^lA — a*;  ce  qui  permet 
reconnaître  que  Téquation 


O  A  ce  propos,  Je  vous  prierai  de  modifier,  oomiiie  il  mit,  la  rédtdi«  k 
mon  article. 

A  la  page  343,  lire  :  L^éqoation  de  la  droite  OB  est.. 

—  344,  au  bas  de  la  page  :  et  tels  que,  si  par  les  deux  premienai 

les  deux  derniers,  on  mène  des  parallèles  è  Py,  il  b>  tH 
de  points  de  la  courbe  çii'Mlre  ces  deux  parallèles. 

—  948,  8*  ligne  :  da  point  0"»  an  point  F,  où  la  coiuImm. 
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n'a  que  deux  racines  réelles ,  a  et  — a.  Si  donc,  par  les  points  A , 
A'y  pris  sur  Taxe  des  abscisses  ^  de  telle  sorte  que 

PA  =  -PA'=«, 

on  mène  deux  parallèles  à  Taxe  Py,  la  courbe  sera  comprise,  tout 
entière,  entre  ces  deux  parallèles.  Remarquant,  en  outre,  qu'elle 
admet,  pour  asymptote  réelle  unique,  la  droite  dont  Téquation 
est  x-hk^^  0,  et  qu'elle  coupe  cette  asymptote  en  un  point  situé 
à  distance  finie,  dont  la  distance  à  Taxe  des  abscisses  est  —  ^^-^; 
on  trouvera,  sans  difficulté,  la  forme  de  la  courbe. 

(V.  Jamrt.) 


Questions  8»  O  (*)• 

8.  Trouver  les  axes  d'une  coni^tce  inscrite  à  un  triangle 
donné  ABC  et  ayant  son  pôle  en  un  point  donné  0. 

Les  droites  AO,  BO,  CO  déterminent,  sur  les  côtés  du 
triangle  ABC,  les  points  de  contact  A',  B^  C  de  la  conique. 

Joignons  A,  B,  C,  respectivement,  aux  milieux  a,  P,  y  des 
droites  B'C,  C'A^  A'B'  :  les  droites  ainsi  tracées  passent  par  le 
centre  <ù  de  la  courbe. 

Soient:  D  le  point  où  la  parallèle  à  BC,  menée  par  «>,  ren- 
contre AB;  9a'  et  36'  les  longueurs  des  diamètres  (conjugués) 
dirigés  suivant  fi>A  et  cdD. 

D'après  un  théorème  connu  : 

a'*=  CM .  «A ,     6'*=  oB' .  «D. 

On  peut  donc  trouver  un  système  de  diamètres  conjugués;  et, 
par  suite,  construire  les  axes. 


(*/  Le  teelevr  est  ptié  da  faire  la  Ggure,  qui  est  la  même  pour  les  deux 
questions. 
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Remarque,  La  conique  cherchée  est  :  1*  une  parabole,  si  Atf, 
B|3y  Cy  sont  parallèles  ;  3®  une  ellipse ,  si  les  droites  gmc  et  «A, 
aB'  et  fùD  sont  dirigées  dans  le  même  sens;  3*"  une  hyperbole, 
si  GM  et  fioA  9  ou  aR'  et  a>D  ont  des  directions  opposées. 

Autrement  dit  :  on  a  une  parabole ,  une  ellipse  ou  ane 
hyperbole,  suivant  que  le  pôle  0  est  sur  rdlipse  circonscrite  à  ABC 
et  ayant  pour  centre  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  (*),  ooè 
rintérieur  de  cette  courbe,  ou  à  rextérieur. 

••  Trouver  les  axes  d'une  conique  drconscrite  à  un  frfamfc 
donné  A'B'C  et  ayant  son  pôk  en  un  point  donné  0. 

Pour  ramener  cette  question  i  la  précédente,  il  suflStdsiNF' 
miner  le  triangle  ABC  formé  par  les  tangentes  en  A',  B\' 

Soient  A%  W\  C  les  points  où  les  droites  A'O,  B'O, 
contrent  B'C,  C'A',  A'B'.  Il  est  facile  de  voir  que  les  di 
B'C,  B"C"  se  coupent  au  même  point;  etc.  (J.  N.)       . 

A» 

—         * 


më 

m 
m     • 


Question  43  (**)- 

Soient  a,  b,  c,  d  ks  côtés  consécutifs  d'un  quadrikUère  ;  i  h 
droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  ;  A ,  Taire  du  quadrilûr 
tère.  1**  Démontrer  la  relation 


16i«A  =  (d*—  *•)  »/4oV— (a'  h-  c"  —  4<f)» 
^  (c«  — a«)V^46V  — (6«  +  d«  — 4J^». 

2*  Vérifier  qu'elle  s'accorde  avec  la  formule  de  M.  Dostoe  : 
l6A«=4flc»y*-(a«-5«H-  c«- d»)* (*•*). 


Ç)  Voir  NouvMe  Corre^ndance  Maihétnaiique,  t  III,  p.  SIS. 
(**)  L*objet  principal  de  cette  question  est  la  formule  qui  exprime  riireiB 
quadrilatère  en  fonction  des  quatre  côtés  et  de  la  droite  qui  joint  les  milieiix 

des  diagonales. 
C*)  NouveUei  AnnaUê,  1848. 


J)aa$  telUt'd,  lety  repréêmtetU  ki  longueurs  de$  diagonatet. 

RsiAiiQDBS.  —  1.  Les  radicaux  doivent  être  prit  avec  des  aignei 
oMoenabies. 

II.  La  formai»  proposée  dément  illusoire  sï  ^  ^  0  :  le  ^uadri' 
IttUre  est  alors  un  parallélogramme.  (E.  C.) 

1.  Soient  M,N,  P,  Q,  R,S  les  milieux  des  cAtés  et  des  diago- 
nales du  quadrilatère  ABCD. 
Posons 

BC  =  o,    CA  =  6,    ABi=c; 
DA=o',   DB  =  6',   DC  =  e'; 

Les  parallélogrammes 
MSPR,  NRQS,  MNPQ 
donnent 

a*  -H  a''=  2{p'  +  r'),  1 

6'  +  6"=2{î''-i.«'),      .    (1) 

On  déduit,  de  ces  équations  : 

o» -i- a-*  -  6*  —  6'» = aip"  -  «•), 

c«+  £■*  — a*— o-i^V  — y")? 

o'+  a'*-<-6*4-  fr"-i-  e*-»-  C'*=*(«*4-  p*+  y*); 

o'-*-  o"-!-  6"+  b"* — <?—  0"=  V*i 
b* -i- 1/*  -t- 1?  +  c"*  —  a*  —  o"  =  ia\ 

c»  +  c"  +  a»  +  a  V  6' -  6"  =  *?*  O- 


(')  Ln  formules  (S)  et  (4}  sont  dues  k  Evm.  Les  formules  (2)  ont  été 
signalées  par  C*bnot.  Od  peut  observer  que  f3*  —  r*^aa' ces  (a7a')t  ■•• 
tks  relations  peuvent  s'étendre  an  tétraèdre. 
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9.  Désignons,  par  P^»  P^t  Py>  ^  *i>^  des  panUâogranmei 
MSPR,  NRQS,  MNPQ;  et,  par  Q,  celle  du  quadrilatère  ACM). 
On  a 

par  conséquent,  Q  égale  l'aire  du  triangle  dont  les  côtés  sont 
c,  </,  3a.  D'après  cela 

ou ,  en  tenant  compte  des  ^alités  (4)  et  (9)  : 


Q=  1  V/4c'c'»—  (o«  +  o'»—  6»—  by 0 .  •    • 

4 


.    (5) 


On  trouve ,  de  la  même  manière , 


1 


P„  =.  1  !/*«««'»— (ft»^.6'»—c'—c'»)»,    .    .    .  (6) 
P^  —  il/ 46V»— (e*  +  c'*— a'-  07. 

O 

Il  est  intéressant  d'observer  que 

Pa  »=  3  (NMR  —  NSP) « i(ADB  —  ADC)  =-  (IDB  —  lAQ, 

3  3 

P^  =  *  (ACD  -  ACB)  =  1  (IDA  -  ICB); 

de  sorte  que  2P«,  2P^  sont  les  aires  des  quadrilatères  étoflés 
ACDBA,ABCDA(**). 


(*)  Cette  formiile'  a  été  troaTée,  en  18451,  par  M.  BaBT8caRiiDii(irdbio>i 
ds  Grunert),  et,  en  1848,  par  M.  DosToa  (NimoelUs  AmuOêê)^ 

(**)  L'aire  d'un  polygone  plan  {eowoexe,  eoncoioe  ou  étoili)  esl  la  9ùmm 
afgéffripie  de$  lriangle$  engendrés  par  un  rayon  voUeur  doni  Voiirimiiifa» 


—  88  — 

Si,  dans  la  formule  (5),  on  fait 

ce^  —  aa^^bb',    a-k- a'=b -k- b\  .    ...    (7) 

on  retronve  les  expressions,  connues,  de  Taire  du  quadrilatère 
îDscril  ou  ciroonserit  à  un  cercle. 

LliypothëseTiSE^ntroduite  dans  la  formule  (6),  conduit  à  ce .  ^^  M/^^<âi 
résultat  (*)  très-curieûx,  qui  parait  avoir  été  peu  remarqué  :       piA^^k^  9i^-, 

IDB  — lAG» 

ll/(c+c'-f-6+6')(c-».c'— 6— 6')(c— c'^.6— 6')(c'— c-*.6— 6'). 

S.  Menons  MM',  NN'  perpendiculaires  à  RS;  et  soit  E  le 
point  de  rencontre  des  droites  MN,  RS.  On  a 

Q  =  SMON  »  40E  (HM'  +  NN'). 

Les  triangles  semblables  MM'E,  NN'E  donnent  Tégalité 

MM'      OM'  --  OE 

NN'~OE  — ON'* 
laquelle  revient  à 

Ofi.(HM'-«-  NN'j=ON'.MM'-|.  OM'.NN'. 

Par  conséquent 

8(0N' .  MRS  -I-  OM' .  NRS) 
Q:=.4(0N.MM  -hOM.]NN')=^  JT  ■  W 

RS 

Mais,  des  égalités 

MR  =  MM'  -I-  RM'  ,    MS  =  MM    *i"  oM  , 


est  placée  in  un  point  queUonqtte  du  plan,  et  dont  l'autre  extrémité  parcourt  le 
périmètre  du  polygone,  dans  un  sen$  déterminé.  On  considère  comme  poeiHveê 
ies  ahret  décrUei  dans  un  êens,  et  comme  négalioeê  celles  qui  sont  décrites  dans 
ie  sens  contraire  (PaooHBT»  Nouvellee  Annales,  année  I8S6,  p.  573). 
O  Dû  à  M.  BaiTsaiiiBiDBa  (archives  de  Grunert,  iS4A). 
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on  lire 


MR*  -  HS' «  (RM' 4-  SM')  (RM' ^  SM')  «  aOM'.  RS. 


ou 


OM' 


irE*_B5*     a'^-o» 


SRS 


8r 


Par  analogie» 


ON' 


6'»— 6" 


8r 


De  plus,  iMRSy  4NRS  équivalent  aux  triangles  ayant  pour 
côtés  (a,  a',  2y),  (6, 6',  87).  D*aprës  cela ,  la  formule (8)  devient 


46rHî  =  (6'«— 5')\/4aV«— (a«H- o'*— 4rV 

H-  (o'«  — a«)l/4W—  (5*  ^  6'»—  4r?  (*)    .    (9) 

ce  qui  est  bien  la  relation  trouvée  par  M.  Catalan. 

De  Ih,  on  peut  déduire  facilement  Faire  du  quadrilatère,  en 
fonction  des  quatre  côtés  et  de  Tune  des  médianes.  On  a,  par 
exemple, 

et,  par  conséquent, 


8Q  W'2(6«+6'*— 2a«)«(6'*—  6«)  l/4oV«— (4a«-*.a«-*-a"— 26^— 26'V 

^  («'«—  a«)  k'46'6"—  (4«*-  6«-6'«)\    .    .    («) 

(J.  Neuberg.) 


Question  8S« 


On  joint  les  sommets  d^un  triangle  ABC  à  un  point  P;  ef  Fon 
prend  les  intersections  A',  B',  C  de<  droites  AP,  BP,  CP  avec  les 


(*)  Pour  une  démonstration  trigonométrique  de  cette  formule,  voir  iV^ 
veUeê  Annale$,  année  1873,  p.  27. 
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côtés  BC,  GAy  AB.  Trouver  quel  est  k  Heu  du  point  P,  si  ks  per^ 
pendkukdres  aux  cotés  y  en  A',  B',  C\  se  coupent  en  un  point  Q. 
Trouver  aussi  k  Ueu  du  point  Q.         (Edouard  Lxjcas.) 

SOLUTION  DB  LA  PaBWiaB  PARTIE  Q 

1.  Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence; 
soient  a',  p,  /  les  coordonnées  du  point  P.  Les  équations  des 
droites  AA',  BB',  CC  sont  : 

et  celles  des  perpendiculaires  élevées ,  aux  points  A',  B',  C,  sur 
les  trois  côtés  du  triangle  : 

(r'cos C  —  p'cosB)»  -»-  r'p—  PV«»0, 

— r'«  -♦-  («cos  A —  r'cos  C)  p  -*-  «V  =  0, 

P'a  —  «'p  H-  (p'cos  B  —  a' ces  A)  r  =  0. 

La  condition  pour  que  ces  trois  droites  passent  par  un  même 
point  9  est  exprimée  par  Téquation  : 


0. 


r' 

eosC  — 
-r' 

p' 

cos 

B 

a' cos A 

y' 

— y'cosC 

-r 

r 

a' 

r 

cosB  — 

a' cos 

Â 

En  supprimant  les  accents,  développant  et  simplifiant ,  on 
trouve  y  pour  le  lieu  des  points  P,  Téquation 

a*sin'A  (pcosB  —  y  cosC)  -«-  ^'sin'B  (rcosC  —  acosA) 

H-r*sin'C(«cosA  — pco8B)  =  0 {i) 

S*  La  courbe ,  du  troisième  degré ,  passe  par  les  sommets  du 


(*)  La  solation  de  la  seconde  partie  de  cette  Q^tettion  a  été  donnée  pré* 
cëdemmenty  t.  IV ,  p.  36i. 
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triangle  de  référence»  On  vérifie  facilement  qu*eUe  passe  aussi  : 
1*  par  le  centre  de  gravité  6  de  ce  triangle;  2*  par  le  point  de 
concours  H  des  hauteurs;  S""  par  le  point  R^  symétrique  de  H 
relativement  au  centre  du  cercle  circonscrit;  4"*  par  les  points  de 
concours  I,  i,  i'j  i"  des  droites  qui  joignent  les  points  A,  B,  C  aux 
points  de  contact  des  quatre  cercles  tangents  aux  c6tés  du  triangle. 
Ces  points  ont  pour  coordonnées  »  respectivement  : 

i  i  i 

(6) -T-7»    -T-r»    -T-^; 

810  A      sidB      sinC 

.«.  1  i  I 

(H) .     »     ; 

cosA      GosB      cosG 

(R)  cosA  — GOsBcosC^  cosB^cosCcosA^  cosG  —  cosAcosB; 

Il  1 

(0   •   •    •  .  >  ^»      .         ^; 

^  l-i-cosA        1-i-cosB        l+GOsC 

1  i  i 

^      '    *         i+cosA'       1— cosB*        1— cosC* 

*  *  ^ 

^*^  '    '    *    i  —ces a'  ~1  -hcosB*       î  —  cos'c' 


(t'O  . 


1  1  1 


•9  9      —  ■ 

{-.cosA         1  —  cosB        1-t-GOsC 


La  forme  de  Féquation  (1  )  montre  que  les  hauteurs  AH,  BH, 
eu  sont  tangentes  à  la  courbe,  aux  points  A,  B,  C. 

Si  Ton  y  fait  successivement  a  =  0,  (3  =  0,  y  =  0,  on  trouve 
que  les  côtés  BC,  CA,  AB  rencontirent  la  courbe  aux  points  a,  a' , 
et",  déterminés  par  les  équations  : 

a8in'BeosG--rsin'GcosB=sO, .  .  .  .  (A«) 
rsin^GcosA  —  «  8in*AcosC  =  0, .  .  •  .  (Ba') 
asin'AcosB  — pMn«BcosA  =  0 (Ga") 

La  somme  des  premiers  membres  de  ces  équations»  multi- 
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plies  respectivement  pas  cos  A,  cosB,  cosC,  étant  identiquement 
nulle,  les  droites  (ka\  (Ba'\  (Ca")  passent  par  un  même  potnf  D, 
qui  a  pour  coordonnées  : 

008  A       GosB       cosC 

9  »  « 

sin'A       sin^B       sinH! 

Le  point  D  est  le  point  de  contact  de  la  quatrième  tangente 
menée  du  point  H  (*). 

En  éliminant  ^^  entre  Téquation  de  la  courbe  et  celle  de  la 
médiane  AG,  on  trouve  : 

r  («sinÀ  —  rsinC)  (asinA  -♦-  y6inC)  =  0. 

Et  comme 

a  sin  A  +  7  sin  G  =  0 

représente  la  parallèle  à  AG,  menée  par  le  point  B,  il  s  ensuit 
que  les  sommets  g,  g\  g"  du  triangle  qu'on  obtient ,  en  menant 
par  les  sommets  du  triangle  ABC  des  parallèles  aux  côtés  opposés, 
appartiennent  aussi  au  lieu. 

L*équation  de  la  tangente»  en  un  pointa',  (3', y*  de  la  courbe, 
est 

«2a'  -*-  P2s'  ■♦-  y^y—^  : 
21'=»  2a'sin«A(r'cosC— p'cosB)  4-p'«sin*BcosA  — r'^sîn'CcosA, 
2i3'=-  a'sin'AcosB  -♦-2p'8in»B{<x'cosA— r'cosC)+y'*sin'CcosB, 
2^'=«"sin»AcosC  — p"8În*BcosC  -4-2y'sinH:(p'cosB  —  «'cosA). 

Pour  les  points  g^  g\  g"f  cette  équation  devient  successivemeni  : 

a  sin  A  (sin'B  —  sin'C)  +  p  sin"B  —  r  sin*C  =  0, 

—  a  sin 'A  -♦-  psinB  (sin  "G  —  6in*A)  h-  r  sinH]  =  0, 

a  sin  'A  —  p  sin'B  -«-  r  sin  C  (sin  *A  —  sin*B)=  0. 


C)  Voir  iV.  C.  M.,  U  V,  p.  86. 
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Si  l'on  élimine  cc^^ouy^  entre  deux  quelconques  de  ces  trois 
équations,  on  retrouve  les  équations  de  Aa,  B«',  Ca".  Donc  ks 
tangentes  eng^g',  g"  concourent  au  point  D. 
En  addiuonnant,  on  obtient 

a  sin  A  f sîn*B  —  sinH])  4-  p  sin  B  (sin'C  —  sin*A) 
H-  y  sin  C  (sin*A  —  sin'B)  =»  0, 

équation  de  la  tangente  au  point  6.  Donc  ta  tangente  en  G  passe 
aussi  par  le  point  D. 

Pour  les  tangentes  aux  points  1,  •,  t',  i",  on  trouve  les  équa- 
tions : 

(6  —  c)«  +  (c  —  a)p  -♦-  (a  —  6)r  ™  0, 

(6  —  c)a  —  (c  ^  a)p  -I-  (a  -f-  6)r  tas  0, 

(6  -I-  €)«-♦-  (c  —  o)p  —  (a  -♦-  6)y  «  0, 

—  (6-1-  e>s-t-  (c  H-  o)p  +  (a  — 6)y  =  0, 

dans  lesquelles  ^  pour  abréger ,  on  a  représenté  par  a,  b,  c  les 
expressions 

cosA  — cosBcosC,    cosB  — cosCeosA»    cosC^cosAoosB. 

Ces  équations  sont  identiques  à  celles  que  nous  avons  obtenues 
pour  les  droites  Rp,  R/>',  Rp",  Rp'",  tangentes  en  p^p^p'^p"' 
au  lieu  des  points  Q  (iV.  C.  M.,  t.  IV,  p.  266).  Donc  ks  droites  RI, 
Ht,  Rt',  Rr  sont  des  tangentes  cofhmunes  aux  deux  courbes,  Heux 
des  points  P  etQ. 

Z.  Appliquons,  à  la  courbe  qui  nous  occupe,  quelques-unes 
des  propriétés  que  nous  avons  démontrées  précédemment  (t.  IV, 
p.  355,  et  t.  V,  p.  81). 

Les  quadrilatères  ABCD,  99^6,  tVri,  aa'aW^  dont  les  tan- 
gentes aux  sommets  concourent,  respectivement,  aux  points  H, 
Dy  R,  X  de  la  courbe,  sont  homologiques  entre  eux,  deux  à  deux, 
et  à  tous  ceux  qu'on  obtient  en  intervertissant  à«la  fois  l'ordre  de 
deux  sommets  i|ueIconques  et  celui  des  deux  autres  :  en  outre, 
tous  les  centres  d'homologie  se  trouvent  sur  la  courbe» 
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Les  trois  points  G,  H,  R  étant  en  ligne  droite ,  le  point  R  est  le 
centre  d'homologie  des  quadrilatères  SfflfVG,  ««'a"  ;  par  saite,  les 
droites  ga,  jf'a',  g" a"  concourent  au  point  R.  Il  est  clair,  du  reste, 
que  ces  droites  sont  perpendiculaires  aux  c6tés  du  triangle  ABC. 
Si  nous  désignons  par  p,  p',  |3*  les  points  où  les  droites  Ga, 
Ga',  Ga"  rencontrent  la  courbe,  le  quadrilatère  PP'^'^R  sert 
homologique  à  chacun  des  précédents  ;  et  conune  chacun  dei 
quadrilatères  Gjf'g'g,  fGgg\  g'gGg"  est  homologique  è  oa'/H, 
il  s^ensuit  que  (3  est  le  point  de  concours  des  droites  Ga,  fJt 
g[(i\  sH;  p',  celui  de  /«,  G«',  gd',  y'H;  P%  celui  de  j'«,  j^, 
Gût^,  ff^H.  Le  point  (3  est  également  le  point  dlntersectioQ  des 
droites  It,  t  T;  p',  celui  de  !•',  iT;  P",  celui  de  ir,  tT. 

Soient  ^  f ,  /*",  F  les  points  où  la  courbe  est  rencontrée  par 
les  droites  Dp,  D(3',  DP",  DR.  On  verra,  de  la  même  manière, 
que  /'est  le  point  de  concours  des  droites  DP,  CP',  BP\  AR; 
r,  celui  de  Cp,  OP',  AP",  BR;  f\  celui  de  SP,  AP',  DP^  CR; 
F,celuîdeAp,BP',Cp'',DR. 

On  démontrerait  aisément  que  les 
points  f^  fi  f\  F  sont  ceux  qui  corres- 
pondent aux  points  T,  T',  T,  S  du  lieu 
des  points  Q  (t.  IV,  pp.  364, 266). 

Pour  construire  les  points  de  con- 
cours X,  y,  z,des  tangentes  menées 
aux  sommets  des  quadrilatères  oo'^H, 
PP'P'R,  frr^,  on  pourra  proeédcr 
comme  nous  Tavons  indiqué  précédem- 
ment (t.  V,  p.  83). 

Les  droites  Di ,  Di',  Dr,  Dl  reneon* 

trent  la  courbe  en  quatre  points,  qœ 

nous  désignerons  par  k ,  k^  i^,  K.  Le 

point  k  est  le  point  de  concours  des 

droites  AI,  Rr,Cf^DJ;  A,  celui  de  AI', 

Bl,Ct,Di';r,celui  deAt',Bt,CI,Dr;K,oeluide  As,  Bt',Cf,DL 

Leê  painu  k,  k',  k*,  K  sofsl  les  points  de  coniaei  des  itmgaim 

menées  du  pami  G.  En  effet,  les  poims  D,  I,  K  étant  en  ligne 

droite,  il  en  sera  de  même  de  ceux  où  les  tangentes  en  D,I,Ï 
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rencontrent  la  courbe  :  comme  les  deux  premiers  de  ces  points 
sont  H,  Ry  et  que  les  trois  points  H,  R,  G  sont  en  ligne  droite, 
le  troisième  est  le  point  G. 

On  démontre,  de  la  même  manière,  que  les  points  de  contact 
des  tangentes f  menées  du  point  F,  sont  ks  points  1,  T,  V\  L,  où 
les  droites  Gi ,  Gi\  Gi'',  GI  rencontrent  la  courbe.  Le  point  /  est  le 
point  de  concours  des  droites  G»,  gl ,  jT,  ^i'  ;  f ,  celui  de  Gi,  gf'I , 
ffi^  fi;  r,  celui  de  Gt",  fh  gi%  g'i;  L,  celui  de  gi,  g'i\  fi\  GI. 

Remarquons  encore  que  les  droites  KA:,  Ki',  lHk"  rencontrent, 
respectivement,  les  droites  Kk'\  k"k,  kk'  aux  points  ^,  g\  g".  De 
même,  les  droites  L/,  L/',  U"  rencontrent  les  droites  /7",  /'7,  //' 
aux  points  f,  f,  f  0-  V,  p.  81,  n*  1). 

La  méthode  que  nous  avons  indiquée  (t.  V,  p.  83,  n*"  3) 
permet  de  pousser,  aussi  loin  qu'on  te  veut,  la  recherche  des 
points  de  la  courbe  et  des  tangentes  en  ces  points. 

4.  En  jetant  un  coup  d'œil  sur  la  figure,  dans  laquelle  nous 
avons  supprimé  la  plupart  des  lignes  droites  (que  le  lecteur  est 
prié  de  rétablir  par  la  pensée),  on  voit  que  la  forme  de  la  courbe 
présente  quelque  analogie  avec  celle  du  lieu  des  points  Q  (t.  IV, 
p.  262).  Elle  se  compose  de  trois  branches ,  dont  deux  ont  deux 
asymptotes  communes,  et  dont  la  troisième  a  une  asymptote 
unique.  Mais  elle  n*a  point  de  centre ,  et  la  détermination  de  ses 
trois  asymptotes  dépend  de  la  résolution  d*une  équation  du  troi- 
sième degré,  assez  compliquée. 

Cette  courbe  appartient  à  Fespèce  que  Newton  a  désignée  sous 
le  n"*  0,  dans  sa  classification  des  courbes  du  troisième  ordre.  Le 
lieu  des  points  Q  appartient  à  la  27''  espèce. 

6.  Pour  terminer,  nous  signalerons  encore  quelques  propriétés 
du  lieu  des  points  P. 

Les  coniques  y  passant  respectivement  par  les  points  A,  B,  C, 
D,  H, ...  g,  g',  g",  G,D, ...  i,  i',  i",  I,  R, ... <x,  </, a".  H,  X, ...,  etc. 
(voir  le  tableau  ci-dessus),  sont  tangentes  à  la  courbe,  a%ix 
points  H,  D,  R,  X,  etc.,  (t.  V,  p.  88,  n»  4). 

Parmi  les  coniques  circonscrites  au  quadrilatère  gg'g^^G,  il  y 


—  64  — 


en  a  une  qui  est  tangente  à  la  courbe,  au  point  D;  et  comme  h 
tangente  en  D  rencontre  la  courbe  au  point  H,  il  s'ensuit  qne 
toute  sécante,  menée  par  le  point  H,  rencontre  la  courbe  en  deax 
autres  points,  lesquels,  avec  les  points  9,  jjr', 9",  G,  se  trouvent 
sur  une  même  conique  (t.  V,  p.  8S,  n*  8).  L*une  de  ces  sécantes 
rencontre  la  courbe  aux  points  G  et  R  ;  donc  : 

La  conique  passant  par  les  points  g,  g',  g",  6,  R ,  eti  tangente 
à  la  courbe,  au  point  G. 

De  même  : 

Les  trois  coniques,  circonscrites  au  quadrilatère  gg'g^G,  gvî 
passent  respectivement  par  les  points  (3,  ^',  P'^,  sont  tangentes  à 
ta  courbe 9  aux  points  g,  g',  g^. 

Les  quatre  coniques,  circonscrites  au  quadrilatère  ABCD,qm 
passent  respectivement  par  les  points  a,  a',  a".  H, sont  tangenta 
à  la  courbe,  aux  points  a,  a',  a",  H. 

Les  quatre  coniques,  circonscrites  au  quadrilatère  ii'iH,  fw 
passent  respectivement  par  les  points  ^,  ^\  P'^,  R,  sont  tangentes 
à  la  courbe,  aux  points  (3,  P',  ^'%  R. 

Les  quatre  coniques,  circonscrites  au  quadrilatère  kk'k'^K,  910 
passent  respectivement  par  les  points  i,  i',  i",  I,  sont  tangentes 
à  la  courbe,  aux  points  k ,  k',  k'^  K. 

Les  quatre  coniques,  circonscrites  au  quadrilatère  kk'k'^K,  qid 
passent  respectivement  par  les  points  g»  g',  g^,  G,  sont  tangenks 
à  la  courbe ,  aux  points  g,  g',  g",  G. 

Les  quatre  coniques,  circonscrites  au  quadrilatère  UTL,  qw 
passent  respectivement  par  les  points  f,  V,  V,  F ,  sont  tangentes 
à  la  courbe,  aux  points  f ,  f,  T,  F. 

5e  trouvent  mr  une  même  conique  : 

f  *    Le»  six  points    k,  if,  k",  K,  R,  F; 
2'      .     .      .        *,  if,  fc",  K,  p,  f; 

5«   .  .   .    *,  *',  *",  K,  pf,  r. 


k,  k;  k",  K.  p",r; 
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5"    Les  six  points  k^  k^  k'\  K,  A,  ce; 

6-      »     .       »  Ar,  *',  */',  K,  B,  a'; 

?•      »      »       »  4,  *',  k",  K,  C,  a"; 

8-      .      .       .  *,  it',  ifc",  K,  D,  H  ; 

9*      »      •      »  t,  »',  *",  I,   D,  X. 

(H.  VAll  AUBBL.) 


Question  ±SèV. 

Trouver  Penveloppe  de  la  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  variable  A^AsAs,  qui  reste  semblable  à  bAi-méme,  et 
dont  lés  cotés  passent  par  trois  points  fixes  Po  D2,  Dg. 

Soient  (aro^i),  (x^,  j/^),  (^3  9^0  les  coordonnées  rectangu- 
laires des  points  Dj ,  D^  »  D5 ,  et 

L,^ (x  —  Xr)  cosùL, -•-  (y  —  Vr) s\na^=  0,  (r  =  4, 2, 5) 

les  équations  des  côtésde  A^  AgAg,  dans  la  position  initiale  B^B^B^. 
Ces  côtés,  pour  une  position  quelconque  du  triangle ,  peuvent 
être  représentés  par 

K,^  (X  —  X,)  COS  («r  -<-  «0  "*"  (y  —  yr)  siu  («,4-^  =  0, 

d  étant  un  angle  variable.  Développons  cos  (a,  +  d),  sin  (a^  H-  d), 
et  posons 

M,^  —  (x  —  Xr)  sino,.  -H  (y  —  y^)  cosocr; 

nous  aurons 

K,sL,cos*-«-M,sin^n (i) 

Les  équations  M|  =  0,  M^  >»  0^  Mj  «=  0  représentent  les  per- 


(*)  Diaprés  Pusage  suivi  dans  les  Notations  abrégées,  une  même  lettre 
sert  à  désigner  une  ligne  quelconque  et  le  premier  membre  de  son  équation. 
VL  5 


" 
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pendiculaires  à  B2B3»  B^B^ ,  B|Bs,  menées  par  D| ,  D|,  Dg  :  soit 
CiC^Cs  le  triangle  correspondant. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  circonférence  A^AjAs  a  pour 
équation 

U  5  K|Kt  sin  A|  -t-  k,R|  sin  A|  4-  KgKi  sin  â«b  0, 

A|»  A9,  As  étant  les  angles  (constants)  du  triangle  mobile.  Rem- 
plaçant K|y  Ks,  K5  par  les  valeurs  (1),  et  ordonnant  par  rapport 
à  cosd  et  siudy  on  obtient 

UsN>*+Pjl  +  Q; (2) 

après  avoir  fait,  pour  abréger  : 

N  ^  2  L|Li  sin  A|,    P  ^  ^  (LiMs  +  L|M|)  sin  Asi 

Les  points  de  contact  de  Vf  avec  son  enveloppe,  vériBent  les 
équations 

2NA^.P  =  0,    Px-f.2Q»0 (3) 

L*élimination  de  >  conduit  à  Téquation  de  Fenveloppe  : 

V  =  P«— 4NQ«^0, (4) 

équation  que  Ton  peut  mettre  sous  les  formes    - 

^(LiM,— L,lf«)*sin'A8 
-aSCI-iM,— l,M0(UM5— UM,)8inA,8inA.=  0,.    .   (5) 

2  ±  V/(L|M,  —  L,M,)  sin  A,  =  0 ((Sj 

L'analogie  de  Téquation  (5),  et  de  celle  d'une  conique  inserite 
au  triangle  de  référence  »  est  manifeste  :  nous  en  déduirons  ks 
principales  propriétés  de  V. 

On  trouve  aisément 


J 
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OfbfC  élaDt  des  constantes.  Par  conséquent ,  Téquation 

L|Hf  —  L|M|  es  0 

représente  la  circonférence  X^AJb^C^. 
Soient 

S,=(a:-p,)«+(y-5f,)»-R;-0  (r«i,2,5) 

les  équations  des  circonférences  AjAsBiCo  AsAiBjCs,  Af  A^BsCg; 
O  le  point  commun  à  ces  lignes  (*);  0| ,  0^,  O^  leurs  centres 
respectifs.  Les  équations  (5) ,  (6)  équivalent  à  : 

2sÎ8in*A,  — 22SiS,sin«Atsin«A,  =  0,   .    .     .    (5') 
siu*A||/^db8in«A,|/^db8iD»A,l/S8  =  0.    .     .    (6') 

De  là,  on  conclut  que  :  1^  V  touche  les  circonférences  0^ ,  O2» 
Os;  2*  il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  longueurs  des  tan- 
gentes menées,  de  chaque  point  de  V,  à  ces  circonférences. 

On  sait,  par  la  théorie  des  coniques ,  que  les  lignes  représen- 
tées par  (5'),  et  par 

se  touchent,  lorsque  Ton  a 

sin'Ai       sin'As       sin*As       ^  ,^. 
:  H :  -i =  0 .             .    .    (7) 

f*l  f*«  A«8 

Or,  le  lieu  T  ('*)  est  une  circonférence  passant  par  0,  et  dont 


(*)  On  peut  démontrer  qoe  ces  lignes  passent  par  an  même  point ,  soit 
|iar  la  Géométrie,  soit  par  la  forme  suivante  de  leurs  équations  : 

Uf        Lg         Lg        JL|         L^         Uji 
Mf       Mg       Bfg       Mj       H^        Mg 

(•*)  On  a 

T  ^  («»  -♦-  y«)  (Ml  -♦-  Mj  -4-  /*,)  —  2«  It^iPt  -♦-  M,p,  -♦-  fSPi)- 
Donc  réquation  Ts=0  représente  une  circonférence  dont  le  centre  M  a 


—  68  — 

le  centre  a  pour  coordonnées  barycentriqnes ,  par  rapport  lo 
triangle  OfOsOsJes  quantités  fX|yfJ4|,(x,;  Téquation  (7)  (*)  repré- 
sente la  circonférence  circonscrite  au  triangle  O^OsOg.Par  suite, 
r enveloppe  cherchée  coïncide  avec  l'etiveloppe  des  circonfirenca 
passant  par  0  et  dont  le  centre  parcourt  la  circonférence  Qfifii» 
ce  lieu  est  la  podaire  de  0,  par  rapport  à  une  circonférence  hmxh 
thétique  à  la  circonférence  O^O^Os,  ^  ^^^^^  ^  centre  d'homothéA 
et  le  rapport  de  similitude  étant  égal  à  % 

D'autres  propriétés  intéressantes  résultent  de  TinterpréUitioD 
géométrique  des  équations  (3),  (4).  Observons»  d'abord,  queia 
quantité  P  est  une  fonction ,  du  premier  degré,  de  x,  y  ;  que  les 
lieux  N,  Q  sont  les  circonférences  circonscrites  i  Bfij^  et 
à  CiCsCg;  que  les  équations  (3)  représentent,  chacune,  des 
circonférences  passant  par  deux  points  fixes.  D'après  cela  : 
i*  Les  quatre  points  de  contact  de  V,  avec  les  circonférences  àr- 
conscrites  à  deux  des  triangles  A^  A^As,  qui  ont  leurs  côtés  perpen- 
diculaires, sont  sur  une  même  droite  Ç*)  ;  3"  //  existe  un  rapport 
constant  efitre  le  produit  des  tangentes  menées ,  d'un  point  qui- 
conque de  Yy  à  ces  circonférences,  et  la  distance  de  ce  point  à  U 
droite  qui  passe  par  les  quatre  points  de  contact;  3®  la  courbe  V 
est  le  lieu  des  intersections  des  lignes  homologues  de  deux  /!n»- 
ceaux  homographiques  de  circonférences. 

Si  Ton  multiplie  Tidentité  (2)  par  4N,  on  peut  écrire 

(2Na  -♦-  P)«— 4DNsP«— 4NQs  V. 


pour  coordonnées  (cartésiennes) 

par  suite,  les  quantités  Mi»  Mt*  ^s  ^^^  proportlonneUes  aux  aires  MO fi^^ 
MO,Oi,MOiO«. 

(*)  Soient.:  m^j  ^«  m,  les  longueurs  des  côtés  du  triangle  OjO,0|; 
^i,  ^a,  ^,  les  distances  de  M  à  ces  côtés.  On  peut  remplacer  fc,,  Mi>  Mi  pv 
fti^i,  m,^,,  m,^,,  on  encore  par  i^  sin  A^,  J,  sin  Â„  ^,  sin  A,;  car  les  an|^ 
da  triangle  0|0,0,  sont  égaux  à  ceux  de  A^A^K^ 

(**)  On  peut  prendre,  pour  position  initiale  B|6^Bg,  une  position  qui- 
conque de  Â|A||à,. 
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Par  conséquent,  ks  points  de  contact  de  Y,  avec  ^kux  des  ctV- 
conférences  (*)  circonscrites  aux  triangles  A^ÂsÂs,  sont  sur  une 
même  circonférence.  (J.  Neuberg.) 


Question  138» 

Déterminer  directement ,  au  moyen  de  la  table  des  nombres 
premiers,  le  dénominateur  du  n*^"*®  nombre  de  BemouUi.  Démon* 
irer,  en  particulier,  les  propositions  suivantes  : 

i^  Si  p  et  q  sont  premiers  entre  eux,  le  dénominateur  de  Bpq 
est  divisible  par  le  produit  des  dénominateurs  de  Bp  et  de  Bq. 

2^  Si  3p  -4- 1  est  un  nombre  premier,  ce  nombre  divise  le  déno- 
minateur de  Bp  (**).  (É.  Lucas.) 

D*après  le  théorème  de  Staudt,  on  a  pour  Bu  cette  expression 

i  1  i  i 


â       2a  H-  i       2^  +  i  2a  +  i 

dans  laquelle  An  étant  entier,  les  nombres  a,  p,  ...  A  sont  les 
diviseurs  de  n  teis,  que  2a  -i-  1,  2(3  -h  1, ... ,  2X  +  1  soient 
premiers.  Or,  on  sait  qu'en  posant 

A.H---+- 


2       2a  -*-  i  2Ji  H-  i       2(2a-i-i)(2p-*-  i).-  (2x  H- 1) 


(*)  Les  circonférences  U,  N. 

{**)  n  n'est  peut-être  pas  inutile  de  faire  observer  que,  dans  cette  Question, 
bien  que  proposée  par  H.  Lucas,  les  nombres  de  Bernoulli  ne  sont  pas  définis 
par  régalité  symbolique 

(B4-l)p— Bi»=sO, 
mais  par  Téquation 

(2n  +  l),B,-(2n-l- 1)48,4. ...  -4-  (-  l)«+'(2n  +  l),«B„«n-  f , 

oii  (2»H- 1)„  (2n  .|-  4)4,...  désignent  les  coefficients  de  a?*,  »*, ...  dans  le  déve- 
loppement de  (i  +  x)*» + *.  (R.) 
Voir,  tome  V,  page  282,  la  Note  de  M.  Brocard.                    (E.  G.) 
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les  nombres  C«  et  2(2a  -H  1)  (2p  -»-  1)  ...  (2X  -t- 1)  sont  pre- 
miers entre  eux.  Il  en  résulte ,  pour  la  détermination  indépen- 
dante du  diviseur  de  Bn»  le  procédé  suivant. 
Soient  a,  p, ... ,  X  les  diviseurs  de  n.  Parmi  les  nombres 

prenons  ceux  qui  sont  premiers.  Le  double  produit  des  nombres 
obtenus  sera  le  dénominateur  cherché. 
Par  exemple,  pour  Bto,  on  a  les  diviseurs 

i,    2,    4,    5,    iO,    20;       , 

les  nombres  2a -h  1^  2P  -i- 1> ...  deviennent,  respectivement: 

3,    5,    (9),    H,    (21),    «; 
et  9  par  conséquent ,  le  dénominateur  de  Bm  est 

2.3.5.11.4!  a  13530. 

La  proposition  2",  de  M.  Lucas,  est  une  conséquence  immé- 
diate du  théorème  de  Sitaudt;  et  la  proposition  1%  un  peu  modi- 
fiée, en  résulte  de  même,  par  la  considération  suivante. 

Soient  : 


B,= 


B. 


2(2c» +  l)(2p -+-!).. .(2x-*-l) 


'f 


2(2«'  -♦- 1)  (2p'  4-  1)  ...  (2^-4- 1) 


R-  "^ 


•^     2(2a"  H- 1)  (2p"  -♦- 1)  ...  {2a"  -*- 1)  ' 

a,  P,  ...  X;  a',  ^',  ...  }!;  a",  P'\  ...  V  étant  déterminés  au  moyen 
de  la  règle  donnée  dans  ce  qui  précède.  Cela  posé,  on  a 

«  =  «'««"  =  !,• 

puis,  les  diviseurs  de  p  et  de  9  étant  aussi  diviseurs  de  pg,  les 
nombres  P, ...  >,  |3', ...  V  figurent  tous  parmi  les  nombres  ^" ...  ^"< 
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De  plus,  comme  les  nombres  ^,  ...,X|  ^\  ...,  V  sont  inégaux,  le 
produit 

2.3(2p"H-i)...(2>"-f.i) 

est  divisible  par  le  produit 

2- 3 (2p  -H  i) ...  (2A  4-  i)  (2p' -I-  i)  (2A'  H-  1). 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  petq  sont  premiers  entre  eux,  le  dénominateur  de  B^  est 
divisible  par  la  sixième  partie  du  produit  des  dénominateurs  de 
Bp  et  de  Bq. 

Voici  les  valeurs  des  seize  premiers  nombres  de  Bernoulli , 


représentées  conformément  à  la 


-.8.=     - 


+  Bt=     — . 


~B,=     - 


B,=     ~ 


—  Bm=      - 


-^  Be=      — 


brmule  de  Staudt  : 


—  B7=       —  2-1-   -H- 


Bs 


—  Bgs=    —  56-4---f---i---*-7-- 


B 


1     i 

i-*-5' 

1       i       i 

2-*-i-*-5' 

i       1       1 

i*5-*-7* 

i       1       1 

2       3       S 

1        t         1 

--•---♦-  — . 
2       3       11 

1       1       1 

1        1 

-  H 1-  -  -h 

2      S      S 

7"*'l3 

1       1 

2-*-5' 

1       1       1 

1 

H  -  -H  — -H 

2       3       5 

17* 

1     1     1 

1 

1-  -  H 1- 

2      3      7 

19* 

1       1       1 

1 

». 1 H 

2       3       5 

11 

-l-6-l----fr-  --t--H =: 


-♦-  528  -i-rH 1 1 r 
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S    .  3      33 
-.B„-  ^-86879  +  -  +  -^.-+-  +  -. 

—  B|^  — 1435518.1-1+1. 

-^»"=        H-27Î98330M.1  +  1  +  1  +  1. 

-»« 60188087»H.*+^^.*+l  +  l 

+  B„==-»-15H63l5766+ 5  +  1-I.1  +  -1. 

2       5       5       17 

Remarque.  En  appliquant  le  théorème  de  Staudt  au  cas  parti- 
culier où  n  est  un  nombre  premier,  on  obtient  cette  proposition: 

Si,  n  étant  premier,  2n  +  1  esl  un  nonU^re  compm^  Bi  a  fc 
dénominateur  6.  (Radicu.) 


Question  14I3« 

Trouver  k  lieu  du  centre  du  triangle  équilatérai  dont  les  son- 
mets  sont  situés  sur  trois  droites  fixes.  (É.  Lccas.) 

Nous  généralisons  la  question,  et  nous  allons  démonU%r  que: 
si  un  triangle  ABC,  inscrit  à  un  triangle  fixe  MNP,  se  meut  m 
restant  semblable  à  lui'méme,  un  point  quelconque  de  sonpbs 
décrit  une  droite. 

Démonstration  analytique.  Soient 

âr^sssXCOSCtr^  ysinoc^ — Pr^^O  (fss  1,3,1) 

les  équations  des  côtés  du  triangle  6xe  MNP;  (x,  y)  les  coor- 
données du  point  0  du  lieu. 
Les  angles  des  droites  OA,  OB,  OC,  avec  Taxe  des  abscisses, 
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peuvent  être  désignés  par  Pi  -H  f  i  l^t  -*-  ?«  Ps  +  9)  et  les  lon- 
gueurs de  ces  droites  par  Xp^  »  'Xp^,  Xp,  :  f  et  A  sont  deux  para- 
mètres variables;  ((3^ ,  |3,,  (S,),  (p^ ,  p,,  ps)  sont  des  quantités 
constantes.  Par  conséquent,  les  coordonnées  de  A,  B,  G  sont  de 
la  forme 

X  -H  >prCos(p,.  -4-9),    y  -¥-  >pr8in(p^  +  (p). 

En  exprimant  qu'elles  vérifient  les  équations  des  directrices,  on 
obtient  trois  équations 


^^>p,cos(p,  +  ç  —  flv)  =  0, 


(r  =  l,2,3) 


entre  lesquelles  il  est  facile  d'éliminer  les  variables  Xcos  7,  Xsinf . 
On  trouve 

-.        €08  (p4  —  «1),       Sio  (Pi  —  a,) 
?i 

-•     cos(p,— o,),     8in(pi  — «,)      =0, 

-.     cos(p8— «,),     8in(p,— a,) 
P» 
ou 

2-sin[(«,-«,)-(ft-p,)]«0; 
pi 

donc  le  lieu  du  point  0  est  une  droite. 

Démonstration  géométrique.  Les  circonférences ,  circonscrites 
aux  triangles  MBG»  NCA,  PAS,  se  coupent  au  même  point  6). 
Les  angles  COB,  AOC,  BOA  étant  les  suppléments  de  M,  N,  P,  le 
point  (ù  reste  toujours  son  propre  homologue,  par  rapport  à  ABC  : 
il  est  même  fixe,  relativement  à  MNP;  car  les  angles  ONA,  OPA 
sont  égaux  à  OC  A ,  OBA  ;  et  ceux-ci  sont  invariables. 

Par  conséquent,  si  un  triangle  inscrit  à  un  triangle  fixe  se  meut 
en  restant  semblable  à  lui-même,  il  eociste,  dans  le  plan  mobile, 
un  point  qui  reste  fixe. 

Considérons,  maintenant,  le  triangle  uNO,  toujours  sem- 
blable à  lui-même  :  un  des  sommets  est  fixe,  un  autre  décrit  une 
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droite  NP;  donc  le  troisième  sommet  O  décrit»  égalenieDt,  ane 
droite  qui  fait,  avec  NP,  un  angle  égal  à  NcoO. 

Soit  I  un  autre  point  du  plan  mobile  ABC.  O  et  I  déeriTeoi 
deux  droites  faisant,  avec  NP,  des  angles  égaux  à  NooOyOuI; 
donc  Tangle  de  ces  droites  est  égal  à  tt  —  Cksl.  De  \k,  on  oonclat 
que: 

5t  un  triangle j  inscrit  à  un  triangle  fixe,  se  meut  en  reifoiU 
âetnblable  à  lui-même,  toute  droite  (*)  de  ce  plan  enveloppe  we 
parabole  ayant,  pour  foyer,  le  point  fixe  du  plan  mobile;  et  kt 
points  de  cette  droite  décrivent  les  tangentes  à  la  parabole. 

(J.  Nbcberg.) 


QTiestioiUi  dTO»  STl. 

870.  On  donne  une  droite  AB,  de  longueur  I;  on  prend,  su 
hasard,  un  point  C  entre  k  etB;  puis ,  au  hasard ,  un  point  D 
entre  C  et  B. 

Quelle  est  la  probabilité  P  que  deux  des  longueurs  AC,  CD, 
DB  soient  plus  petites  qu'une  longueur  donnée  a? 

S7I.  On  casse,  au  hasard,  en  trois  morceaux ,  une  barre  df 
longueur  I.  Quelle  est  la  probabilité  P  que  deux  de  ces  trois  mer' 
ceaux  soient  plus  petits  qu'une  longueur  donnée  a  ? 

(E.  Lbhoinb.) 

Supposons  que  Ton  prenne,  sur  les  droites  /  et  a,  des  points 
équidistants ,  qui  les  partagent,  respectivement ,  en  m  et  n  seg- 
ments égaux  à  e  ;  supposons ,  en  outre,  que  la  division  delà 
droite  /,  en  trois  segments,  ne  puisse  se  faire  qu'en  ces  points,  de 
sorte  que  les  trois  segments  contiennent,  respectivement,  x,y,  2 
fois  la  longueur  e.  Pour  rentrer  dans  Ténoncé  du  problème,  il 


{*)  La  droite  Of,  considérée  ci-dessus. 

Les  côtés  de  HBG  enveloppent,  également,  trois  paraboles. 
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suffira  de  faire  tendre  6  vers  zéro  ;  ce  qui,  en  même  temps,  rendra 
légitime,  a  posteriori^  Tliypothèse  que  nous  avons  faite  :  qu'une 
même  longueur  e  puisse  être  une  partie  aliquote  de  deux  lon- 
gueurs quelconques  l,  a.  Cela  posé,  nous  distinguerons  trois 
cas  : 

1°  /^3a.  Si  les  trois  segments  ne  sont  pas  moindres  que  a, 
il  y  en  a  un  non  inférieur  à  a;  alors  les  deux  autres  ayant  une 
somme  non  supérieure  à  a,  sont  moindres  que  a.  Tous  les  cas 
sont  donc  favorables,  et  P  =  1 . 

3^  f  ^  3a.  Il  y  a  évidemment  autant  de  façons  de  partager  / 
en  trois  segments ,  que  Féquation 


m 


admet  de  solutions  entières  et  positives  :  le  nombre  total  des  cas 
estdonciîiiiîy=i:î\ 

En  second  lieu ,  les  cas  favorables  sont  ceux  qui  correspon- 
dent aux  solutions  renfermant,  pour  deux  des  inconnues,  des 
valeurs  moindres  que  n.  Supposons  d'abord  que  x  et  y  soient 
ces  deux  inconnues  :  pour  avoir  toutes  les  solutions  favorables, 
il  suffit  d'attribuer  à  x  les  valeurs  1,  3,  3, ...  n  —  1,  et  de  les 
combiner  avec  les  mêmes  valeurs  attribuées  à  y  ;  ce  qui  donne 
(h  —  1)^  solutions  favorables,  correspondant  à  la  combinaison  xj/. 
De  plus,  toute  solution  favorable,  correspondant  à  la  combi- 
naison xj/j  renferme,  pour  z,  une  valeur  supérieure  à  n;  car,  à 
cause  de  2  ^  3a,  on  a  m  ^  3n;  et  comme  x  -f-  y  est  moindre 
que  2n,  il  reste  pour  z  une  valeur  supérieure  à  n.  Donc  toute 
solution  favorable,  correspondant  à  la  combinaison  xy,  n'est  pas 
répétée  parmi  les  solutions  favorables  correspondant  aux  deux 
autres  combinaisons xz  et  yz;  donc,  enfin,  il  y  a,  pour  chacune 
de  ces  combinaisons,  (n —  1)^  solutions  favorables  :  le  nombre 
total  des  solutions  favorables  est  3(n  —  1)^. 
^     Par  conséquent, 

6(n  — !)•  6(o-.«)« 


(m  — l)(m  — 2)      (/-«)(/— 2€)' 
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et,  si  l'on  fait  tendre  e  vers  zéro  : 

6a* 
P=-=6*'. 

S""  3a  ^  /  ^  3a.  Lorsque  Ton  compte  les  solutions  favorables, 
correspondant  à  la  combinaison  ocy,  il  faut  distinguer  les  sdo- 
lions  renfermant,  pour  z^  une  valeur  inférieure  ou  non  inférieure 
à  n.  Les  premières  étant  comptées  parmi  les  solutions  favorables, 
correspondant  aux  combinaisons  xz  et  yz,  leur  nombre  ne  doit 
pas  être  multiplié  par  5.  Soit  |x  ce  nombre  :  celui  des  autres  solo- 
tions  est  (n  —  1)^ — fx;  et  le  nombre  total  des  solutions  favora- 
bles est 

N=  ;«  +  5[(n  — I)*— p]  =  3(n  — 1)«  — 2fi. 

Il  s'agit  de  déterminer  fx,  ou  le  nombre  des  solutions  renfermant 
à  la  fois,  pour  les  trois  inconnues,  des  valeurs  moindres  que*. 
Posons 

xœsii  —  x',    yB=n  — y',    «=sn  —  «': 

réquation 

devient 

x'  -♦-  y'  4-  z'  «sa  3fi  —  m; 

et  fx  est  égal  au  nombre  de  celles  des  solutions ,  de  la  deaxième 
équation,  qui  renferment,  pour  les  trois  inconnues,  des  valeurs 
inférieures  à  n.  Or,  toutes  les  solutions  de  cette  équation 
satisfont  à  cette  condition;  car,  à  cause  de  m  ^2n,  Sn—n 
ne  surpasse  pas  n.  Donc  fx  est  égal  au  nombre  des  solations 
entières  et  positives  de  Téquation 

x'+  y'-t-  z's^Zn  —  m. 

Par  suite, 

(3n  —  m  —  i)  {Zn--m^  2) 

^  2 

N  «  3  (n  —  1  )«  —  (3»  —  m  -  i  )  (3n  —  m  —  2). 


J 
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Le  nombre  total  des  cas  étant  toujours  (»-"*H**— *)^  on  a 


Pt=2 


..  (m-i)(m--2) 
5(g  — c)«  — (3a-f  — c)(5a  — f  — 2g) 
■=^  (i-€)(/^2e)  ^ 

et,  en  faisant  tendre  e  vers  zéro, 

P=2^'~^p^^^^'-2[5)P-(5*-iy]. 

Pour  *=i,  celte  formule  s*accorde  avec  la  formule  P=6*'; 
et  y  pour  it  =  1^  elle  donne  P  «=  1  • 

En  résumé ,  il  y  a  trois  cas  à  distinguer,  pour  chacun  desquels 
il  y  a  une  formule  différente  : 

0<*^i.     P  =  6fc'; 
—     ""3 

;^*^V     P  =  2[3ik'-(3*-i)«]; 


2—    — 


(Ernest  Cbsaro.)  (*) 


Question  S88< 


Si  Sn  M<  égal  à  la  somme  des  restes  du  nombre  entier  n,  divisé 
par  chacun  des  nombres  naturels  qui  le  précèdent,  on  a 

(Proth.) 


(*)  Cette  solution  donnera  lieu,  peut-être,  a  diverses  remarques.  En  les 
attendant,  nous  rappelons  que  les  Auteurs  sont  responsabUB  de  leurs  articles, 

(E.  C.) 
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Plas  fénénlaneot,  st  fvk  e$i  la  josum  des  dicueitn  de  d, 
ON  a 

Soient  R^»  R'^  les  restes  de  »,  » —  1,  par  a.  On  a 

si  a  ne  divise  pas  n;  mais  si  a  est  un  diviseur  den,  R«  =aO,et 

r;=._I=(r^-I)  +  .. 
Donc 

S^=(R,—  I)  -^  (R,— I)  +  -.  -H  (R^i—  4)  +  2« 

Or,  Za  est  la  somme  des  diviseurs  de  n,  inférieurs  à  n;  ainsi 

2i«  = /W  —  n. 

U  aulre  part,  R».t  est  égal  à  Punité.  Done 

S.,,=S.-I -(11-2) +  /«-«; 
puis 

S„-i-/ii  =  S.^H.2it-l. 

CoROUAiRBS.  —  I.  Si  11=:  3^,  on  a 

et,  par  suite.  S»  =  S»  .  t.  {Question  388.) 

II.   En  changeant  n  en  n  — *  1|  etc.»  et  en  ajoutant,  on 
trouve 

m.  Si  Ton  écrit 
J\  -^Jh H-  ••  -i-Jn  =  n*— S„=  (n— R,) h- (n-R,) h-  —  -*- (n-BJ, 

(•)  AT.  C.  if.,  t.  IV,  p.  529. 


J 
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on  peut  énoncer,  sous  une  forme  plus  simple ,  le  théorème  pré- 
cédent. (fiuesHon  447.)  (Ernest  Gbsaro.) 


Question  4kOB. 

Detix  poids  p,  p'  sont  fixés  à  un  même  fil  passant  par  les 
foyers  d'une  conique.  Un  point  M  du  fil  parcourt  la  conique. 
Déterminer  les  positions  d'équilibre  du  système. 

(H.  Brocard.) 

Le  point  M  est  sollicité ,  vers  les  foyers»  par  les  forces  p,  p\ 
Pour  qu*il  f  ait  équilibre,  la  résultante  de  ces  forces  doit  être 
normale  à  la  conique;  elle  doit  donc  diviser  en  parties  égales 
Tangle  des  rayons  vecteurs  y  ou  Tangle  supplémentaire,  suivant 
que  la  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  :  dans  le  cas 
général,  de  p  différent  de  p\  cela  ne  peut  arriver  que  si  Tangle 
est  nul,  c'est-à-dire  si  le  point  M  se  trouve  sur  Taxe  focal.  11  y 
a  donc  deux  positions  d'équilibre  dans  Tellipse,  et  une  seule 
dans  rhyperbole.  Mais,  si  la  conique  est  une  ellipse,  et  si  les  deux 
poids  sont  égaux,  il  y  a  toujours  équilibre;  car  alors  la  résul- 
tante des  deux  poids  est  normale  à  rellipse,  dans  toutes  les  posi- 
tions du  fil. 

(Ernest  Grsaro.) 


Qneatlon  400. 

Démontrer  que  : 

(»+*)»     i 

0               0          ...         0 

(n+2),  {n+iUt 

i              0          ...        0 

(n+3),  (fH-3)H4 

(n-H3U      *          •••        0 

.    .  ^ .    .    . 
(«-t-r),  («+r)^ 

(»n-r>H«  {n+r)^  ...  (fn-r),H*- 

=  (n-*-r)e 
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le  symbole  nk  désignant  le  nombre  de  combinaisons  de  n  lettn$, 
kàk.  (G.  MoBBRO.) 

Soii  Rr  le  déterminant  dont  il  s'agit  de  trouver  la  valeur. 
Nous  savons  que  nft=sn».jk;  nous  pouvons  donc  mettre  Rr  soos 
la  forme  : 


(n+1) 

1 

0 

(«+«). 

(n+2) 

1 

(n+3), 

(n+5). 

(«+5) 

0 

1 


(»  +  r),    {n-^r^,^    («H-r)^»    (»+rV_.    ...    (n-k-r) 


Soient  R|y  R),  R39 ...  Rr^i  les  déterminants,  analogues  i  Rr, 
contenant,  respectivement,  1 ,  2^,  3^, (r  —  1)'  éléments. 

Si  R|,  R2»  Rs  •••  Rr- 1  sont,  respectivement,  égaux  à  (n  -4-  i), 
(n  -+-  2)2,  (n  -H  3)5,  ...  (n  -*-  r  —  l)r- 1>  nous  aurons  aussi 
R^  «  (n  -f.  r)r. 

En  effet,  désignons  par  Mr-i  le  mineur  de  Rr,  relatif  &  rêlé- 
ment  1  de  la  (r  —  1)*~  ligne  : 

Appelons,  de  même,  Mr.t>  Mr— s?  •••  Mf  les  mineurs  relatifa 
aux  éléments,  égaux  à  Tunité,  qui  se  trouvent  dans  la  (r — 2)^^, 
dans  la  (r  —  3)*"^...,  dans  la  1'*  ligne  des  mineurs  Mr-ii 
Mr— «f  —  M2;  nous  aurons  : 

Mr_|  e=  {»  +  r)i  Rr-l  —  M^-i, 

Mr-i»»  {n  -f-  r)z  R,._i  —  H^-a) 


M,  =  (n-*-r)^iRi  — M|, 

M,-(wH-r),. 


Remplaçant  R^  9  Rj, ...  Rr— 1  >  et  AI4,  M2, ...  Mr— 1,  par  leurs 
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vnleurs,  on  trouve 
R,=  (n  -«-  r)  (n-*-  r—  i)r_i—  (n  +  r)t{n+r  —  2)^f—  ±(n  +  r)^ 

Mais  : 
(n+r) (n+r-i)^,  =  (n+r) •   |  ^  5  .  /y_^/ -=  («-»-»•)' X  r, 
r«u.,.^  u^^    9\    _(«-*•*•)(«•*-»•— 0    (n+r— 2) ...  (n^-l) 


=  (n+r),X 


(r-2) 
r(r— <) 


,i.2 


(n+r),(n+r— 3)^,=  («+r),  X       ,1^       î 

et  ainsi  de  suite.  Donc 

R       r«+r>    ir      r(r-i)       r(r-<)(r-2) 
R,=(„+r),  jr __  +  __^-^_ ...  d=  1 

D'après  la  formule  du  binôme,  la  quantité  entre  parenthèses 
est  égale  à  Tunité.  Par  conséquent 

Ainsi  y  le  théorème  est  démontré  pour  Rr,  s'il  est  vrai  pour 
Rr  — 1>  Rf—), ...  R|.  Or,  on  trouve,  par  un  calcul  direct  : 

Ri=(n-*-i), 

R,=  (n  H-  i)  (»  -f-  2)  —  (n  -*.  2),  =  (n  +  2),. 

.  La  formule  de  M.  Moreno  est  donc  vraie  aussi  pour  Rg, 
R49  — Rr-tf  Rr;  c'est-à-dire  qu'elle  est  établie  d'une  manière 
générale. 

Em.  Colart, 

élère  de  pTemière  année  à  TÉcole  normale  des  Sciences,  de  Gand. 


VI.  6 
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Qiiectloii  4m. 

THÉORiMB.  Si 

m 

(ma 

(Crour.) 
En  effet, 

Si,  -^  S,^  +  Sj,  H-  ...  ^  S«,  «Se»*  —  i  -^  ^)»* 

(E.  Cesaro.) 


Question  487. 

Si  le  nombre  des  variations  de  signes ,  dans  la  suite 
iy    cosor,    co8  2x,    cosSx,    ...    cos(n  —  i)x, 

est  Vdi  {«  rapport^ a  pour  limite  ^,  quand  n  croit  indéfinimenl* 

(J,  KdifiG.) 

Il  est  clair  que  le  nombre  des  variations  de  signes  devient  cd 
lorsqu'on  suppose  Tangle  (n  —  l)x  compris  entre  les  limites 

En  désignant  par  e  une  quantité  comprise  entre  —  1  et  + 1» 
on  a  donc 

ou 

v^      n  —  i  X       € 

n  n      ir       2n 


—  83  — 

Par  conséquent,  pour  n  infini, 


(Radigu.) 


Questions  495*  406* 

495.  Si  M,  H'  sont  les  points  où  deux  bissectrices  d'un  triangle 
rencontrent  les  côtés  opposés;  la  distance  de  tout  point  de  la 
droite  HlWj  au  troisième  côté,  est  égale  à  la  somme  des  distances 
du  même  point  aux  deux  auh*es  côtés.  (E.  Cesaro.) 

496.  SiMfWf  M"  sofU  les  points  où  les  trois  arêtes  du  som» 
met  d'un  tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  opposés;  la  distance  de  tout  point  du  plan  MM'M'',  à  la 
face  opposée,  est  égale  à  la  somme  des  distances  du  même  point 
aux  trois  autres  faces.  (E.  Cesaro.) 

1®  Si  Ton  prend,  pour  triangle  de  référence,  le  triangle  donné, 
réquatipn  de  la  droite  MM"  est  : 

OU 

3®  Si  Ton  prend,  pour  tétraèdre  de  référence,  le  tétraèdre 
donné,  le  plan  MM'M"  a  pour  équation  : 

p-^r  -¥-  <f  —  «  =  0; 
d*où 

a  =s  p  -4-  y  -♦-  ^. 
C.  Q.  F.  D.  (H.  VAN   AUBEL.) 

Autres  solutions  par  M.  Tinel ,  élève  au  Lycée  du  Havre. 
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Question  803* 

Le  produtÈ  des  coordonnées  du  centre  d'un  polygone  régtUkr^ 
rapporté  à  deux  axes  rectangulaires,  est  ht  moyenne  arithmè' 
tique  des  produits  des  coordonnées  de  ses  sommets. 

(6.   CfiSARO.) 

Soient  :  S|,  Ss  ..*  Su,  les  n  sommets  du  polygone  régulier  ;  Xf^j^; 
X),  2^) ; ...  Xnf  yn  leurs  coordonnées  par  rapport  à  deux  axes  rectan- 
gulaires Cxy  Cy  passant  par  le  centre  C;  a,  Tangle  S^Cr^raxeCx 
passant  entre  S^,  S»;  P,  Tangle  au  centre  du  polygone;  n  le 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

Si  Ton  considère  Fexpression 


(*)  J*ai  été  amené,  comme  il  suit,  à  considérer  une  telle  ezpressioD  :  il 
faut  démontrer  que 

n 

Si,  pour  changer  la  direction  des  axes,  en  conservant  Forigine,  on  bit, 
dans  cette  formule  : 

a;  =  XoosO^YsinO,     asAoosO^BsinO, 
y  ss  X sin  0  +  Y  cos  6,     6=  A $io  0  ^  Boos 0; 

il  vient,  tout  calcul  fait  : 

itge[A«-.B«~i2î(XÎ-YÎ)]  =  AB-l2ïX.Y,. 

Or ,  si  le  théorème  est  vrai  : 

AB=i2;X.Yg. 

n 

On  doit  donc  avoir,  en  même  temps, 

A«-B«  =  i2î:(XÎ-Yî); 
ou,  en  une  seule  formule, 

i2(X.4- Yt  V^l )«  «(A  +  B  |/I:Î)>. 


j 
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p  étaDt  un  nombre  entier»  et  que  Ton  y  remplace 

(xi-^yy^Y    par    r^e^^^, 
(iTi  H-  yi^^)'    par     i*e«^»<"ft»^., 


il  vient 


(x^^yy^y    par    r'e»***^^»^^, 

Le  numérateur  est  nul;  car  n|3  ==  Stt.  Si  donc  le  dénominateur 
n*est  pas  nul,  c'est-à-dire  si  p  n*estni  n,  ni  un  multiple  de  n,  on 
aura 

2"  U-*- y.  1/31)''==  0 (i) 

Dans  le  cas  où  p  est  égal  à  un  multiple  de  n,  kn^  on  voit  facile- 
ment que 

ou  encore,  en  faisant  a  =  0  : 

2"  (^«  -*-  yi  1^^)**=  nr*» (3) 

Actuellement,  soient  A,  B,  X,-,  Y,-  les  coordonnées  du 
centre  C  et  du  sommet  S,-  par  rapport  à  de  nouveaux  axes  OX, 
OY,  parallèles  aux  premiers. 

On  a 

2r  (x. + Y.  1/^)*»=  2:  [a + X, + (B + y.)  v^^^y 

=  2"  [(a  +  B  l/ITT)  +  (x,  -H  y.  V/=:T)]';     . 
et,  en  développant  le  second  membre  : 

2:(x.•*-Y.^/^)♦=„(A^-B^^3ï)* 

^i(A  +  BW<=r)'-*2:(x.H-yy3î)  +  ...  +  2:(x.+y.l/i::7)'. 
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Si  q  est  plus  pelit  que  n,  cous  les  termes  du  second  menbre 
sont  nuls,  saufle  premier  (formule  (I));  et  il  vient: 

2:(x,  +  T||/3ïy-n(A^B|/ir|)'.    .    .  (4) 

Ces  formules,^et  d*autres  plus  générales,  que  Ton  peut  obtenir, 
donnent  de  nombreuses  relations  entre  les  quantités  x^  y,  X,  Y, 
A>t  B. 
En  particulier,  la  formule  (4)  donne,  pour  9  ss  3,  n  >  2: 

2:(x.Y.i/=n)*«„(A+Bi<=iy; 

d'où  Ton  tire  : 

cl 

J2:X.Y.-AB. 

Cette  dernière  égalité  démontre  le  théorème. 

(M  ARGON.) 


Question  504« 

Une  figure  quelconque  se  meut  dans  son  plan,  parallèkmiiU  à 
elle-même,  et  de  façon  que  son  produit  d'inertie,  par  rapport  i 
deux  axes  rectangulaires,  reste  constant.  Quel  est  k  lieu  giorno 
trique  décrit  par  le  centre  de  gravité  de  la  figure? 

(6.  Cbsaro.) 

Considérons  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  parallèles  : 
les  premiers  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  6gure»  ^ 
dans  celle-ci  et  mobiles  avec  elle  ;  les  seconds,  imiQobiliii4H>l^l 
plan  de  mouvement. 

Soient  x,  y,  X|,  j^i  les  coordonnées  d*un  même  élémaAni^ 
surface,  relativement  à  ces  deux  systèmes  d'axes  ;  a,  ^  ùdÊesM 
centre  de  gravité  de  la  figure,  par  rapport  aux  axes  immobto. 
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Ona 

puis 

Mais 
II  reste  donc 

2Giixy  est  constant;  d'après  l'énoncé ,  Zômci^i  Test  aussi.  Consé- 

quemment, 

ap  s=  constante, 

équation  d'une  hyperbole  équilatère  dont  les  axes  immobiles 
sont  les  asymptotes.  (Mangon.) 

Autres  solutions  par  MM.  V.  Jamet  et  E.  Gesaro. 


Question  SOS. 

Soient  AB,  BG,  GA^  trois  arcs  de  spirales  logarithmiques 
ayant  même  pôle  0.  Soient  OC'  la  bissectrice  de  Vangle  BOA, 
et  G'  son  point  de  rencontre  avec  AB;  soient  enfin  A',  B'  deux 
points  analogues  à  C\sur  BG  et  GA. 

Démontrer  que  les  trois  arcs  de  spirales  logarithmiques  XA'j 
BB',  GC^  ayant  0  pour  pôle,  se  coupent  en  un  même  point. 

Déterminer  ce  point.  (Laisant.) 

Nous  nous  baserons  sur  les  deux  lemmes  suivants,  presque 

évidents.    ■- 

l"*  Si,  dans  une  spirale  logarithmique,  on 
considère  trois  rayons  vecteurs  OA,  OB» 
OG,  faisant  entre  eux  les  angles  a,  ma,  on 
a  la  relation  : 

(OBr+««(OA)-.OC. 


3°  Si,  sur  trois  dioilea  OA,  OB,  OC,  issues  d'wi  même  potiit  d 
faisant  entre  elles  les  angltm, 
mat,  on  porte  des  bagaan 
teUes  que 

(OB;-H=(OÀf.0C, 

les  trois  points  \,%C,  se  trou- 
vent sur  une  spirale  /ojarilA- 
tnique,  ayantte  point  Ocmnme 
pôle. 

Représentons  tes  loo^eurs 

OA,  OB,  OC  par  A,  A,  c;  riogle 

AOB'  par  a;  l'angle  COA'  par 

p.  On  a,  d'après  le  premier 

lemoie, 

0B'  =  \/^,    0A'  =  |/6c. 

Considérons  la  spirale  AA';  partageons  l'angle  AOA',  pir  la 
droite  OM,  de  manière  que 

A0H«2H0A'. 
D'après  le  premier  terame  : 

TJ!*  — OA.'ïïï'*«a*c. 
Ona 


donc 

HOBbS.B'OH. 
De  plus,  vu  que  : 

0M=\^^   OV^yHê,    0B=6, 
on  a  aussi 

0H*  =  (0B').OB. 

D'après  le  second  lemme,  les  points  B*,  M,  B  sont  donc  sur 


—  sa- 
une spirale  logarithmiqiie,ayant  pour  pôle  le  point  O.On  démon- 
trerait »  de  même,  que  la  spirale  GC,  décrite  du  point  0  comme 
pôle,  passe  au  point  M  ;  ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Cette  propriété  présente  une  grande  analogie  avec  celle  de  la 
rencontre  des  médianes  dans  un  triangle  rectiligne. 

(G.  et  E.  Cesaro.) 


Question  SCO. 

Théorème.  Les  axes  principaux  d^inertie,  de  même  direction, 
sont  dans  un  même  plan  passant  par  le  centre  de  gravité.  Les, 
points  pour  lesquels  ces  axes  sont  principaux,  sont  sur  une  hyper" 
bole  équilatèrcj  dont  le  centre  est  le  centre  de  gravité  et  dont  une 
des  asymptotes  est  parallèle  à  la  direction  des  axes. 

(E.  Cesaro.) 

Je  prends  y  pour  axes  de  coordonnées,  trois  droites  rectangu- 
laires menées  par  le  centre  de  gravité  ;  Tune  d'elles,  Gz,  étant  paral-^ 
lèle  à  la  direction  donnée.  Soient,  par  rapport  à  ces  axes,  a,  (3,  y 
les  coordonnées  d'un  point  0,  pour  lequel  un  des  axes  principaux 
d'inertie  est  parallèle  à  Gj7;et  soient  x\y',  z*  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  du  solide,  par  rapport  à  trois  axes^  menés, 
par  O,  parallèlement  aux  axes  coordonnés.  On  doit  avoir,  en  dési- 
gnant par  m  la  masse  de  ce  point  : 

2my  V  =  0 ,     2  '^^ = 0, 
ou 

2w(y  — p)(z— r)=o,    2w(«  — P)(«  — y)  =  0. 
En  tenant  compte  des  relations 

2mx=»0,  2^y=^^> 

on  trouve,  pour  les  équations  du  lieu , 
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Soient 

2^mzy=i  MA,    ^mzx  =  MB  ; 

ces  équations  deviennent 

A  aaa  y^,       B  =  y «. 

Une  de  celles-ei  peut  être  remplacée  par 

Aa-Bp=:0; 

ce  qui  démontre  la  première  partie  de  l'énoncé. 

La  seconde  partie  résulte  aussi,  immédiatement,  de  Finterpré- 
tation  géométrique  de  ces  équations.  (V.  Jambt.) 


Question  SOT» 

THÉORiME.  i""  Les  points  où  les  arêtes  d'ufie  des  faces  d'uM 
tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs  extérieurs  da  . 
dièdres  opposés,  sont  en  ligne  droite. 

^  Cette  droite  est  dans  le  plan  déterminé  par  les  points  ou  ies 
trois  autres  arêtes  sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs  infé- 
rieurs des  dièdres  opposés.  (K  Cbsaro.) 

Soit  D  le  point  où  Tarète  BC,  du  tétraèdre  SABG,  est  reneoD- 
tréc  par  le  plan  bissecteur  extérieur  du  dièdre  SA.  On  a  : 

DB  _  surf.  DAB  _  voLSDAB 
"DC  ~  surf.  DAC  ~  voLSDAC 

Mais,  dans  les  tétraèdres  SDAB,  SDAC,  les  hauteurs,  issues 
du  sommet  D ,  sont  égales.  Ainsi 

DB       siirf.SAB 


DG       surf.  SAC 


•    • 


De  même,  si  Ton  désigne  par  E,  F  les  points  d^interseclion 
des  arêtes  AG,  AB  avec  les  plans  bissecteurs  extérieurs  des  dië- 
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dres  opposés , 

EC  _  surf,  SBC      FA      surf.  SAC 
BA~supf.SAB'     FB "^ surf. SBC'  '        •    '    ^^' 

D*aprë8  les  égalités  (1)  et  (9)  : 

DB   EC    FA_ 

dc'êS'fb"*' 

Donc  les  points  D,  E,  F,  sont  en  ligne  droite. 

3^  Soient  G,  H  les  points  où  les  arêtes  SG^  SB  sont  coupées 
par  les  plans  bissecteurs  intérieurs  des  dièdres  opposés.  On 
démontrerait,  comme  précédemment,  les  égalités  : 

GC_  surf.  ABC      HS       surf.  SAC 

GS  ~  8urf.SAB'     HB*^  surf.  ABC*  *    •    •    •    W 

La  combinaison  des  égalités  (i)  et  (3)  donne 

DB  GC   HS^ 

dc'gs'hb*^  ' 

Donc  les  points  H^  G,  D  sont  en  ligne  droite,  et  le  point  D  se 
trouve  dans  le  plan  défini  par  Ténoncé. 

Même  démonstration  pour  les  points  E,  F.     (Y.  Jamet.) 


Question  SIO, 

Soient  0  un  point  d^une  circonférence,  OB  le  diamètre,  OA 
une  corde»  On  projette  A  en  €  sur  OB,  G  en  D  etir  OA,  D  en  M 
sur  AG.  Trouver  ;  1®  Péquation  de  la  courbe  Heu  du  point  M; 
2^  la  quadrature  de  cette  courbe.  (H.  Brocard.) 

1^  Je  prends  pour  axes  le  diamètre  OB  et  sa  perpendiculaire 

en  O.  Les  triangles  rectangles  OAB,  ACD  sont  semblables. 

Donc 

OB      OC 

AC'^MC' 


1 


ou 
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âR 


v/2Rx— X*    y 

L'équation  demandée  est  donc 

^  2R 

2"*  Prenons,  pour  axe  des  y,  le  diamètre  perpendiculaire  à  OB. 

L'équation  devient 

X  ~^  R    j" 


2R 


Par  suite, 


A  =  1-  /^**(a;  +  R)i/Rrr?<i, 


RL  •'-Il  */_R  '       J     8      R"'-« 


Et  comme 


/"""  xk'R»— «»<i*=.  +  R» .  -. 


-  (;-  D- 


(G.  Lambiotte.) 


Question  S14f 


Théorème. 

a  6  c 
o'  6'  c' 
a"  6"  c" 


6  c  d 
6'  c'  d' 
5"  c"  d" 


a    €    d 

• 

«  6<1  ' 

a'  c'  a 

H- 

€f    V  i 

a"  c"  d" 

a"  h"  i' 

a»  +  6»  t-  c*  +  «P,  oo'  -*-  W  -»-  ce'  -t-  <W',  ao"-*-  W"+  «"+ 
ao'+  66'-*-  cc'-kW',  a'»  -*-  ft"  •^  c'»  -h  d\  o'o"-^6'6"-H!'«V<''' 
oo"-i-66".H»"-«W",a'o"-^6'6"-+<'c"-wi'<l",«"*.^6"'-4-<^''+''' 

(Lb  Paigb.) 


Posons 


A, 


et 


1 

■MM 

95  — 

b    e    d 

a 

e    d 

V  tf  éP 

> 

A.— 

a' 

c'  d' 

V  e"  d" 

- 

0" 

c"  d" 

a    b    d 

m 

a 

6    c 

a'  V  d' 

> 

A* 

a' 

6'  c' 

a"  V  d" 

a" 

6"  c" 

a    b    e 

d 

- 

a'  b'  e' 
o"  6"  c" 

d' 
d" 

-AÎ  +  AÎ  + 

Ai-t-^ 

A|  At  As 

L 

V« 

Ëlerons  le  déterminant  A  au  carré,  et  tenons  compte  des 
identités 

Aia  •*-  àjt  •!-  AgC  -1-  A«d  »■  <^ 

A.a' •»- A,6' •+- A.e' -I- A«f  '  —  0, 

A,o"-i- A»6"h.  Arf!"+ A4d"=0  ; 

il  vient 

I    o*+ 6»+ c»+d»,     aa*-+- 66' +  ec'-i-dd',  aa"-i- 66"+ cc"-*- dd",  0 

«a' +66' +  ce' -wW,    o'*+6'*  +  c'»  +  d'»,  a'o"+6'6"+c'c"+d'd",  0 

ao"+66"-»-cc"-HW",  o'o"+6'6"+c'c"+d'd",  a"*+  6"»+  c"»+  d"»,  0 

0              ,                 0              ,  0              ,  D 


d*où 

o» 
aaf 


aa 


n 


.  6»  +  <*  ^.  d»,  oa'  +  66'  +  ce*  +  dd',  oo"+  66"+  cc"+dd" 
66'  +ec'  -^dd'y  o'«  +  6'*  +  c*»  +  d",  o'o"+6'6"+«'c"+d'd" 
66"+cc"+dd",  o'o"+6'6"+e'c"+d'd",    o"»+  6"»+  c"»+  d"» 


C.  Q  P.  D. 


(V.  Jambt.) 
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auEsnoMs 


■-is<:4:*v 


MS.  Les  droites  qui  joignent  les  projeccions  des  pieds  D» 
Ihf  Dc>  des  trois  hauteurs  d'un  triangle  ABC  sur  ses  eAtés» 
déterminent  un  triangle  A|B|G|  homologique  avee  le  preoûer. 
L*axe  d^homologîe  est  une  droite  A2B2G1  ;  le  ecntre  dlioaioiogiey 
un  point  0. 

Trouver  la  position  de  eetle  droite  et  de  ce  point 

(H.  Brogaed.) 

194.  En  diaque  point  C  d*une  courbe  on  mène  la  taDgente, 
qui  rencontre  en  A  et  B  les  axes  de  coordonnées. 

Par  les  points  C,  A,  B,  on  mène  des  parallèles  à  ees  axes,  et 
Ion  détermine  ainsi  deux  gfùdins  CEA,  BDG  (voir  iV.  C.  Jf .»  t  B, 
p.  124)  et  une  droite  DE.  Trouver  les  courbes  telles,  que  le 
coefficient  angulaire  de  DE  soit  une  puissance  n^^^  du  coefficient 
angulaire  de  la  Uingente  AB.  Étudier  les  cas  particuliers. 

(H.  B.) 

SfS.  On  désigne  par  ?(a)  le  nombre  des  entiers  non  supé- 
rieurs au  nombre  a  et  premiers  avec  lui,  et  par  \i/(a)  le  nombre 
des  entiers  plus  grand  que  a,  premier  avec  lui  et  non  supérieurs 
è  un  nombre  quelconque  n,  connu. 

1*  Calculer  Texpression  de  4^(a); 

2"  Démontrer  que 

9(2)  .^  9(5) -*-••- -^9(11) 
=  4;(â)-H4/(3)+  ...-*- 4/(11); 

S""  Démontrer  que 

29(2)  -I-  39(3)  -f-  —  +  w9(n) 
=  2 [2^/(2)  M-  &K3)  +  .•.-•-  »4/ (n)]. 

(Éd.  Lucas.) 
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SM.  Étant  donnée  la  suite  des  nombres  triangulaires 

1,    3,    6,    10,    15,    21,    28 ,    .    .    .    .    (1) 

on  forme  la  somme  des  carrés  des  (n+1)  nombres  entiers  con- 
sécutifs, commençant  par  le  2n>^^  terme  de  la  suite  (1),  et  celle 
des  carrés  des  n  nombres  suivants  :  démontrer  que  ces  deux 
sommes  sont  égales  entre  elles  et  divisibles  par  la  somme  des  n 
premiers  carrés. 
Par  exemple  : 

3«-»-4«  — 5\ 
40»  +  H«^-  i2*=13*  +  14«  =  (1«  -4-  2«).73 , 
^  2l"  +  22*-^a3*  +  24*  =  25*-*-26*-^27*«3(l"^-2*-^3«).i45. 

(Nbubeho.) 

t97.  Soient  M ,  0  les  points  de  contact  de  deux  plans  pa- 
rallèles, tangents  à  deux  surfaces  données  (M),  (0).  La  nor- 
male en  0,  à  la  surface  (0),  et  la  droite  MO  déterminent  un  plan 
qui  enveloppe  une  troisième  surface  (C),  qu'il  touche  en  un  point 
G.  Soit  ON  le  rayon  MO  après  sa  réflexion  sur  (0).  Trouver  le 
plan  tangent  au  lieu  du  point  N. 

Généraliser  le  résultat  en  supposant  que  les  plans  tangents  en 
M,  0,  à  (M),  (0)  se  coupent  toujours  sur  un  plan  fixe* 

(A.  RlBAUCOUR.) 

5t8.  TflioRÉiiB*  Dans  tout  triangle ,  le  triangle  formé  par  les 
pieds  des  trois  bissectrices,  a  pour  mesure  le  produit  des  lon- 
gueurs de  ces  droites ,  divisé  par  le  double  du  périmèu*e. 

(E.  Cesaro.) 

SM.  Théorème.  Dans  tout  triangle,  le  produit  des  rapports 
de  chaque  côté  à  la  somme  des  deux  autres ,  ne  surpasse  pas  | . 

(E.  Gesaro.) 

tM».  A  un  quadrilatère  ABCD  donné,  on  inscrit  un  quadrila- 
tère variable  MNPQ,  dont  deux  côtés  opposés,  MN,  PQ,  se  cou- 
pent en  un  point  donné  6,  situé  sur  la  diagonale  AG.  De  plus, 
MQ  passe  par  un  point  fixe  H.  Démontrer  que  PN  passe  aussi 
par  ufï  point  fixe*  ^  (Mister.) 
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6S1.  Trois  coniques  C| ,  C^  >  C^  ont  même  sommet  0  etiDène 
axe  OA.  Par  un  point  quelconque  M  de  C|  on  mène  une  tangente 
à  C3  :  cette  tangente  rencontre  C^  en  un  point  I.  Établir  les  rda- 
tions  qui  doivent  exister  entre  les  paramètres  des  trois  coniques 
pour  que  le  point  I  soit  le  centre  de  gravité  du  segment  OH. 

Cacrbt, 

professeur  au  Lycée  de  SaintrBriœ. 

6St.  Théorème.  En  chaque  point  M  d*une  courbe  à  doable 
courbure  y  il  existe  trois  droites  formant  un  triëdre  trirectangle; 
savoir  :  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale. 

Une  droite  passant  par  le  point  M  et  liée  invariablement  k  ce 
trièdre  n'engendre  une  surface  développable  que  si  elle  se  con- 
fond avec  la  tangente,  ou  si  la  courbe  est  une  hélice.  Dans  le 
second  cas,  une  infinité  de  droites,  passant  par  le  point  M  et  liées 
invariablement  au  trièdre,  engendrent  des  hélîçoîdes  dévdoppa- 
bles.Ces  droites  sont  sur  un  cône  du  second  degré,  passant  par 
la  tangente  et  dont  les  sections  circulaires  sont  dans  des  plans 
perpendiculaires  à  cette  tangente.  (P.  Appell.) 


Tome  V,  p.  S,  ligne  51.  Au  Heu  de  :  43.37,  Usez  .-  7.73. 

—  p.  3,  ligne  46.  itii  Heu  de  .•  /  +  39,  lisez  .•  3y*  +  S9. 

Il  II 

—  p.  579,  ligne),  ittf  Iteude.'Aass; 9 lues; ••  A «-r; 

—  p.  380,  ligne  44.i4ii  Ziea de  .•?  =  —  (!  -r^rî)» 

K$ez:V^^  14 —Y 

10  \       a*-»/ 

—  p.  880,  ligne  43.  ^ti  Key  de  ••  n  «  8,  H$ex  .*  ft  =  3. 
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PROPRIÉTÉ  DU  TRIAHfiLE; 

par  M.  H.  BlOCAU ,  capitaine  du  Génie  k  Alger, 
(fisiyfoir  t.UI,pp.65,l06>  187;  UlY^p.Ui;  tY»  pfkStSySISySVI,  41S»elti  YI,p.l9.) 


XX¥II1. 

U  parait  juste  d'arrêter  ici  Tétude  des  propriétés  du  triangle 
qui  se  rattachent  à  la  notion  des  points  segmentaires»  et  de  ter- 
miner par  quelques  renseignements  bibliographiques. 

Je  n'ai  trouvé  aucune  trace  de  ces  théories  dans  la  collection 
des  publications  mathématiques  (Journal  de  Crelle,  Journal  de 
M.  Liouville ,  Nouvelles  Annales ,  etc.). 

Je  n'ai  fait  qu'en  signaler  le  principe  dans  les  Nouvelles  Annales, 
au  sujet  de  la  Question  1 1 66,  résolue  par  M.  Chadu.  (Voir  N.  C.  M.^ 
t.  III,  p.  107,  §  vil.) 

Tout  récemment,  M.  Catalan  m'écrivait  ceci  : 

«  Léonce  Clarke  a  publié,  en  1849,  chez  Bachelier,  des 
Problèmes  de  Calcul  différentiel  et  intégral  (sic)  (*)  et  des  Pro- 
blèmes de  Trigonométrie.  C'est  dans  ce  second  ouvrage,  à  la 
page  33,  que  se  trouve  cette  question  (j'emploie  vos  notations)  : 

Lorsque 

sin'a  es  8in(A  —  a)sin(B  —  a)8in(€  —  a), 

on  a  aussi 

cotaescotA-f-  cotB-i-  cote* 


(*)  Voir  /y.  C.  1/.,  t.  IV,  p.  347.  0.  Terquem  avait  signalé,  k  ce  propos, 
le  titre  même  de  son  jofinial  de  MâthémâUqnes  :  «  Écoles  polyteifkmque  ei 
mormak,  est  iaeorreet  »  {Loe.  eU.^  I8BS^  p*  S65.) 

VL  7 
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J*igDore  si  l'aaleur  a  tût  paraître  les  solutions  de  ses  pro- 


Je  o'ai  pu  me  jHOOurer  roQmge  de  L  Clarfce;  mais  il  eit  pro- 
bable que  ratiteur  est  arrivé  i  celle  formule  en  étadianl  le  mtm 
problème. 

Quoi  qu'il  en  soïl,  j'ai  lieu  de  croire  que  les  résultais  iodiqnâ 
dans  tout  ce  Mémoire  sont  nouveaux,  et  principalement  ceux  qui 
se  rapportent  k  la  construction  de  tga,  et  i  la  notion  des  4]uu- 
tiléaig^,d,f,^,etdelacirc(Kirérencede8ciQq  pdols. 


SvppLtHUT.  Depuis  l'envoi  et  ta  publication  des  propositioe! 
relatives  &  ta  nolicHi  d'une  circonFêrence  (L)  de  cinq  poims.je 
suis  arrivé  à  étendre  indéfiniment  le  nombre  des  poinu  siiaéi 
sur  cette  circonférence. 

Je  terminerai  donc  ce  Mémoire  par  l'énoncé  et  la  démooitn- 
lion  de  trois  propriétés  nouvelles,  qui  complètent  avanugniK- 
meni  ta  connaissance  du  cercle  des  ànq  jvotnfs. 

i*  Le  centra  H,  du  «rcfc  àramicrit  au  triangle  AiC,ii 
trouve  tur  la  circon/érence  de*  ring  poinl*. 


En  elfet,  les  bissectrices  des  angles  A„  B,,  C„  inscrils  ft  U  ôf 
eooKrcnce  (LX  se  reoconlrent  sur  cette  couriie;  elles  sont,  «• 
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oiitr^  les  perpendiculaires 'aux  côtés  dtt  triangle,  en  leurs  milieux: 
Donc  leur  point  de  rencontre  H,  centre  du  cercle  circonscrit^  se 
trouve  aussi  sur  la  circonférence  (L). 

3°  Du  point  H,  on  voit  la  droite  00'  sous  Vangk  %u 

Les  angles  OHO^  O'C^O,  inscrits  au  même  segment ,  sont 
égaux.  Or,  Tangle  O'C^O  est  extérieur  au  triangle  isosicèle 
C|AB.  Ainsi, 

(yCfi  »  C|AB  -4-  CiBA  B  %L. 

Z"*  Le  triangle  HOO'  est  isoscèle. 

En  effet,  les  angles  HC^O,  HO'O,  sont  égaux;  leur  valeur  est 
exprimée  par  Tangle  HB|0,  égal  &  f  —  a. 

Mais 

O'HO  «  Sa; 
donc  .    .  .      .    ^ 

HOO- »  ir  —3a  -  î  rf-  «  ===  ^  — ,«  «  tfO'O. 

Ainsi  la  perpendiculaire  à  00^  en  ^on  milieu,  passe  par  lé 
centre  H  du  cercle  circonscrit  an  triangle. 

CoaoLUiRB.  La  perpendiculaire  BK,  à  00',. et  la  perpendieu^ 
laire  O'K,  à  O'H ,  déterminent  un  septième  point  K  du  cérëlè  (L)  ; 
et  comme  HK  est  le. diamètre  de  ce  cercle,  les  symétriques  des 
points  A|,  Bj,  C|,  par  rapport  à  ce'  diamètre,  doivent  se  trouver 
aussi  sur. la  courbe.  ^  .  ^ 

Cela  nous  représente  donc  un  total  de  dix  points- de  la  circon- 

l!érence(L).  -  ^  -  ' 

Ce  nombre  de  dix  peut  être  indéfiniment  augmenta  si -Ton 
considère  les  symétriques  des  points  obtenus,  par  rapport  à  Un 
diamètre  perpendiculaire^  au  premier.  Cela  tient  à  ce  que  Ton 
connaît  le  centre  du  cercle  (L);  mais  il  ne  paraît  pas  utile  de 
profiter  de  cette  remarque. 

On  peut  simplementr  ojbseryer  que  li^.prç!prié(éa  énoo^!!^  tout 
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&  riieure  nous  dobnent  le  moyen  de  déterminer  le  rayon  du 
cercle  (L).  . 

Dans  le  triangle  isoscèle  OO^H,  on  a 


R 


2sin2a 
d  désignant  la  distance  00'. 


SUR  (HJELQUES  DÉVELOPPEMEHTS  DE  oosifur  ET  DE  sinmx. 


1.  Le  théorème  de  Moirre  donne,  comme  Ton  sait  (*), 

cosffix  =s  cosTx  — !•  C^tC08*~*a:8În*x  -•-  (i,,4Cos*^«sin*x  —  •••;  (I) 

m  étant  supposé  entier  et  positif. 

Si  Ton  remplace  sin^a;  par  1  —  cos^x,  le  second  membre  peut 
être  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cos  x,  puis- 
sances dont  les  eaqixieants  sont  de  même  parité  que  m.  Ainsi,  sous 
forme  abrégée, 

cosmx«=3  2A«»co8*"*x. (A) 

9.  Cette  formule  (dans  laquelle  A^  est  encore  inconnu)  en 
donne  plusieurs  autres. 

1*  Si  Ton  change  x  en  f  —  x,  le  terme  général  devient 
Ai^  sin*-4^x.  Quant  au  premier  membre,  il  se  transforme  en 

oosmx,    sinmx,    — costiix»    —  sinmx, 


O  C<ntn  d'Ànat^êe  de  VUniver^âe  iÀége,  p.  180. 


J 
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0elonqiie     . 

P&r  conséquent  : 

co9fiMP=a2A«^wn"^*'*»  (mB»4ft)     .    .  (B) 

—  cosmx  =2  A^sitr^^^Xy  (m  =  4ft  -4-  2)    .  (C) 
sin  mx  =2  A«>  sin*"*'»,  (m  =  4fi  -4-  4  )   .  (D) 

—  8in«ix«-2A«F8'*^'*"''*-  (m  — 4iic-*-5)0  (E) 

psaO 

3*  Si  Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres,. on  trouve  : 


-T =  -»-> i-A,,»sin*-*-*ap,    .    .    •    •    .    (A') 

sinmx  ^m  —  2p  ....         ^         .  .         .«.^ 


cosx  â     m 


sinmx  ^m — 2p  .     .      ^  .         .         .       ax   /^m 


COSX  â     m 


cosmx  ^  w  —  2»  .      .      -_  .         ,         .       .V  /«..^ 

-r:nr=  *  2  —Zr-  A.,sin-*-'«.      (m-4p+l)  (D') 
cosx  ^      m 

cosfttx  v^  fit-— 2p 

rï!ri« -.  2  —  A^sin-«ï^-x.      (m  =  4ft+5)  (E') 


cos  X  a      m 


S.  D'après  la  formule  (1), 


«         .       * 


••  • 


f)  Les  formules  (A},(B),  (C),  (D),  (E)^sont  dacs,  les  unes  à  Viéte,  les 
antres  à  Jacques  DnNOULLi.  Lagrange  les  a  démontrées  dans  les  Leçon»  sttr 
le  calcul  des  fonctions  (Journal  db  l'École  polytbcbriqitb,  12*  Cahier).  La 
démonstration  de  Câncby,  préférable  k  celle  de  Lagrange,  est  encore  trop 
compliquée  (voir  la  Trigonométrie  de  M.  Serret). 


1 
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Le  second  membre  est  la  somme  des  ierme$  de  rang  impair^ 

dans  le  développement  de  (1  +  1  )"* .  Ainsi  (*) 

...     . ,  ,-  * .  •  ' 

A,-=y-'.  .........  W 

A.  Afin  de  déterminer  les  valeurs  des  coefficients  A^,  A4, ...  Ai^> 
prenons,  deux  fois  de  suite,  les  dérivées  des  deux  membres  (**), 
dans  régalité 

co8iii«8BB^  A^cos*?*^*; (A) 

savoir  : 

•  •     • 

'        msinfnx  ^m  8\nùs^{m — 8p)A|^cos*~*"*x, 

m'oosm  X  aa2(W""2/))  A  J[cos"^*U?— (m-2p— 1  )cos'"-^"*x(  t — cos**)] , 

ou 

mVos  mx  —^{m—^p)hj[{m — 2p)cos"*~*x— (m-îp — I  )cos^^^*]. 

Dans  le  second  membre,  le  coefficient  de  cos"*^^x  se  compose 
de  (m— 2p)«A,p,  difninué  de  (m— ^■4-2Xm— ^-f-l)Ai^t  H- 
Dans  le  premier  Imembre,  ce  coefficient  est  m^Afp. 

On  a  donc,  entre  Atp  et  Afp^t»  là  relation 

m^A^  =  {m  —  2p)'A^  —  {m^-^p-^  2)(fit  —  2p  -4-  l)A|^i ; 


(*)  Court  d'Analyse,  p.  54. 

{**)  Cette  méthode,  beaucoup  plus  simple. qne.toutes  celles  qae  Ton  con- 
naissait, est  (lue  à  M.  Romkar  ,  jeune  ingénieur  des  Mines,  et  Pon  de  mes 
meilleurs  élères. 

f '*)  En  effet,  Tensemble  des  termes  positifs  est 

m'AgCOs^x  -♦•  (m  —  5)«A,cos'"-"x  -*-  (m  —  4)*A4C0tf»-*x  -♦•  —, 

et  rensembledes  teriliesn^aff/V:       .    v       .  '      : 

.  .        "•  . 
—  m{tn  —  l)AoCOs'*-*jj  —  (m  —  î)  (m  —  3)A,cos»-*« 

Cette  remarque  est  faite  pour  ceux  drnos  jeunes  lecteurs  qui  ne  aeraicot 
pas  familiarisés  avec  la  notation  2. 
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ou,  plus  simplement, 

A  /i V  (m  -  ap  ^.  a)(m  -  gp  ^.  0  , 

^""  y        ?^;rrj — — ^*-- 

La  valeur  initiale  étant,  comme  on  l'a  vu,  Ao^^^â"— <,  on 
trouve,  successivement  : 

m  —  2 


et,  en  général, 

A.^^Hi/à-^-'-Î^C..^, (3) 

w  —  P 

*.  Application.  La  dernière  formule  donne  : 

Poiirm  =  4:  A«=»8,  A,=»  — 8,  A*— i; 

â    m-»8:  A,,«.16.  Ai=-:20,  A^  — 5; 

>    m»i6:  Ao=52,  A,  =  — 48,  A«=I8,    Ag«  — I; 

•    m  =  7:  Ao  =  64,  A,  =  — ii2,  A^  =  56,    Ag  =  — 7. 

SiibsUtuanl  dans  les  relations  (A),  (B),  (C),  (D),  (E),  on 
trouve  : 

cos4x=  ^cos^ar—    8co8'«-4-l, 

cosSx es  16cos*a;  —  20cos*«  -♦-  Soosx^ 

cosftr  »  32co8'x  —  48cos^x  -i-  18gos*x  —  f , 

co87x«>64co8'x — ll!2cos*x  4-  56cos'ap  —  Tcosx» 

C084xa   8sm'x—    88ih'x-4-l9 

cos6x  a  —  33  sin^i;  a-  48  sin^t;  —  4  8  siVx  h-  f , 

sin  Sx  s  IGsin'x  —  SOsin'x  -«-  Ssinx, 

r 

sinTxea  —  64sin^x  -i-ll2sin'x  —  Sôsin'x  -f-  7sinx; 


y 


puis,  en  prenant  les  dérivées  (*)  : 

sia4x 


sinx 

aii^Sx 
sinx 

sinfix 
sinx 

8in7x 
sinx 

6in4x 
oosx 

8in6x 
cosx 

cosSx 
cosx 

cosTx 
cosx 


Seos^x  —  4  cosx, 


i6cofl(*x  —  l7cos*x  +  I, 


=  S2cos'x  —  S2co5*x  -¥■  6cosx, 


84  cos^x  —  80co6*x  -i-  24 cos'x  —  I, 


—  8sin'x-4-  48inx, 


=  Sâsin'^x  —  32sin'x  -f-  6 sinx, 


s=s  16sin'x  —  12sin*x  -i-  i. 


--  64sin*x  -4-  SOsin^x  —  24sin*x-4-  f . 


•.  Equations  bégiproques.  Si,  dans  la  formule  connue  (**) 

on  fait  zbsScosx,  le  second  membre  devient 

2[cos'"x  —  C«,,co8^-'xsin*x  -*-  C«,4C0s*~*xsin*x  —  ••  .]  =  2co«ii«. 

Ainsi  Zii|  »>  2  cosmx.  Par  conséquent,  le  développement  de  h 
fonction  Zm  ,  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 


(*)  Ce  calcul  est  plus  simple  que  l'emploi  des  formules  (A')^  (B*)» 
OjCows  d'Analyse,  p.  386. 


J 
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est,  eh  vertu  de  lé  formule  (A)  : 


ou,  plus  simplement. 

Telle  est  Texpression  du  terme  général  de  la  mfe  récurrent» 
déflnie  par  la  relation 

et  dans  laquelle 

(E.  Catalan.) 

P.-S.  —  M.  Le  Paîgc  m'a  fait  observer  que  la  méthode  trouvée 
par  M.  RoNKAR  la  été,  antérieurement,  par  M.  Yvon  Villargeau 
(Comptes  rendus ,  tome  LXXXU). 


PROPRIÉTÉS  DE  L'ELUPSE  O 


Pour  construire  la  tangente  en  un  point  M'  d'une  ellipse 
ABA'B',  on  peut  prolonger  le  rayon  vecteur  F'M'  d'une  lon- 
gueur M'K:=  M'F,  et  joindre  M'  au  milieu  I  de  la  droite  FK. 
ÔI  sera  parallèle  à  F%  et  égale  à  a.  Lorsque  M'  parcourt 
Tellipse,  K  décrit  le  cercle  directeur  F',  et  I  décrit  le  cercle 
prindpaL 


(*)  Extraites  da  Jmimai  de  Maihématiquei  ilèmtntairei. 
Le  lecteur  est  prié  de  faire  là  figure.  \^s  droites  FK,  Tlf'  font  des  angles 
de  70»,  environ,  avec  A'A. 


A  ces  propriélës  bien  connues,  nous  ratlacberoos  qtul^iiei 
propositions  intéressantes,  <|ul  noua  partissent  nouvelles. 

1.  Du  point  I,  on  peut  Wner  une  seconde  tangente  IH.  Le 


rayon  vecteur  HF^sera  parallèle  à  01  et,  par  suite,  parallèlei 
H'F'.  Donc  le  lieu  de»  points  d'intersection  des  tangentes,  ama 
aux  extrémités  de  deux  raywu  vecteurs  paraUèles  d'ime  ^iptt, 
est  la  circonférenee  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  O- 

(G.  D8  LoitCCHiMPS.) 


(')  Sml ,  dant  le  plan  d'an  eercb  0 ,  im  imgle  ABC ,  formé  par  mw  twit 
Ah.&)ilFtinpointfixe,parkq>ulpaiui!<m*t<uiuitad  le  télé  AB:  h  JiM* 
point  H,  oà  U  rayon  OH,  paraïaie  à  FB,  rtmmtre  BC,  «tl  tM«  cmm|*' 

(E-C) 
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9.  Les  droites  IF,  IF'^  IM,  IM'  sont  les  bissectrices  de  quatre 
angles  du  trapèze  étoile  M'F'MFM'. 
De  plus» 

MTM      F'MF  F'MT 

angle  FIO  «=  M'FI  t^ZlJLc^LfllL ,     piO  «*-î-i^; 

.2  2  2 

d'où  ; 

^,,^      F'MF^F'M'F 

t  Ir  a=» • 


Donc  le  point  l  est  le  centre  d'une  circonférence  touchant  les 
rayons  vecteurs  menés  aux  points  de  contact  M>  M'  des  tangentes 
issues  de  ï;  et  la  distance  des  foyers  est  vue^  des  points  l.  M,  M', 
sous  des  angies  dont  le  premier  égale  la  moyenne  arithmétique 
des  deux  autres.  (G.  de  Longchamps;) 

S.  Soit  N  le  point  de  rencontre  des  droites  F'M,  FM'.  Les 
triangles  semblables  F'NM',;  MNF  donnent 

F'N  F'M' 


F'M     •  F'M'  ^  FM  * 
doù 

FM  _  ^'^'^^  -  ^^^^        FN  -  ''^^^^  ^  ^'^'^  ■ 
F'M'  -f.  FM    '  F'M'  -H  FM     ' 

puis 

FM  •F'M' 
F'N+FN-2a-2-— l-^  =  coit«l. 

F'M'  -H  FM 

Ainsi,  le  point  dHntersection  des  diagonales  d'un  trapèze,  ayant 
pour  bases  deux  rayons  vecteurs  parallèles  d'une  elUpse,  décrit 
une  seconde  ellipse,  homo focale  à  la  première. 

(G.  DE  LONGGHAMPS.) 

Observons,  aussi,  que  IN  est  normale  à  cette  courbe. 

■...•.<■  .  ■        .    •* 

A.  Soit  T  le  point  où  la  tangente  au  cercle  directeur,  menée 


ptr  K,  reneoocre  M'I  ;  00  aara  : 

angle  HTT  —  mrr  —  I  • 

Doue  k  Um  deâ  poimU  d'imter$eeiùm  det  tangentes  à  FilUfm 
et  à  Fun  des  cercles  directeurs,  omx  points  sihiês  sur  un  mimt 
rayon  ducercle,  est  la  directrice  qtn  correspond  à  Panirefmier(^ 

(Malloobl.) 


ft.  Soieni  P,  Q  les  points  où  Ml  reneoncre  le  oerde  diree- 
teur  F'iec  R  le  point  où  KP  eoape,de  nouveaa,  ce  même 
cerele.  A  cause  de  FI  >»  IK,  F  est  le  point  de  eonooors  des 
baoteurs  du  triangle  PQR.  Donc  PR  et  QR  sont  perpcDdicolaires 
aux  milieux  de  deux  droites  qui  vont  de  F  an  cercle  directear: 
par  suite,  elles  touchent  Tellipse.  On  conclut,  de  là,qu*(m]Mrf 
circonscrire,  à  TelUpse,  une  infinité  de  triangles  inseriti  m 
cercle  directeur. 

Ces  triangles  ont  le  même  cercle  des  neuf  points  (cerde  prin- 
cipal). 

•.  Menons,  du  point  0,  une  parallèle  k  KF;  soient  S,  S' les 
points  où  elle  rencontre  FM',  F'M'  :  S' sera  le  milieu  de  F'K;  dose 
F'S'»=a=sFS.  Par  conséquent,  la  parallèle  menée  à  la  normok, 
par  le  centre  de  Vellipse,  détermine,  sur  les  rayons  vedeurt  <h 
point  dHncidence  (à  partir  des  foyers),  des  segments  égaux  n 
demi'-grand  axe.  (Lauhot.) 

De  là  résulte  un  moyen  de  mener  la  normale,  soit  en  un  point 
donné  sur  Pellipse,  soit  parallèle  à  une  direction  donnée. 

7.  G  étant  le  point  où  la  normale  en  M^  rencontire  A  A';  menons 
6DD'  perpendiculaire  &  AA';  soient  D,  D'  les  points  où  cette 


(*)  n  aurait  niieiUE  yalu  dire  :  qui  eorrtspùnd  à  Vautre  eerdU  dirfdar, 

(E.C.) 


- 

>1M  — 

droite 

coupe 

BF,  BF'. 

On  a 

M'F* 
F'G 

FG 

FG 

•i-MT 
t-FG 

F'O 

FD' 

F'G 

FD 

""fg' 

d'où 

# 

- 

ITF  — DTV   MT  —  DF. 

Donc  la  perpendiculaire  élevée  eur  le  grand  aoce,  par  le  pied 
d*%me  normale,  détermine,  sur  les  rayons  vei^rs  d'une  extré- 
mité du  petit  axe,  des  segments  égaux  aux  rayons  vecteurs  du 
point  d'incidence  de  la  normale.  (LAtivDT.)  ' 

9.  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  M'FF'  rencontre 
BB'  en  un  point  U  appartenant  à  la  normale  M 'G.  La  similitude 
des  triangles  UPM',  FM'G  donne 

uir     JW      a 

UF'  ~  FG  ™c" 

Les  propriétés  7  et  S  permettent  de  mener  une  normale  par 
un  point  donné  sur  Tun  des  axes.  (J.  Nevbbrg;) 


GÉHÉRAUSATIOH  D'UNE  FORMULE  DE  H.  CATALAH. 


11  s*agit  de  Tidentité  remarquable 

On  peut  la  démontrer  en  observant  que  le  second  membre  est 
égala 

/Il  M     /*  M 


—  liO  — 

ouà 

U      «  U)         \i      4  W 

expression  évidemment  identique  aii  premier  membre. 
Celte  démonstration  conduit  &  la  généralisation  que  to'kî.  On 

a 

ri       1  1  -1     ri  <  -r 

U'       y  (2»)'J      U'  11^  J 

j v—i     j »— 4  4         af-« 

■"4'""     âf     '*"5»  i'     "**■■■  "^  (in  — 4)»       (Jur 

Par  exemple 
1     '     i_^  4  4  4  J_ 

4*'~  t»  "^  3*     4»  ■^"*"*'  (aii-4)*     (2»)»  —  (11+4)»  ■^■'■"*'  (J»^' 


Maintmant,  supposons  qu'il  s'agisse,  non  plus  d'un  oialiipk 
de  2,  mais  d'un  multiple  de  k,  en  général.  Nous  avons 


4 


(n  -1-4)'      («H- iy  (/bi)f 

r*  M   r*         n 

■al  —  -h  .  ..  -I I  —  I  ^  ^  ...  ^•..-.  I 

ri  ^  1     .  r^        I  *  1 

L4'  {knyj         llf      {iky  {knf] 

i       4  4  *»-4  4^-4  4         If-» 

Ces  diverses  identités  subsistent,  quelles  que  puissent  être  ks 
valeurs  de  p,  qui  ne  sont  nullement  assiijetties  à  rester  entierps. 

D'une  manière  plus  générale  encore,  si  nous  considéroDS  k 
suite  .  r,      _    .     . 


—  ut  — 

noos  avons,  identiquement, 

«Wl  -♦"  ^n+l  •*-  *•*  ••"  ^èm 
aea  (Oi  +  Ot  H-  •••  -f-  Ci,)  —  (Oi  -«-  Of  -4-  •••  -♦-  ttj 


c^Hf  -!-•••-♦•  Iï^.t  ••• 


«*+i  -••  •'•  ^  <»l»-l  -♦-  Oui.         «   < 


-(-S) 


{-fj 


Si  le  rapport  ^  —  X  est  constant,  quel  que  soit  x,  les  termes 


Ote 


affeetés  du  coefficient  1  seront  périodiquement  affectés  d'un 
même  coefficient  1  —  X  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  exemples 
qae  nous  avons  précédemment  examinés. 

Je  ne  sais  si  ces  remarques,  bien  simples,  sur  Tintéressante 
identité  de  M.  Catalan  sont  nouvelles,  ou  si  elles  ont  déjà  été 
faites.  (C.-A.  Laisant.)  {*) 


REMARQUE  SUR  UNE  ÉQUATION  INDÉTERMINÉE; 


par  M.  S.  Realis. 


LVqualion 

y*  —  ax'=6z, 

dont  il  est  question  dans  la  Nouvelle  Correspondance (ulV y  p.  340), 
se  résout  aussi,  (rès-simplemcnt,  au  moyen  de  formules  directes. 


(*)  Voir,  sur  ce  sujet,  la  belle  commuDicatioa  de  M.  Tciébtcbkf,  au 
Congrès  de  Clennont-Ferraod  (A^.  C,  M.y  t.  H»  p.  S03). 


Pour  plus  de  généralité,  nous  oonsidérerond  Téqualion  iodé- 

terminée 

ax*  4- Ay  «s  ez, 

où  les  coefficients  a»  6,c  sont  des  entiers  quelconques ,  premien 
entre  eux,  positifs  ou  négatifs,  tek,  cependant,  que  la  résolotioD 
en  nombres  entiers  soit  possible. 
Soit 

00? -¥- bff  tsa  cy 

une  solution  entière,  que  Ton  suppose  connue  ;  Féquation  eon- 
sidérée  sera  vérifiée  par  les  formules 

X  =  oocA*  +  2&pAB  —  AaB*  -i-  cocC; 

y  «3  —  apA*  +  SoaAB  -♦-  6pB'  -♦-  cpC, 

z  =r(aA* ^  6B»— cC)«4-  4C {aoA  -h  6pB)\ 

où  Ton  peut  attribuer,  aux  indéterminées  A,  B,  C,  des  valenn 
entières  quelconques.  Cela  se  prouve  en  subsUtuant  ces  valeun 
de  X,  y,  z  dans  Texpression  tun^-é-  by^  —  cz,  et  en  constatant  qoe 
le  résultat  renferme  le  facteur  nul  ax^  +  6^*  —  c/. 

Exemples.  1*  L'équation 
dont  on  a  la  solution  particulière 

est  vérifiée  par  les  formules 

«  — 7A^— 12AB  H- 5B«+ 5C, 
y«i2(— 7A*^- 7AB  — 3B«^.  6C), 
£  —  (7A«— 5B«— 5C)«  H- 4C  (7A— 6B)r. 
Faisant  successivement 

A  — I,  Bc»4,  CcaO; 

A  — 0,  Bs=l,  C  — —  1; 

A  =  4,  B  =  0,  C«=  — 4; 

A=-0,  B  =  4,  C=«l; 

A  — i,  B  — 0,  C  — 1; 


—  H5  - 

et  supprimant  les  factean  communs  inutiles,  on  obtient  les 
solutions 

1.V-3.  5*= -8.4. 
7.1»- 5.  8» 8,37, 

7.  i»- 3. 12*- -8.85, 
7.2»-3.  1*  — 8.8, 
7.5*-3.  1«  =  5.12,      . 


• 


2*  Pour  réquation 

dont  ,une  solution  particulière  est  donnée  par  Tégalité 

i'- 7.1»  =  -5.2. 
on  a  les  formules 

«  =  A*  —  14AB  +  7B^  H- 3C, 

y  =  —  A*  +  2AB  —  7B»  +  5C, 

«  =  -  2(A»-  7B»  -  3C)«  +  4C  (A  -  7B)». 

De  là,  une  infinité  de  soluiions,  telles  que  : 

1»- 7,2»  =  - 3,9, 

2»-7.1»  =  -3.1, 

H»- 7. 8» 5.18, 

28»-7.7*  =  3.94, 
etc. 


VI. 
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SUR  U  THÉORÈIIE  DES  FAISCEAUX: 


ptr  H.  E.  DoMls,  lîentenaDt  da  Géaîe  à  Dfjoo  f}- 


Si  des  rayons  lumineux,  M|M|  issui  normalement  d'une  mr* 
face  Si,  eoni  réfléchis  ou  réfractés,  suitxmi  MM^,  par  une  semde 
surface  S,  les  nouveaux  rayons  sont  encore  normaux  à  um 
nouvelle  surface  S^  (**). 

Cas  db  la  réflexion.  —  Soient  :  M|M,  M'fM'»  deuxnyooi 
infiniment  voisins,  normaux  à  S^  ;  M'M's»  MMj»  ces  rayons 
réfléchis;  e,  Tangle  de  MM4  avec  MM';  6',  Tangle  de  MM'  a?ee 
M|M;  0|,  Tangle  de  M^M'^  avec  MM,.  On  a  : 

M'Mi  — MM.B^MM'.oosa, (4) 

M'M;  — Mlit»>HM'.co89'-4-M,H;.oo80,;    ...  (S) 

en  négligeant  des  infiniment  petits  du  second  ordre. 
On  suppose  le  point  M't  tel ,  que 

a  fi  -h  k'^consUmUf 


m:m'h-M'm;«>»m«mh- 

en  faisant  MM|  «»  /{,  MM,  >»  ^• 

Si  Ton  ajoute  (1)  et  (2),  il  vient  : 

0=»MM'.(C08e'  —  G089)  H-  tt«M;.co8ak. 

Or»  d'après  la  loi  de  la  réflexion,  M|M,  MM,  sont  dans  uo 
plan  normal,  en  M,  à  S  ;  et  les  angles  de  ces  droites,  avec  la  nor- 
male en  M,  sont  égaux.  Il  en  résulte  que  les  angles  de  ces  droites 


{*)  AciueUement  capîtaioe. 

f  *)  Ce  théorème,  dont  Malus  avait  donné  un  cas  particulier,  n*est-il  ptf 
dû  à  SltmnT  (E.  C) 
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avec  une  direelion  quelconque,  issue  de  M  et  située  dans  le  plan 
tangent  à  S»  en  M,  sont  supplémentaires.  Par  suite,  cos9e=»cos9'. 
Donc,  cosOj  est  un  infinicnent  petit;  et  la  surface,  lieu  des 
points  M\f  est  normale  aux  layons  réfléchis. 

Remarque.  —  Il  y  a  une  infinité  de  surfaces  parallèles,  nor- 
males aux  rayons  réfléchis. 

Cas  de  la  réfraction.  —  Diaprés  la  loi  des  sinus,  on  a 

sînt  ,  , 

;-«. (5) 


smt 


en  appelant  i,  Tangle  du  rayon  incident  avec  la  normale,  en  M, 
&  S,  et  t",  Tangle  de  celte  normale  avec  le  rayon  réfracté.  De  la 
relation  (3),  il  résulte  que  cos  6  =  n  cos  ff.  En  multipliant  (2) 
par  n,  c^est-ànlire  en  supposant  /^  +  nl^  s»  constante,  on  voit 
qu*il  y  a  une  surface  normale  aux  rayons  réfractés. 
Comme  dans  le  premier  cas,  il  y  a  en  a  une  infinité. 

Examen  d^cn  cas  particulier.  —  Considérons  le  plan  incident 
M^MM^yCt  les  sections  (Si),(S),(Ss),faites9  dans  les  trois  surfaces 
S|>  S,  S|9  par  ce  plan.  Soient  :  0|,  0^  0^,  les  centres  de  cour- 
bure de  ces  sections,  aux  points  M^  M,  M2;  R^  R,  Rs,  les  rayons 
de  courbure  aux  mêmes  points  :  ce  sont  les  rayons  de  courbure 
des  surfaces,  relatifs  au  plan  incident.  On  considère  une  normale 
M%M'  à  (Si),  infiniment  Toisine  de  M^M  et  rencontrant  (S)  au 
point  M'  :  elle  est  réfléchie,  sur  (S),  normalement  à  une  certaine 
courbe  (on  le  montrerait  comme  précédemment).  Cette  courbe 
n*a  pas  nécessairement ,  en  M^,  la  même  courbure  que  (S^). 
Mais,  si  nous  supposons  S  et  S|  telles  que  4eurs  sections  prin- 
cipales, aux  points  M^  et  M,  soient  parallèles,  c'est-à-dire  dans 
un  même  plan,  la  normale  infiniment  voisine  M'|M'  sera  normale 
à  S4  ;  elle  sera,  en  outre,  réfléchie  sur  S;  car  M'O  est  normale  à 
cette  surface;  et  alors,  ce  rayon  réfléchi,  étant  normal  &  Sst  et 
rencontrant  la  normale  NjO^»  on  voit  que  le  plan  incident  est 
aussi  une  section  principale,  en  M29  à  la  surface  S^. 
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Dans  ce  cas,  en  appelant  6|,  e,  ^  les  angles  de  eontingeoee 
en  M|y  M,  Mf»  et  en  observant  que  raugmentatim  d'un  aagk 
est  le  double  de  Faugmentation  de  la  moitié  de  cet  angici  od  a 


«i-4-«t  =  *(<t  — »)» 


ou 


fff  — fiesfc. 


w 

Si  d$if  di^  dis  ^n^  clés  ares  Infiniment  petits,  aux  points 
H|,  Hy  Mit  on  a  : 


Ri  ™  dsi*     R 


Hs 


1  =  A 


En  fai9ant  passer  par  M  deux  surfaces  parallèles  k  S|  et  S|,  et 
par  leur  intersection  avec  le  plan  MiMM^,  on  obtient  deux 
courbes,  HP,  MQ,  rencontrant  les  normales  infiniment  voisines 
M'0|,  H'0„  aux  points  P,  Q.  Soient  MPc»df'|,  HQ— cb'i; oo 
a  : 

cb|         R|  dst  _     Rf 

dir;"R|-^//     dsi  ""R,db(,' 

Quand  S  est  concave  on  prend  le  signe  +  ;  quand  elle  est 
convexe,  le  signe  — .  D'un  autre  côté  : 

t  étant  Tangle  d'incidence.  En  remplaçant,  dans  la  rehtioD  {fy 
hf  ^9  h  P&r  leurs  valeurs,  on  trouve 


P) 


1*"  Supposons  que  S|  soit  un  plan,  et  cherchons  la  condiiioo 
pour  que  les  rayons  réfléchis  passent  par  le  même  point  Of. 
La  relation  (8)  devient,  en  y  faisant  R|  >»  oo,  R,  <»  0  : 

R— **L. 
cost 
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Cest  ^expression  du  rayon  de  courbure  d*une  parabole.  On 
retrouve  ainsi  la  propriété  du  réflecteur  parabolique. 

S^  Qierchons  une  surface  S  telle»  que  les  rayons,  émanant  d*un 
point  0| ,  se  réfléchissent  sur  S  et  convergent  vers  un  point  O^. 

La  relation  (5)  devient,  en  y  faisant  R|  =  0,  R^  ai  0  : 


R=» 


(/i  -*-(t)cosi 


D'un  autre  côté,  /|  h-  /{'«Sa  :  S  est  donc  un  ellipsoïde  de 
révolution  autour  de  O1O9.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  que 
le  rayon  de  courbure  de  Tellipse  est  R  =»  ^^  • 

3^  Supposons  que  S4  soit  un  plan  et  S  une  sphère,  et  cher- 
chons la  nature  de  la  surface  réfléchie. 

La  relation  (5)  donne,  en  y  faisant  R|  :»  00  : 


cosi 


R,-/,      R- 

On  trouve  ainsi  le  rayon  de  courbure  d'une  épicydoide,  obtenue 
en  faisant  rouler  une  circonférence  de  rayon  sur  une  circonfé- 
rence double  (formule  de  Savart)  (*). 

On  peut  le  voir  directement.  En  effet,  /|  +  /^  "^  constante  ^^  d, 
en  appelant  d  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée,  du 
centre  de  la  sphère,  sur  le  pian.  Coupons  les  crois  surfaces  par  un 
plan  passant  par  cette  perpendiculaire.  Soient  :  AB,  le  diamètre  du 
cercle  parallèle  au  plan  Sf,  G,  le  point  où  le  rayon  incident  M|M 
le  rencontre.  Si'  Ton  mène  MjD  perpendiculaire  à  HM^  et 
rencontrant  OM  en  D,  les  triangles  HM2D,  OMC  sont  égaux, 
et  HD  B=>  R.  Si  Ton  décrit  des  circonférences  sur  OM  et  MD 
comme  diamètres,  on  a  donc  : 

arc  MC  ss  arc  AM  Bs  arcHMf 


(*)  Oa  plal6t  formule  d'Euïer,  SQÎyaiit  M.  Maonheim  {Cours  de  Géométrie 
descriptive  de  V École  polytechnique^  p.  170).  H  est  arrivé,  au  célèbre  profes- 
seur Savary,  ce  qui  est  arrive  à  bien  d'autres  :  il  a  fait  du  vieux  neuf. 

(E.  G.) 
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4**  Soient  0  un  cercle,  et  AB  une  branche  dliypoeydoide, 
obtenue  en  faisant  rouler  une  cireonférenoe  0',  intériearemeDt, 
sur  Tare  ADB  de  O.  On  fait  tourner  cette  figure  autour  do 
diamètre  CD,  normal  è  AB,  et  Ton  suppose  Sf  parallèle  i 
la  surface  engendrée  par  le  cercle  0.  On  considère,  maintenam, 
les  épicycloides  obtenues  en  faisant  rouler  extérieurement  0'  sur 
l'arc  ADB,  et  la  circonférence  O",  dont  le  diamètre  égale  la  diffé- 
rence des  diamètres  de  0  et  de  0',  sur  Parc  ACB. 

Un  raisonnement  analogue  au  précédent,  fait  en  supposant 
/,  +  Jf  <»  4Ry  montrerait  que  S^  est  parallèle  à  la  surface  de 
révolution  obtenue  en  faisant  tourner,  autour  de  CD,  les  deux 
épicycloides  considérées. 


SUR  LHSXISTEHCE  DE  CERTAINS  POLYÈDRES. 


TflÉORÉHE.  Il  n'y  a  qtie  pinq  espèces  de  polyèdres  dont  tous  h 
angles  solides  ont  m  arêtes  et  toutes  les  faces  n  côtés. 

D  après  Thypothèse ,  le  nombre  des  arêtes  serait  mS  ou  nF  : 
mais  chaque  arête  est  comptée  deux  fois;  leur  nombre  est  dcac 


mS 

"F 


fiF 


d^où 


â  2 

8  =  — A,      F=.-A. 
m  n 


En  remplaçant  dans  Téquation  d'Euler, 


S  +  F 


2, 


n 
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on  obtient 

Sfiiii 
A  c 


2(m  H*  n)  —  mn 


On  doit  avoir  2(m +n) — fnn>0,  d'où  m  <  j^j  ;  et,  d'autre 
part,fn>2;  ce  qui  exige  que  Ton  ait;^>3,d'où  n  <6.  En  faisant 
successivement  n  «»  3, 4, 5  on  obtient  m  <  6, 4, 3  ;.  Nous  trou* 
vons  ainsi  les  cinq  solutions  suivantes  : 

ntcaSy    iis=4,  ^ 

maes4,      11=33,    ' 
ftlss5,      fia*  3. 

Ces  solutions  nous  donnent  les  cinq  polyèdres  qui  suivent  : 

I.TtfTRAiDBB  d  faces  iriongulaires  et  angles  triidres.  F=sa4,  S=s4,    AtBs6, 
tt.  Hexaèdre d faces quadrangulairesettmglestrièdres.  ¥=^6,  Ssa8    \ 
Uh  OcrAÈDEE  d  faces  triangulaires  et  angles  tétraèdres.  FbbS,  S«s6   ) 

IV.  DoDécAÂDRB  d  faces  pentaganales  et  angles  trièdres.  F»»  12,  S»»  30  \ 

[  Â=sSO. 

V.  IcosAÉotB  d  faces  triangulaireset  angles  pentaèdres.  Fss20,S=s  12  ) 

(Eruest  Cbsaro.) 


CORRESPONDAHCB. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  C.-i4.  Laisant.  —  «  Il  s'agit  de 
cette  étemelle  question  philosophique  des  quantités  négatives  et 
des  quantités  imaginaires  (*)• 


(*)  Les  ifnaginaires  sont-elles  des  quantités?  Il  est  permis  d*en  douter.  En 


—  180  — 

Supposons  que,  par  un  scrupule  honorable  (maïs  certainoneat 
excessif  en  Mathématiques),  on  se  soie  interdit  absolument  h 
soustraction  :  le  signe  —  est  proscrit  du  calcul.  Mais»  toutes  les 
fois  que  nous  avons  à  retrancher  un  terme,  ou  à  porter  une 
quantité  (*)  en  sens  contraire  du  sens  positif,  nous  affectons  ce 
terme,  ou  cette  quantité,  du  coefficient  symbolique  î,  par  one 
convention  admise. 

Si,  dans  les  résultats  provenant  de  transformations  plus  ou 
moins  compliquées,  nous  venons  à  introduire  la  convention  nou- 
velle t  -4- 1  a=0,  ces  résultats  coïncideront  avec  ceux  de  TAIgèbre 
ordinaire. 

Toute  quantité  négative  ( —  a)  est  donc  remplacée  par  une 
quantité  positive  (-h  ta),  le  coefficient  symbolique  t  étant  soumis 
à  la  condition  t  -f- 1  «a  0. 

De  même,  lorsque  nous  rencontrons,  pour  la  première  fois,  une 
quantité  de  la  forme  V^ — a*,  nous  pouvons  convenir  de  la  rem- 
placer par  iV/o^Bs  ja,  t  étant  un  coefficient  symbolique,  soumis 
à  la  condition  fl  ^1^=0. 

Le  calcul  des  quantités  dites  imaginaires  se  ramènera  donc  su 
calcul  des  quantités  réelles,  par  une  analogie  complète  avec  h 
méthode  ci-dessus,  qui  permet  de  ramener  le  calcul  des  quantités 
négatives  à  celui  des  quantités  positives. 

Ce  rapprochement,  sous  cette  forme  particulière,  me  partit 
intéressant  à  ajouter  aux  nombreuses  considérations  publiées, 
jusqu'à  ce  jour,  sur  les  quantités  négatives  et  imaginaires  (^).  » 


effet,  par  définUùm,  une  quantité  a  ul  dite  phu  grande  qu^wu  fuantUéhf 
quand  la  différence  a  —  b  est  positive.  Or,  ce  critérium  ne  s^applîque  pu  au 
imaginaires.  (E.  C) 

(*)  Ici,  le  moi  grandeur  conviendrait  peut*é^  mieux.  (E.  C.) 

(**)  Ce  qu'il  y  a  de  plus  lumineux  sur  cette  théorie  est,  sans  eontrcdit,U 
notion  des  distances  inclinées,  vnaginée  (?)  par  Aigant;  développée  ptr 
MouEBY,  Faurb,  Gaucby,  ...;  et  universellement  admise  aujourd'hui. 

(E.C.) 
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Extraits  dCune  lettre  de  M.  Le  Lasseur.  —  c  J  ai  cherché ,  au 
SamfMiire,  le  nom  de  M.  Brocard;  mais  j*ai  eu  le  regret  de 
constater  qu'il  n'y  avait  rien,  de  lui,  concernant  les  nombres 
premiers. ...» 

«  Le  nombre  V^go  est  1 3  373  763  76S  986  881 , 
et  non  i  3  373  763  763  986 1 81 , 

comme  vous  Tavez  indiqué  d*après  ma  lettre. ...» 

«  L'autre  faute,...  consiste  dans  l'indication  du  dividende  ¥739, 
tandis  que  le  véritable  dividende  est  V798  . . .  {*).  » 


Extrait  d^une  kttre  de  M.  F.  Fauquembergue.  —  <  Permettez- 
moi  de  vous  signaler  une  erreur  dans  la  solution  de  la  Queê" 
Hùn  510,  p.  92  (*^).  L'erreur  provient  de  ce  que  M.  Lambiotte 
trouve 


/ 


3 


tandis  que  cette  intégrale,  prise  entre  les  limites  indiquées,  est 
nuUe.  Ce  qui  donne 

Ar=iirR«0.  » 
2 


Extrait  d'une  kttre  de  M.  Hermiie.  —  «  Le  dernier  numéro 
de  la  Correspondance  m'a  beaucoup  intéressé;  j'ai  vu,  avec  le 


(*)  Ces  deux  faotes  se  trouvent  à  la  page  38.  (iV.  C.  Jf.,  t.  VI.) 

(E.  C.) 

(**)  La  même  errear  nous  est  indiquée  par  M.  Dneate),  professeur  au 
liyeée  de  Douai. 

(***)  M.  F.  démontrey  ensuite,  que  Ton  peut  trouver  ce  résultat  par  4o 
simptei  eùnndérations  géoméiriquei.  Avis  &  nos  jeunes  lecteurs.   (B.  G.) 


—  «1  — 

plus  grand  plaisir^  qae  les  pruniers  nombres  de  Berrouiui  f) 
aient  été,  enfin,  donnés  sous  la  forme  qui  résulte  de  radmirable 
théorème  de  Staudt  (^).  Peut-on  comprendre  que  ce  tbéorioe 
soit  demeuré,  jusqu'ici,  inconnu  de  tous  les  auteurs  i 

Mais  il  y  aurait  injustice  à  ne  point  joindre,  au  nom  de 
Staudt,  celui  de  Claosen,  qui  Ta  donné  en  même  temps,  (bns 
les  Nouvelles  asinmomiques,  de  Schumacher. 

Voudriez-vous  bien,  à  Toccasion,  rappeler  cette  circonslaoce? 

La  démonstration  que  Staudt  a  donnée ,  dans  le  Jowmal  de 
Crelk,  est  profonde  et  difficile  ;  il  me  semblerait  désirable  qu'on 
put  trouver  une  autre  voie,  plus  commode,  pour  rétablir.  Enfin, 
il  faudrait  découvrir  quelque  loi  concernant  la  partie  entière  des 
nombres  de  Bemouilli  (***).  » 


SOLUnOHS  DES  QUESHOHS  PROPOSÉES. 


Question  AtS. 

1"*  Dans  un  tétraèdre  ayant  timtes  ses  arêtes  inégales,  oajwv^ 
inscrire  et  ex4nscrire  quarante-huit  cubes  différents;  3*  »  P» 
considère  les  quatre  cubes  ayant  une  de  leurs  faces  surwnef^ 
du  tétraèdre  et  deux  de  leurs  sommets  sur  une  même  face,  «ft'fr 
cente  à  la  précédente  :  la  hauteur  de  la  première  face,  corre^a^ 
dant  à  leur  arête  commune,  est  moyenne  harmonique  enire  h 
arêtes  des  quatre  cubes;  3*  la  somme  des  inverses  des  arites  de» 


Ç)  On  doit,  je  pense,  écrire  BemmOU.  (E-  Q 

n  N.C.M.,  t.  VI,  p.  69.  (B.C.) 

("*)  Nul,  plus  que  notre  illustre  Correspondant,  n'est  en  état  de  résoaèt 

les  questions  qu'il  propose.  Du  reste,  il  a  déjà  commencé  :  le  tome  LXXXl 

du  Journal  de  Crelle  contient  une  savante  note  de  M.  Hermite,  rclitite  à  h 

partie  entière,  (^  ^'J 


quarante-huit  cubes  est  égale  à  quatre  fois  la  somme  des  inverses 
des  rayons  des  cercles  inscrits  aux  quatre  faces  du  tétraèdre. 

ESCARY, 
professeur  au  Lycée  de  Ghâteanroaz. 

Soient  Xy  x'  les  côtés  du  carré  inscrit  *et  du  carré  ex-inscrit  à 
un  triangle  y  correspondant  à  un  des  côtés.  On  sait  que 


i       i_2       i_i      I       j__i      4 
xx'hxhax^ha 


h  étant  la  hauteur  du  triangle,  correspondant  au  côté  a. 

Soit  SABC  le  tétraèdre.  On  mène  un  plan  parallèle  à  ABC  et 
tel,  que  le  côté  du  carré  inscrit  au  triangle  A'B'C  d'intersection 
soit  égal  à  la  distance  du  plan  à  la  face  ABC.  On  obtient  ainsi 
un  cube  dont  Tarète  x^  est  donnée  par  Féquation 

i       ^      i      ^  ,,. 

xr-h^a-^n" ^'^ 

H  est  la  hauteur  du  tétraèdre,  correspondant  à  la  base  ABC  ;  h,  la 
hauteur  correspondant  au  côté  a  de  ABC. 

De  même,  x^  étant  Taréte  du  cube  ex-inscrit,  correspondant  à 
la  face  ABC  et  au  côté  a  de  ABC, 

1       1      <      i 

—  ==  r  "^ If (  ) 

x^       h      a      n 

Si,  dans  la  section  A'fi'C,  on  considère  le  côté  du  carré 
ex-inscrit,  on  aura,  d*une  façon  analogue, 

1        I       1       4        i       i       i       4 

^  '  Xs      h      a      U       Xi      h      a      n 

1"*  On  obtient  donc  quatre  cubes  ayant  une  de  leurs  faces  sur 
ABC  et  deux  de  leurs  sommets  sur  la  face  SBC,  adjacente  à  la 
précédente. 

On  trouve  ainsi  douze  cubes  correspondant  à  la  face  ABC  ;  et, 
par  suite,  quarante-huit  cubes  différents,  inscrits  ou  ex-inscrits 
au  tétraèdre. 


^ 


•-  «4  — 

3*  En  additionnant  (i),  (2),  (3),  (4),  on  a  : 

x^      3Cf      x%      Xt      H 
3*  Pour  les  douze  cubes  correspondant  à  ABC,  on  a  : 


en  appelant  r  le  rayon  du  eercle  inscril  au  triangle  ABC; etc. 

E.  Dubois, 

tieitenant  da  Gteie  (Dîjoo^ 


Qnestioit  fèS9B. 

Soii  ABmD  un  quadrUeUire  articulé ,  formé  de  quain  tig» 
égakê  deux  à  deux  : 

MBr=iND  =  a,    AB  =  AD«6. 

Le  côté  Dm  étant  fixe,  le  déplacemeni  de  la  tige  mMtkl 
revient  au  roulement  d'une  ovale  de  Descartes  dans  ime  .oeoir 
cte  Desoartes  (*).  (Marhiiboi.) 

ConsidéroDS  le  déplacement  eontinn  de  AB.  Le  centre  ioslaiH 
tané  de  rotation,  pour  la  position  AB,  sera  M,  iniersectfan  de 
mB  avec  DA.  Sur  la  ditute  DM,  on  anra  un  autre  point  l'i 
dét«*miiié  par  mB',  symétrique  de  mB  relativement  i  Am*  I^ 
Iriangies  semblables  DmM,  DMm  donnent 


O  Vair«  dteas  k  «OM IV  de  h  J^.  C.  Jf^  ks  solutions  des  Qiiiffioiis  3S» 
k  Kl,  pv' IL  te  cifilaiae  Mea^essofi.  (E.C) 


j 
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L'équation  da  lieu  des  points  M,  M'  est,  en  prenant  D  pour 
pèle  et  Dm  pour  axe  polaire  : 

On  peut  obtenir  cette  équation  en  éliminant  Centre  les  relations 
évidentes  : 


sinp      8in(p  — a) 
a  sin  a  —  b  sinpwaab  aitt  {p  ^  a)^ 
a-i*&cosp  —  aco8ffsaboos(p  —  a): 

^  est  Tangle  de  mB  avec  Dm. 

On  voit  que  le  lieu  du  milieu  de  MM'  est  un  limaçon  de  Pascal, 
ayant  pour  équation 


ti=o  ■  »     ..co8«  -I-  a 


a«  — 6«  o*  — 6» 

Le  lieu  des  points  M  est,  comme  on  sait,  une  ovale  de  Des- 
eartes  :  c'est  la  base  de  la  roufette. 

Si  Ton  suppose  AB  fixe,  le  lieu  des  points  M  sera  aussi  une 
ovale  de  Descartes.  Cette  courbe  est  le  lieu  des  points,  de  la  figure 
mobile,  qui  viennent  successivement  en  contact  avec  les  points  de 
la  base  :  c'est  la  courbe  roulante.  Donc,  etc.        (E.  Dubois.) 


Question  9SOé 

Soit  ABmD  un  quadrilatère  articulé,  formé  de  quatre  tiges 
égalée  deux  à  deux  : 

mB  =  mD  =  a,    AB=AD  =  6. 

Le  coté  mD  étant  fixe ,  chaque  point  de  la  tige  AB  et  du  plan 
fmparté  par  cette  tige  décrit  une  inverse  de  conique. 

(ROBERTS.) 
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Soient:  M,  un  point  du  plan  emporté  par AB;E,  laprajeaioa 
de  M  sur  AB;  AM  =  i;  angle  MAB^r:  H',  E',  les  poitfi 
correspoiidanls  pour  la  position  AB',  symétrique  de  AB  pir 
rapport  &  Am.  On  pro- 
longe M'E'  d'une  ke- 
guenr  E'F—H'E'.  U 
droite  DB'B  est  éviiieiD- 
ment  pcrpeDdiculiiresor 
Am.  La  droite  EE',^ 
lui  est  parallèle,  p*M 
par  un  point  fiie  G  de 
Dm;car,ran^eGK«0 
est  droit,  et  le  poinl  I 
décrit  un  cercle  Oa  *r 
en  cRet, 

AK      f  coiqi 
Âm""    56 

On  trace  MM'  :  soient  I,  C  les  inlerseclions  de  cette  droite 
avec  Ai»  cl  EE'.  C  est  le  milieu  de  MM',  AC  est  peipendiculiin 
sur  MM'  ;  car  A  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  iHiu^ 
FMH'.  On  a  : 

AK 

--cos'ç; 


Am      36eo8f' 

Ainsi,  le  lieu  du  poinl  I  est  un  cercle;  et,coinine  Vm^ 
Aie  ~  f  —  f  est  constant,  on  voit  que  MM'  passe  pir  un 
point  fixe  0.  Donc,  le  lieu  du  sommet  de  l'angle  coBSt*o< 
GCO  -B  f  est  une  circonférence  a  qui  passe  en  m.  La  droite  CA 
passe  par  le  point  d'intersection  n  des  circonférences  D  et  «.  De 


('}  K  est  l'InteriectioD  de  Am  itcg  EE'. 


—  m  — 

plus,  ce  point  n  esl  une  extrémité  du  diamètre  g^O.  En  effet,  le 
sommet  A  de  Tangle  constant  CAm  décrit  la  circonférence  D; 
donc  CA  tourne  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  D.  Le  sommet  G 
de  Tangle  droit  OCA  décrit  la  circonférence  a>;  donc  CA  tourne 
autour  d*un  point  fixe,  situé  sur  o.  Ce  point  fixe  est  donc  à 
rintersection  des  deux  circonférences.  Pour  une  raison  sem- 
blable,  la  circonférence  u  passe  au  point  G. 

Soit  H  rintersection,  avec  Dm,  d'une  perpendiculaire  élevée 
en  I  sur  mA  :  on  a 


\        26cos(p/ 


par  suite, 

Oni  ssagacosç— -•/; 

et,^si  N  est  Fintersection  de  (hn  avec  la  circonférence  D,  c'est-à- 
dire  l'extrémité  du  diamètre  Dn,  on  a  aussi 

0N  =  ?/. 

0 

En  observant  que  AC  esl  la  projection  de  ON,  on  obtient 
rapidement  Téquation  de  la  courbe,  lieu  des  points  M,  en  coor- 
données polaires. 

Soient  :  O  le  pôle;  On,  Taxe  polaire; 


nO 


p;    COii  =  »;    0^  = 


COs=pcosa>,  et  Tangle  ANneaco  —  a;  de  sorte  que  l'équation 
de  la  courbe  est  : 


a* 


(u  —  p co9«)'  a=  P  ~  j- 1*  sin' (9  -♦-  a  —  «). 

En  passant  aux  coordonnées  carlésiennes,  on  voit  que  cette 
courbe  est  du  quatrième  degré. 

Remarque.  Toute  circonférence  passant  en  0  (point  double  de 
la  courbe),  ne  la  rencontre  qu'en  deux  autres  points  réels. 


—  I$8  — 

On  le  voit  de  la  manière  suivante.  L*éqiialion  du  oereie  peal 
8*écrire 

UEspoo8o-4-  moo6«*t-  nsino; 

de  sorte  que  Tinterseetion  de  la  eourbe  et  de  la  circonfi^eDce  est 
ramenée  &  I*intersection  des  courbes  dont  les  équations  sont  : 


V  «a m  cosx  H- n  sinx, 


P) 


X  variant  de  0  à  ir.  En  éliminant  y,  on  trouve  une  éqimtioD 
bicarrée,  en  cos  x.  On  obtient  ainsi  quatre  angles,  supplémen- 
Uires  deux  à  deux.  De  deux  angles  supplémentaires,  il  y  en  a  on 
seul  qui  répond  à^la  question;  car  il  n*y  en  a  qu'un  qui  rende 
égales  les  valeurs  de  y  données  par  (1)  et  (2).  On  obtient  dooe 
cfetix  points  d'intersection. 

D'après  ce  qui  précède,  si  Ton  prend  le  point  0  poqr 
centre  d'une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
l'inverse  de  la  courbe  sera  une  conique,  et  Tinverse  de  la  dreoo- 
férence  a>,  la  polaire  du  point  0  par  rapport  à  cette  conique; 
car  la  relation 

CM  -I-  OM'  =  âOC 


donne 


i 

0M« 


i 

om; 


2 
OC, 


(E.  Dubois.) 


Question  IKIl  • 

Soit  ADBC  un  quadrilatère  articulé,  formé  de  qua^e  Hyt 
égales  dettx  à  deux  : 

AD  =  BC»a,    ÂC  =  BD  =  6. 

Si  Pon  fixe  la  tige  AG ,  chaque  point  de  la  tige  BU  et  du  pim 
emporté  par  cette  tige ,  décrit  tme  inverse  de  conique. 

(Hart.) 


—  4»  - 

Il  est  fislble^  que  ABCD  est  un  trapèze  isoscèie  (*). 

Soient  :  M,  un  point  du  plan  emporté  par  BD;  E,  sa  projection 
sur  BD;  MD«»/;  MD£l=»f>.  On  prolonge  BA  jusqu'à  sa  ren- 
contre, en  B'f  avec  la  circonférence  D;  de  même,  on  prolonge  DC 
ju8qu*en  D'^  sur  la  circonférence  A  :  la  figure  BDB'D'  est  un 
parallélogramme;  le  point  M  est  venu  en  M',  sur  une  parallèle 
à  BB'.  On  trace  EE\  qui  rencontre  AG  en  F;  par  ce  point  F,  on 
élève  une  perpendiculaire  sur  AC,  laquelle  rencontre  MM'  en  0. 
FO  e»  ME  =  M'E'  ;  EE^  décrit  un  cercle.  Menons  GI  égale  et 
parallèle  à  ME:  le  point  I,  milieu  de  MM',  décrit  un  cercle  qui 
a  pour  centre  le  milieu  N  de  AG. 

On  a 

DC.CD'  =  o«  — 6«  =  5H"=«BrA 

Or  Ml  »>  DH;  donc,  Téquation  de  la  courbe  est 

[u  —  Sf  cos  (»  —  «)]'=  a*  —  6*  -♦-  d*  sîn*  «, 
en  faisant 


MOFh»»;    I^s>«;    N0«<1* 

En  passant  aux  coordonnées  cartésiennes,  on  trouve  une  courbe 
du  quatrième  degré.  Gomme  dans  la  Que^^ton  précédente,,  on 
observera  qu'une  circonférence  passant  en  0,  point  double  de 
la  courbe  (imaginaire  dans  le  cas  de  la  figure),  ne  peut  rencon- 
trer cette  courbe  qu'en  deux  auu*es  points  réels.  Donc,  l'inverse 
de  la  courbe  est  une  conique,  et  l'inverse  de  la  circonférence  N, 
fa  polaire  du  point  0  par  rapport  à.  cette  conique. 

Remarque.  Soit  R  Tintersection  des  droites  AD,  BG  :  G  est  le 
centre  instantané  de  rotation,  pour  la  position  BD.  Dans  le  cas 
de  6  <  a,  R  est  le  point  d'intersection  des  diagonales  du  trapèze 


( *^   Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure,  en  supposant  b^a. 

VI.  9 


—  150  — 

ABDC;  donc,  AR  4-  RG  a»a,  et  la  base  de  la  roulette  est  une 
ellipse. 

La  courbe  roulante ,  lieu  des  points  M  obtenus  en  eonsidénot 
BD  eomme  fixe,  est  une  ellipse  égale.  Pour  b  >  a^ ces  courbes 
sont  des  hyperboles  égales.  Ceci  résout  la  Question  259. 

(E.  Dubois.) 


Question  SIS. 

Soieni  CM,  CM',  CM*^,  ...,  des  spirales  togarithmiqiÊes,  es 
nombre  infini,  menées  à  partir  du  point  fixe  C,  et  ayant  Umia 
même  pôle. 

Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  de  toutes  ces  spinki. 

(Laisaht.) 

première  solution. 

Si  Ton  prend  pour  origine  le  pôle  O,  et  pour  axe  polaire  h 

droite  OC,  on  reconnaît  aisément  que  réquttion  d^ine  quelconque 

des  spirales  est 

fé^wf^; (1) 

a  désignant  la  distance  OC,  m  un  paramètre  arbitraire.  Soient  r 
et  0  les  coordonnées  d*un  point  d*une  des  trajeetûires  :  on  doit 
avoir 

lï.Hk^i^O (!) 

r     u 

Or,  de  réquation  (f  ),  on  déduit 


u' 


—  —  «; 


donc  réquation  (3)  devient 

m.!Jl^|»0 (S) 


—  m  — 


Éliminant  m  entre  (1)  et  (3),  et  observant  quier  ««oi^r,  c».Éa»^ 
on  trouve 


r  =  ae  ^'i 

OU 

.i.i._^ 

ou  encore 

('3r*— »■ 

puis,  en  intégrant 

• 

('9'-'-'> 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
L*équation  cherchée  est  donc 


ras?  me  l^*'-^. 


(V.  Jambt.) 


SECONDE  SOLUTlOir. 

Soit 

r  =  a^\ (I) 

l'équation  d'une  des  spirales,  m  étant  variable. 
Si  Ton  pose 

x  =  rcos6y    y±=rtàne^ 
cette  équation  devient 

Diaprés  la  méthode  connue,  nous  devons  éliminer  m  entre 
cette  équation  et  celle-ei  : 

dF  ^        dF  , 


—  «M  — 
laqueBe  est,  après  rédaeiioos, 

(x  4-  my)dy  —  (y  —  mx)dx  =a  0; 

d'où 

ydx  —  xéhf 


i^^  • 


ydy  -f-  xdx 

Mais»  d^  relations 

on  déduit 

dx  ■>  —  rsinad*  -«-  eosSdr,    d|y  »>  reosedo  -i-  sinidr; 
et  la  valeur  de  m  devient 

« — ^.  .  .  .....  (ï) 

Portons  oette  valeur  de  m  dans  Téquation  (1),  mise  sods  Ii 
forme 

m4  =  l— ; 
a 

nous  aurons,  pour  Téquation  différentielle  de  la  trajectoire, 

j       iT    dr      ^ 
a     r 
d*où,  en  intégrant, 

-*[':]■-<• 

ou 


la  courbe  est  une  nouvelle  spirale  logarithmique. 

E.  jPADQUKMftBROimf 

fflattro-rftptftitenran  Ljœée  de  Saint-QiMBtiB. 


i*-*i 


J 


—  m  — 


Qnestioa  8ie. 

QueUe  est  Fenvelùppe  d'une  êMe  de  coniquee  ayant  un  fbyer 
commun^  un  poml  commun,  eî  un  axe  focal  de  grandeur  cou* 
iianie?  (Ph.  Beitoii.) 

Soient  F  et  A  le  foyer  et  le  point  communs  à  loutet  les 
coniques  considérées;  H  un  point,  autre  que  A,  commun  à 
deux  coniques  infiniment  voisines;  fei  f  leurs  foyers  non  eom* 
muns.  Si»  par  exemple,  ces  deux  coniques  sont  des  ellipses,  et 
que  Ton  désigne  par  Sa  leur  grand  axe,  on  aura  : 


d^où 


et  aussi 


d*où 


A^-AA 
MF  4-  Uf^  MF  -I-  M/'»  Sa; 


Uf^Uf. 


Ainsi,  la  droite  AM  est  perpendiculaire  au  milieu  de  ff.  Donc, 
si  le  point  f  se  rapproche  indéfiniment  du  point  f,  le  point  M 
tend  vers  une  position  limite  N,  située  sur  la  droite  A^. 

Mais 

FN-^N/=Sa,    A/s^Sa  — AF. 
Par  conséquent, 

NF^.  N/'h- /A  —  NFh- NA  «4a— AF. 

L'enveloppe  cherchée  est  donc  une  ellipse  ayant  A  et  F  pour 
foyers. 

De  même,  Tenveloppe  des  hyperboles  remplissant  les  condi- 
tions énoncées  est  une  hyperbole  admettant  les  mêmes  foyers. 

(V.  Jamet.) 


OneaOlon  BIT. 

'     Un  cercle  étant  diviaé  en  3ai  tecteurs  égtmx,  Ub  qm  AOB, 

BOC,  œO, ...,  on  conttruU  une  première  iérie  de  cercla  faii^MA, 
tntén«(reiiiMf,nz 
rayoïu  OA,  06, 
OC,  ...  efffl  faor- 
cojtférenee  donna; 
puis  on  Joint  la 
centres  de  ces  arda 
au  point  0,  ttFoM 
obtient  ainsi  des  'i- 
9ne«0a,0b,0c. 
On  construit  wu 
deuxième  lirit  de 
cercles  tangeiUs,  t» 
tèrieuremcnt ,  ou 
rayons  0»,  Oh,  (k, 
et  auxeerekt 

de  la  première  série.  On  continue  cetu  construction  d'une  mtmiin 

sembUAIe ,  et  l'on  demande  : 

i'  L'expression  des  rayons  des  cercles  dei  séries  successivement 


3*  La  Umite  de  ia  surface  totale  des  cercles  intérieurs. 
(Ph.  Bhbtok.) 

Soient  :  R  le  rayon  du  cercle  donné  ;  x,  x',  x",  ...  les  nyons 
des  cercles  a,  b  ,..,  a',  b' ... ,  a",  b", ...  ;  m ,  m',  m"  ...  les  pÀnH 
de  coniact  des  cercles,a,  a',  a"  ...  avec  les  rayons  ÛA*  Oa> 
OB,... 

I*  Dans  le  triangle  rectangle  0«m .  on  a 


=  (R-x)8i 


'ïiH' 


—  ISS  --^ 

d^où 

R  dn-— 
2m 


I  -4-  sin 


Dans  le  triangle  aOa\ 


aaf*  s=  0?  -»-  0?*  —  20a  .  Oo'  cos  -^; 

2m 


ou  y  en  observant  que 


aa  =iX  -^  x\     Oa  =» ^     Oa'  = 


(«-f.»')«  = 


ap*  -♦-  x'*  —  2a:«'  cos  x^ 

2in 


sin' — 


2m 
On  lire,  de  cette  équation, 

si  Ton  fait 


sin* h  cos \/    sin*- — »-  cos— -  1  —  cos*  -— 

2m  2m       V    L       2m  2m  J  2m 

A  = n. 


cos* 


2m 

Les  cercles  suivants,  a",  b"  ...  occupant  la  même  posiuon,  par 
rapport  aux  cercles  a',  b' ...,  que  ceux-ci  par  rapport  aux  cercles 
a,  6,  *..y  et  les  angles  au  centre  étant  les  mêmes,  on  en  peut  con- 
clure 

x"  ==Ax'  =A*«; 

de  même 

x'"  =  AX"  ca  A*X  , 


(*)  Le  radical  pris  avec  le  signe  -f-  donnerait  le  rayon  du  cercle  tangent 
extériewement, 


T 


—  <5«  — 
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Question  ai.9« 

La  parabole  ayant  pour  éqtMtion 

tourne  autour  de  son  axe.  Le  paraboUnde  ainsi  formé  est  coupé 
par  un  cylindre  elliptique  droit  y  dont  la  base  a  pour  équation 

On  demande  traire  de  la  partie  du  paraboloide ,  comprise  dans 
l'intérieur  du  cylindre. 

La  formule  générale  est 

A  =»j(y  V^l  -♦-?*-♦-  q^dxdy. 
De  réquation  de  la  surface , 

y9  ^  2*  —  4cx  =  0, 
on  tire  : 

dz      Ite  dz  y 


dx       z  rfy  z 


On  aura  donc 


0  0 

ou,  en  tenant  compte  de  Téquation  de  la  surface  : 

A— i/*   AxVTT'^  r        ^ 

J  «/      Vfkcx  —  y^ 

Or: 

/^        =»  arc  sin  — ^  »      /    *=arc8iii  V/  r^^^^î 
\/ï^rrTî  ai/ex      ./  ^   U^c 


—  158  — 
donc 


A«>4 


ydx  VVhhcx  arc  sîiiV/  ^ 


En  intégrant  par  parties  (^),  on  trouve,  après  réduction, 


/  dx  l/c*  -•-  ex  arc  sin  \/ 


2o— X 
2a  -f-  c 


2  ,,          »         .    *  /2a— X      l^e    /•  (c-*-x)    , 
=  —  (r  -4-  ex)*  arc  sin  V/ h  -—-  /   — — zmr  «J^. 


Mais 


2oH-  c  —  (2a — x) 


'J    l/2a  —  X  •^  V^2a  — X 


=  (2a -♦-<;)    r—==L—  f  V^a-th 
^    l^2a  — X     -^ 

=»  —  î  (2o -*■  c)  (So  —  x^ -4- -  (So  -  «)• 

=a— --(4o-»-5c-4-  x)  V^2a  —  x. 
3 


Par  suite, 


--(c*-i-cx)'arc  sin  y l^c  {4a-i-3c-4-x)l^2a— ar  1 . 

Pour  x  =  2a,  la  quantité  entre  crochets  est  nulle;  il  suffit 


(*)  Il  est  plus  simple^  peut^tre,  de  faire 

âa  — X 


2a-4-c 


sin«e. 


(B.G) 


J 


—  K9  — 
donc  d'y  faire  xamtiei  de  changer  les  signes;  ce  qni  donne 


A—|  [{ia  4-  3c)  V^2ac— 3i?  arc  sin  y/s-^]  • 

(E.  Fauquemberoue.) 
Autre  solution,  par  M.  Ducatel  (*). 


Question  (SIO* 

Intégrer  réqualion  différentielle 

ds  cPy 

Posons,  suivant  rusage,^s»p  :  Téquation  devient 

ax 
ou  

dx=^adpi/TTy H) 

Jl  résulte^  de  celle-ci  » 

dy=apdpl^i  -Hp* (2) 

Les  intégrales  des  équations  (1),  (2)  sont,  respectivement  : 


y-j«[(i-*-p')*-^p]; 


a,  p  étant  les  constantes  arbitraires. 


(*)  Les  deux  résultats  ne  sont  pas  tont  à  fait  concordants.      (£.  G.) 


L*élimiiuition  de  p,  entre  ces  deux  formules ,  donneraU  Tialé- 
grale  demandée.  (E,  C.) 

Autre  solution  par  M.  V.  Jamet. 


Question  SdO» 

Théorème.  —  Dans  tout  triangle,  le  produit  des  rapports  à 
chaque  côté  à  la  somme  des  deux  autres,  $ie  surpasse  pas  î* 

(E.  Cesaro.) 

Le  théorème  revient  à  prouver  rinégalité 

abc  l  ,,. 

<-.    .       .  .  0) 


(a-f-6)(6-^c)(c-i-a)       8 

Or,  la  moyenne  géométrique  de  deux  nombres  est  plus  petite 
que  leur  moyenne  arithmétique;  ainsi  : 

l/a6<^.     i/6c<-^,     l^ae<-Y" 

On  conclut,  de  ces  inégalités, 

(a-*-6){6-*-c)(c-f^ 
abc  < (  h 

(£.  Favqueiibbrgde.) 

Autres  solutions  par  MM.  Torrès,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux, 
Leinekugel,  étudiant  (Paris)  et  Cocheteux,  élève  de  rÉcoicdes 
Mines  (Liège). 


(•)  II  est  bon  d'observer  que,  si  le  triangle  est  équilatéral, 

abc  1 

(a -♦- 6)(6 -4- c)(c-»- a)  ""8* 

{B.C) 


—  Ul  — 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


M«.  Soient  :  DA,  BC,  deux  droites  perpendiculaires  à  OX; 
Fy  un  point  de  OX  ;  MN»  un  arc  de  courbe  ;  MF,  la  tangente  menée 
du  point  F.  Cette  tangente  rencontre  DA,  BC  aux  points  A^C 
On  joint  G  au  (ued  E  de  l'ordonnée  du:  point  M  :  la  droite  CE 
rencontre  AD  en  un  point  A'.  On  demande  pour  quelle  courbe 
MN  la  construction  ainsi  dirigée  donne,  chaque  fois,  DA'=»DA. 

.  (H.  Bbogard.) 

BZ4.  Former  Téquation  d'une  parabole  qui,  partant  d'un 
point  0  d'une  droite  donnée  OA,  rencontre  cette  droite  sous  des 
angles  donnés  et  à  une  distance  donnée.  Former  aussi  l'équation 
de  l'axe  de  cette  parabole.  Indiquer  les  coordonnées  du  sommet. 

(H.  Brocârd.) 

Mft.  Si  des  forces  Aa,  B6,  Ce, ...,  sont  en  équilibre;  a,  6, 
c, . .  • ,  étant  leurs  points  d'application  ;  le  centre  de  gravité  des 
points  A,  B,  C,  . . . ,  coïncide  avec  celui  des  points  a,  6,  c,  . . . 

(M.  W.  Crofton.) 

ftS€.  Soit  un  polygone  fermé ,  circonscrit  à  un  cercle  dont  le 
rayon  est  r  ;  soient  a,  P,  y,  etc.,  les  distances  de  ces  sommets  au 
centre  du  cercle*  Portons,  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  dans  un  cercle 
de  rayon  ^(X  étant  arbitraire)  des  cordes  égales  à  |  »  |»  -^i  etc.  : 
la  figure  formée  ainsi  sera  un  polygone  sous*tendant  (n — 2) 
demi-circonférences,  et  par  conséquent,  un  polygone  fermé, 
si  II  est  pair.  (J.  W.  L.  Glaishbr.) 

SS7«  Démontrer  que  la  courbe  représentée  par  les  équa- 
tions 

x=s  cosfi(3co8U-t-â),    yeaSsinticosti, 
z  tas  sinii  (26  cos'ii  —  I), 

a  la  forme  d'un  nœud  inextricable.  (Hoppr.) 


—  <4ft-* 


ftSS.  Démontrer  que  la  surface  de  révolution ,  rq[)réseiiiée 
par  les  équations 

X  sa  00811  eos  Sv,    y  es  C08 tf  sin Sv , 
z^Êsinu  (oosv  —  costf  sin  v), 

n^a  qu'une  seule  fliee;  c'est^-dire  qu'en  cheminant  sur  Me 

surfeee^  d^une  manière  continue ,  on  peat,  (Tqo 
point  quelconque,  aller  à  un  autre  point  qoel- 
conque  :  par  eiemple,  on  peut  passer  da  point  t 
au  point  b  situé  sut  Tautre  face  de  la  portion  de  surface  eoosi- 
dérée.  (P.  M.) 


K  Trouver  une  infinité  de  valeurs  entières  de  r>  x,  y,  h 
telles  que  Texpression 

»•  —  «  (flc  -4-  y  -•-  «)  -•-  «y  -f-  y«  4-  «r 

soit  égale  au  double  d'un  carré. 


Exemples. 

i«— 1.(1 
9*- 9(1 

3»-5(2 
9*  —  9  (7 
!•— 1.(1 


5^4)  — 1.5 -f- 3.4— 4.1=0, 
1  ^2)-4-M-#-  ^.2-^2.^=2•l^ 
8 -f  8>H- 1 .8 -f- 8.8 -4- 8.1  =2.?, 
(-4)' -1-1.(0  4-1  4-8)4. 1.8 «2. JP, 
6  4- 7)  4- 2,6  4- 6.7  .+■  7.2  =  2.4', 
84-8)4-7.84-8.84-  8.7=2.5*. 
8  4-9)4-  l.8  4-8.9-«-9.1=2.6", 
8  ^-  8)4.  1.8  4-  8.8  4-  8.1  =2.7*, 


&A#.  Prouver  que 

*   /'*(C08*'Ç4-  C0S*aC08*'~*Ç4-  •• 


(S.  Reaus:) 


cos""e)(f9(l«a=r-' 


n  éumt  positif  et  entier. 


(E.a) 


—  «5  — 

S  Al.  Dsns  quel  eas  la  fraction 

Il  (n -4- 2)(n -♦- 4).. .  (n -I- 4p  —  î) 


{npair) 


2.5.4  ...  (2p -4- 4) 
esi-elle  réductible  à  un  nombre  entier  (*)?  (E.  C.) 

SA9.  Dans  le  développement  du  produit 

(J-a)(i-6)(i-c)(l-rf)...; 
savoir  : 

I  —  a  —  b  -^  ab  —  c-4-ac-i-6c  —  abd  —  d  -^  •  •  • , 
quel  est  le  signe  du  n**^  terme?  (E.  C.) 

l^4S.  Théorème.  Soient  af^a^^Os,  ...a^  des  valeurs  pojsitives 
de  X|,  œ^9  Xs,  •••^n»  satisfaisant  à  Téquation^  à  coefficients  positifs, 

La  probabilité  que  a^,  c^,  as,...  a„  soient,  respectivement,  supé- 
rieurs à  a^9^29H9''-^n9  est  exprimée  par  la  (n — 1)**^  puis- 
sance de  1  —  (A^aj  H-  A^  -*-  Ajag  -h  ...  -f-  A„a„),  pourvu  que 
cette  quantité  soit  positive  :  si  elle  est  négative,  la  probabilité  est 
nulle.  (E.  Cbsaro.) 

ftlA.  On  donne,  dans  un  plan,  deux  triangles  à  côtés  parallèles. 
Soient  a,  6,  c  les  côtés  de  Tun  d^eux,  et  x,  y^  z  les  distances  des 
côtés  homologues.  Démontrer  que  la  quantité  ox -«- 6y -4- cz  reste 
constante  lorsque  les  triangles  se  déplacent  ;  chercher  cette  valeur 
constante.  (E.  Cesaro.) 

*M.  ThAoréme.  Trois  droites,  issues  des  trois  sommets  d*un 
triangle,  déterminent,  sur  les  côtés  opposés,  six  segments  tels  que 
la  différence  entre  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs 
et  le  produit  des  trois  autres  est  ^[^^1''^^'  Dans  cette  expres- 
sion, A,  a,  ô,  c  désignent  Taire  et  les  côtés  du  triangle  donné; 


(•);;Voîr  la  Queition  299  (5*). 


—  144  — 


A'  a\  b'y  c'  Taire  et  les  côtés  du  triangle  formé  par  les  mis 
droites  ;  /,  m,  n  les  segments  de  ces  droites,  compris  entre  les 
sommets  et  les  côtés  du  premier  triangle.        (E.  Cbsaeo.) 


Tome  Vf,  p.  Il,  ligne  15.  Au  iieu  de .-  00';  îiiet  .•  DIV. 

^        p.  13,     —       4.  Au  Ueu  de  :  égales  f*};  UeeM  :  égales  ('). 

—  p.  13,     —  SO.  Au  lieu  de  :  AL';  lisez  :  AF. 

—  p.  18,     --  i^.  AuHeude  :SiK$ez  :S*. 

—  p.  55,     —       5.  iiti  {feu  de  ••  PhypoUièse  (7);  liées  :  Thypo- 

thèse  ce'  ea  oa'  H-  66'. 

—  p.  56,  ligne  17.  Le  premier  membre  est  SQ{b^  -i-  6"  — Sa*)* 

La  Note  de  la  page  56  se  rapporte  à  eette  égalité  et  non  i 
réqnatlon  (0). 

-^        p-78,  ligne    9.  £t«eiv.*  ^r  +  VvOOsOSr-f-f  —  ar)=:0. 

—  p.  75.  Dans  le  premier  alinéa  de  la  démonstration  géométrique, 

remplacer  0  par  &>• 

-*        p.  73,  ligne  3  en  remontant.  Au  lieu  de  .*  oNO;  Htez  ;  «AOt 

—  p.  74,     —     %  Au  lieu  de  :  N»0;  Usez  :  A0O. 

—  p.  74,     —     A.  Au  Heu  de  :  NcoO,  Oal;  Keez  ••  AoO,  A«(. 

La  démonstration  s'appuie  sur  la  réciproque  de  cethéarèie: 
la  portion  d'une  tangente  à  une  parabole,  comprise  entnàisr 
tangentes  fixes,  est  vue,  du  foyer,  sous  un  angle  suppUmeftén 
de  cehti  des  tangentes  fisses, 

—  p.  74,  Note,  iitf  lieu  de  .*  HBC;  Usez  :  ABC  f). 


(*)  Cet  fautes,  beaucoup  trop  noml>reutes,  ne  peuyent,  toutes,  être  ÎBputécs  à  Tlapn- 
merie  et  à  la  Rédaction.  Prier;  aux  ilnfsnrt,  d'krif  KsSbhmudl 


1 


—  i45  — 


PROPRIÉTÉ  D*IIH£  SÉRIE  DE  TRIAHGUSi 


par  M,  H.  Bkocabd. 


Soient,  dans  un  triangle  rectiligne  ABC,  oq»  ^ot  ^  '^^  pî^> 
des  hauteurs;  a^,  &i,  q,  ces  mêmes  points  dans  le  triangle  aAc;  et 
ainsi  de  suite. 

Les  angles  a»,  6n,  Ot,  ainsi  déterminés  dans  les  triangles  Tn» 
dépendent  des  angles  donnés  A^B,  C,  d*après  des  relations 
assez  simples,  sur  lesquelles  nous  nous  proposons  d*appeler 
l'attention. 


On  a  d*abord  le  tableau  suivant 


TaiAlfGLES. 


ANGLES. 


ABC 


A 

B-f-G*-A 

3A-B  — C 

3B-«-5C-5A 

11A-5B— 5C 


B 

Ah-C  — C 

3B-A— C 

3A-f-3C-5B 

11B-5A-5C 


C 

A-t-B-G 

3C-A-B 

3A-^3B-5C 

11C-5A--5B 


expressions  symétriques,  dont  la  foi  de  récurrence  est  facile  à 
formuler  : 

. «irM  ■*■  ^«  **"  ^m  —  «*> W) 

avec  la  relation  évidente  et  nécessaire, 


] 


VI. 


a.  ^  6.  ■«•  c.  —  r. 


m 


10 


-*  H6  — 

Si,  en  pariiculier,  on  considère  les  coefficients  de  FangleA, 
dans  les  diverses  expressions  de  an  f  on  trouve  la  série  : 


(U).    . 


tto     tl|      Ht     tfs      Vi      Vf       1l«       u,       fTg 

i      3     5     H     21     43    83     171    341 


dans  laquelle  on  suppose  tous  les  termes  pris  avec  le  signe 
La  loi  de  récurrence  de  ces  termes  est,  évidemment, 


«•+1 


2u^, 


(3) 


avec  les  conditions  initiales  t«0  «=  1 ,  U|  »>  3  (*). 

n 

La  valeur  de  On  est  de  la  forme  ài  [mA  —  m'(B  +  C)].  Mais 
B  -é-CBsir  —  A;  donc  tous  les  angles  a»  peuvent  s'exprimer 
en  fonction  d*un  seul  angle  du  triangle  donné. 

Dans  cette  nouvelle  hypothèse,  on  a  le  tableau  suivant  : 


TUIRGLIS. 

AirCLBS. 

ABC 

A 

B 

C 

ajbfy 

«—SA 

r— 2B 

w—K 

Oi6,Ci 

4A— ir 

4B-r 

4C— » 

ajb^i 

Sr— 8A 

3ir— 8B 

3ir— 8C 

•      ft      • 

t6A— 5r 

16B  — 5>r 

16C— 5ir 

(')  VitUégrale  générale  de  Téquation  (3)  est 

«„  =  G(2»)  +  H(— 1)»; 

69  H  étant  deux  constantei  arbilrairei.  Dans  le  eas  particaUer  eonsidéré  par 
Bf  •  Brocard, 


done 


G— >i      n^ 1. 


(B.  C) 


Dans  ces  binômes,  le  coefficient  de  A,  B,  C,  est  une  puis- 
sance de  2»  et  celui  de  ir,  un  terme  de  la  série  (U).  Or,  il  est 
facile  de  vérifier  que^pour  otn^on  doit  associer  2^**+^  et  utn—i. 
Ainsi 

«t»  ■=•  ttf,-ir  —  2*"'*^A (4) 

En  ayant  égard  à  la  relation  (9)»  on  en  conclut 

et»  par  conséquent, 

««f-«  = 5 y (5) 

puis 

0..= = ir-2«-*«A (6) 

Pour  otn.o  on  doit  associer  2^  et  tit^-t.  Ainsi, 

a»,^=»2««A-ii,^,ir (7) 

En  opérant  comme  tout  à  Theure ,  on  trouve 

«i»-i= — ^ — ,    . W 

ch,..t  —  2*'A -—w (W 

o 


III 

On  reconnaît  aisément,  entre  les  termes  de  la  série  (U), 
diverses  relations,  que  les  combinaisons  des  formules  (5)  et  (8) 
permettent  de  vérifier  et  d*étendre  indéfiniment.  Nous  nous  bor- 
nerons à  indiquer  les  plus  simples. 

I.  Tous  les  termes  de  la  série  (U)  sooi  impairs. 


i 


—  448  — 

IL  Us  se  succèdent  par  groupes  de  trois  nombres  au  moins,  ei 
de  quatre  nombres,  au  plus,  de  n  chiffres  chacun. 

Nota.  On  sait  que  la  série  de  Laméf  définie  par  la  te'  de 
récurrence 


avec  les  conditions  initiales 


0,    «,  — 1. 


(voir  N.  C.  M.y  U  II,  p*  74)  offre  une  propriété  analogue.  Elle 
renferme  des  groupes  consécutifs  de  quatre  nombres,  au  moios» 
et  de  cinq  nombres  au  plus,  chacun  de  n  chiffres. 

IIL  Tous  les  termes  de  la  forme  u^n^t  sont  muhiples  de  S. 
Us  sont ,  en  effet ,  exprimés  par  la  relation 


V«M4 


46-^  —  4 


et  toutes  les  puissances  de  16  (ou  des  nombres  terminés  par  6), 
se  terminent  également  par  6.  Le  dernier  chiffre  du  nombre 
16«-*-t— 1  est  donc». 

Les  quotients  ont  une  relation  simple  avec  les  termes  de  li 
série  (U)  :  en  général 

5 
ou 


IV.  La  somme  de  tous  les  termes,  arrêtée  à  ti^i,  est  égile 
au  terme  suivant ,  diminué  de  2  : 

y%  La  somme  de  tous  les  termes»  arrêtée  à  u^m^i ,  est  égsk 
au  terme  suivant»  diminué  de  1  : 

2o         =tlt»44—  *. 


VL  La  somme  de  deux  termes  conséeutifs  est  une  puissasM 
de  3  : 

VII.  Le  carré  d^un  terme ,  ajouté  au  double  du  carré  du  préi> 
cèdent»  est  un  terme  de  la  série  : 

VIII.  La  différence  entre  un  terme  et  le  double  du  suivant  est» 
alternativement,  -f- 1  ou  —  1  • 

IX.  Les  derniers  chiffres»  des  termes  de  la  série  (U),  se  succè- 
dent dans  Tordre  périodique  1  »  3»  5, 1 , 1  »  5»  S...  Ainsi  »  les  termes 
de  la  forme  ti4ii  et  de  la  forme  u^n^^  ont  pour  dernier  chiffre  1; 
ceux  de  la  forme  ti4ii+i»  3;  et  ceux  de  la  forme  114114.1, 5. 

X.  La  différence  entre  un  terme  et  le  produit  d'un  autre  terme, 
par  une  certaine  puissance  de  2,  est  un  terme  de  la  série  : 


Revenons  maintenant  aux  formules  (7),  (9),  et  à  la  série 
des  triangles  Tn. 

Il  est  facile  de  reconnaître  les  propriétés  suivantes  : 

1"*  Les  formules  (7)  et  (9)  n  ont  pas  toute  la  généralité  dési- 

■ 

rable.  Si  Fun  des  angles  du  triangle  est  obtus,  elles  ne  représen- 
tent plus  les  angles  Ony  6»,  Cn,  mais  leurs  suppléments. 

2^  Les  angles  On,  6ji,  c»,  ne  sont  généralement  pas  égaux  è 
ceux  du  triangle  donné,  à  moins  que  celui-ci  ne  soitéquilatéral,  et 
alors  tous  les  triangles  Tu  restent  équilatéraux,  et  ont  pour  limite 
le  centre  du  triangle  donné. 

S"*  Un  des  angles  a„,  en  particulier,  peut  devenir  épi  à  Tangle 
correspondant  du  triangle.  De  Tégalilé 


—  «w  — 


on  conclut 


*-i 


.   Le  triangle  donné  doit  être  équilatéral.  Mais  a.  peut  auisi 
s'annuler;  il  suffit  que  Ton  ait 


2**  —  I  K 
2«"      3' 


et  le  triangle  T»»  correspondant»  se  réduit  alors  à  un  segment  de 

droite. 

.   Cette  circonstance  se  présente ,  en  particulier,  dans  lecasda 

triangle  rectangle.  On  a ,  en  effet , 


^2' 


B-4.C  — A  =  0. 


1  *  Si  le  triangle  donné  est  isoscèle,  tous  les  triangles  T»  sont 
isoscèles,  comme  il  est  facile  de  le  reconnaître.  Si,  en  particulier, 
Tangle  opposé  à  la  base  est  de  120^,  tous  les  triangles  L 
deviennent  équilatéraux  et  ont  pour  limite  le  sommet  de  cet 
angle. 

ïy*  D'une  manière  générale ,  les  triangles  T»  diminuent  indéfi- 
niment et  tendent  à  se  réduire  à  un  point  D,  dont  la  position  est 
définie  et  caractéristique  pour  chaque  triangle  ABC. 

Pour  déterminer  la  position  de  ce  point  fixe,  il  parait  préfé- 
rable de  le  regarder  comme  la  limite  des  sommets  de  la  série  A, 
Aq,  Q^y ...  a„^  en  s'appuyant  sur  les  remarques  suivantes  : 

a^b^CQ  étant  le  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des 
hauteurs  du  triangle  ABC,  les  triangles  a^f^C^  AqC^A,  cfyh, 
sont  semblables  au  triangle  ABC,  et  les  rapports  de  similitude 
sont  cosC,  cosA,  cosB.  Ainsi  le  triangle  OoÔqC^  a  pour  côtés 
à  cosA,  b  cos  B,  c  cosC. 

En  général,  on  aura 


^•4-l=fl^COSO„, 


ou 


^n'=^{-  l)"cosAcos2A6os4A,  .«ooSS^A. 


Les  expressions  de  6,,  el  c^  sont  semblables  à  eelle-ci. 

L*inelinaison  des  divers  côtés  a„  sur  Tun  d'eux,  a,  pris  pour 
base,  est  également  facile  à  déterminer. 

Par  suite,  on  aura  tous  les  éléments  nécessaires  pour  exprimer 
la  suite  générale  des  termes  qui  représentent  les  coordonnées 
du  point  limite  D.  C'est  une  question  que  nous  proposoiié 
comme  exercice  à  nos  Collaborateurs. 


^.■«ri^^f-n^a 


Une  lettre  de  Fuss  à  Condorcet,  rappelée  par  M.  Darboux  (**), 
contient  le  passage  suivant  : 

c  ...  la  formule  intégrale 


s 


K—3* 


>  qu'il  (Euler)  observe  pouvoir  être  rendue  rationelle  (***) 
•   moyennant  la  substitution  singulière 


l/rTp*->-V/l— p« 


(*)  A  propos  d*un  travail  de  M.  Herm^te,  publié  dans  le  Journal  de 
Maihémaiiquei  (janvier  1880). 

(*')  BulUtin  des  Sciences,  mai  1879,  p.  326i 

{***)  Cest,  bien  entendu,  la  différentielle  qui  peut  être  rendue  ration- 
nelle. 


—  158  — 

»  quoiqu'il  ait  cru  autrefois  qu'il  soit  impossible  de  la  réduire  à 
•  la  rationalité  par  quelque  substitution  que  ee  soit»  parce  qull 
»  en  pou  voit  (*)  exprimer  Tintégrale  par  des  logarithmes  et  des 
»  arcs  de  cercles...  » 

Je  vais  montrer»  dans  cette  courte  Note ,  que  la  substitutioo 
employée  par  Euler,  au  lieu  d*étre  singulière ,  est  »  pour  alasi 
dire  forcée,  en  ce  sens  qu'elle  est  la  résultante  de  plusieurs  trias- 
formations  simples  et  connues. 


II 


Soit 


V/i  ^x* 

dy«aB— ; TT"^* 0) 


1*  Si  Ton  fait 


i--^ 


«-t«^?r), 


ou  trouve  : 


dx> 


d^ 


I  -I-C0S9 


i  — ap*— 4 


COSf 


(1  -♦-  COSf)* 


P) 


i       ^       .i  — ism'ç       ,y.j l/i^^8in«®  , 

(i  -+-  cosç)'  (1  ^  co$9)'  ^ 


puis 


9*  Faisons 


ll/i-isin*©^ 

2        ces?  ^ 


et»  par  conséquent , 


sin  (p  s=  ^  ; 


(3) 


W 


rfç        coscprfy  dz 


cosf        cos^<p 


i—z' 


i*)  Plus  loin,  nous  reviendrons  sor  ce  mot 

C*)  Lmbndab  ,  Traité  de$  fonctions  elHptiquet,  i.  I,  p.  0. 


—  tus  — 

L'éqaation  (3)  devient 


'^y-l-riir-d' (5) 


Ainsi,  y  n'est  pas  une  intégrale  elliptique  (*). 
3*  Pour  faire  disparaître  le  radical,  on  peut  poser 

—  BB  sin  9 (t\ 

De  I&  résulte ,  immédiatement , 

,         i      cos*ed9 

4*  Enfin ,  la  transformation  habituelle  : 

tge  =  e,    .    . (8) 


donne 


ou 


''^iâ^^^^'^k^ ^'^ 


\        dt        i^  i   dt  dt   \ 


L*iniégrale  est  donc 


ya= arctgtH ^I «f- eoiMf.    «    .    (tO) 

2I/2  41^2    '  — * 


(')  Diaprés  cela,  dans  le  fragment  rapporté  plus  haut,  ne  doit-on  pas  lire 

pourvoit ,  au  lieu  de  pouvoir?  Si,  a  prton,  Euler  regardait  ■         f^  dm  comme 

la  diflcrcntielle  d^nne  iniégrate  eUipiîque,  il  devait  conclure,  comme  le  dît 
Fqss,  à  rimpossibilité  de  la  rendre  rationnelle. 


—  184  — 


III 

Des  formules  (2),  (4),  (6),  (8),  on  tire ,  successivemeot  : 

i — cosy      i  —  cosç     i  —  V^l  — x' 


ces  9  SlQf 


V/îsine  lys       * 


V^I 


et  enfin 


X 


cl/î 


(11) 


ce  qui»  sauf  une  insignifiante  différence  de  signes  (*)»  est  h 
transformation  employée  par  Euler.  Celle-ci ,  comme  je  fai  <lh 
en  commençant ,  était  donc  forcée. 


IV 

L*équation  (11)  donne» 


On  peut  donc  prendre,  au  lieu  de  Tintégrale  (10), 

1                xVi           1      T\/l^Vi^x^         .. 
-  arc  tg  — z=zzz  "< zl = ■  +  cojwi 


2V^2  V^i-^x'      4Ki   xl/â-l/l+a;* 


(•)  Dans  


d7s=: 


on  peut  convenir  de  prendre  négativement  le  second  radical,  afin  quep^ 
donne  «bbO. 


00,  sous  une  forme  un  peu  plus  simple, 
y  = arcsm r  -t--! t=i     +  consL 

21/2L      *-^*    ^  xk^2-v/m?J 

Si  rintégrale  est  comptée  à  partir  de  xs=0,  on  a 

I     ■": rcw:«— 3:   arcsm- î-«-rl — =zz= T-  V 

ou  enfin 


/•V/i-Hx*^           if        .    x^2       .k'i-i-x^-^xl^l ,. 
;-(/x  =  — —  I  arcsm ;  -♦-  1 ; 1  (  ). 
1  — X*             2I/2L            ^■*"*                    *""*  J 


(E.  Catalan.) 


r ._» 


SUR  UNE  PROPRIETE 
DES  DÉTERlDNAnTS  HÉMISTMÉTRIQUES  D'ORDRE  PAIR; 

par  M.  G.  Le  Paige. 


Dans  une  étude  récente  sur  certains  covariants  des  formes 
algébriques,  nous  avons  été  conduit  à  une  propriété  des  .déter- 
minants /lêmisymétriques  (**)  d  ordre  pair,  qui  na  pas  encore  été 
signalée ,  croyons-nous. 


(*)  Formule  connue  (Cours  d'Analyse,  p.  458). 

(**)  On  entend,  comme  Ton  sait,  par  déterminants  bémisymétriques, 
les  déterminants  pour  lesquels  a^ssa/t,  Ofi^O.  On  peut  voir,  sur  ce 
sujet,  notre  Note  insérée  aux  SUzb,  der  kôn.  bôhm.  GeseUsehaft  der  Wissen* 
sehaften,  mars  1880. 
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Voici  cette  proposition  : 

Les  mineursy  d'ordre  (n  —  1),  d'un  détermmant  himsjim^ 
trique  d'ordre  pair^  n ,  tont  divisibles  par  la  racine  carrée  de  ce 
déterminant. 

Soit»  par  exemple, 


0 

On 

On      Ou 

i  = 

0 

On      ^ 

0            081 

• 

—  o,4 

—  «M 

—  au     0 

léter 

minant 

doii6femen/  6ordé  ; 

0 

0 

> 

/*            » 

cr 

0 

0 

X' 

f*' 

—  A 

—  >' 

0 

an          Oa 

Ou 

— P 

-P' 

—  «Il 

0            o» 

On 

—  ¥ 

—  / 

—  a« 

—  a»        0 

Ou 

—  cr 

—  au 

—  «t*    —  ««      0 

obtenu  en  ajoutant,  à  A,  deux  rang^ées  et  deux  colonnes. 
Si  Ton  représente ,  en  général ,  par  à(a,  P),  le  déiermioani 


0 

-P 
-P' 
-P 
-P 


n 


ft 


a 

0 
•a„ 

-«14 


jt 


itf 


a» 

0 

—  a« 


«Il        «M 

On      «M 

0      a„ 
—  Ott    0 


on  a»  diaprés  une  identité  due  à  Hesse, 


DA  = 


A(iM)    A(>\V) 


O- 


(*)  Cette  identité,  et  d*autres,  plus  générales,  se  déduisent,  fort  siople- 
ment,  d*un  théorème  remarquable,  dû  à  M.  Catalan  (HemarquM  $wr  h  Càéant 
des  moindres  earrét,  p.  S3),  théorème  retrouvé  récemment,  sous  une  titre 
forme,  par  M.  Studmicka  {Uebereine  neue  DeterminantemiriaMformÊiiÊmy 
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Mais  les  déterminants  A(Xy  X),  A(X',  X'),  hémisymétriques 
d'ordre  impair,  sont  nuls;  et,  de  plus, 

A(j',a)=-  — A(»,i'). 


En  conséqacDcer 

0 

X 

f* 

y         a 

—  a' 

0 

flii 

û«      «a 

DA  — 

-At' 

—  «Il 

0 

««      «f* 

• 

—  v' 

—  a„ 

—  fl« 

0      Ou 

-a' 

—  «u 

—  flii 

—  au     0 

Observons  maintenant  que  les  coefficients  de  XX',  fAfx',...  etc.,  dans 
le  développement  de  ce  déterminant,  sont  nuls,  et  que  les  coeffi- 
cients de  X|x'  et  de  X'|x,  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
Par  suite, 

Comme  on  le  voit,  les  coefficients  A>^  sont  les  mineurs,  du 
troisième  ordre,  de  A. 

Or,  si  Ton  développe  directement  D ,  on  a  : 

D  «a  ce;;.  {Xfi  —  A»*  -4-  «>v(Av'  —  vxy  ^  . . .  -f-  a,„(ya'  —  ov')« 
-H  2aV.>v(if*'  —  fiX'){ly'  —  vi')  +  . . .  . 

En  identifiant  les  coefficients  des  termes  (Xf^'  —  fù!)\  etc.,  on 
trouve 

^l/i  =  «X|i A ,    Aï»  =  ajùpA ,    ctc 
D'où 

Kxft'B^vA.Vax^y     Au  '^i^^y^f     etc. 

Par  exemple  : 


Aji^ 


Oit  ais  aj4 
a»  0  (i84 
Ou  — Ou     0 


^auV^à. 
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Bien  que  nous  nous  soyons  borné  à  un  exemple 
la  démonstration  est  entièrement  générale. 

On  peut  observer  que  les  expressions  représentées  par  o^^, 
a;L«»  etc.,  sont  des  carrés;  en  effet,  ce  sont  des  détermiasDls 
bémisymétriqucs,  d'ordre  pair. 


SUR  UNE  FAMILLE  DE  COURBES  CTCLOIDALES; 


par  M.  E.  Dubois,  capiuino  da  Génie  (Dyon). 


Soit  un  demi-cercle  AMB,  roulant  sur  la  droite  XX'  et  la 
touchant  au  point  M  ;  cherchons  Tenveloppe  du  diamètre  AB. 

La  normale  à  cette  enveloppe  s*obiient  en  abaissant,  du  œotit 
instantané  M,  la  perpendiculaire  MP  sur  AB;  donc  P,  pied 
de  cette  perpendiculaire/  est  un  point  de  Tenveloppe.  Par  suite, 
cette  dernière  est  le  lieu  du  point  P.  Soit  MPO,  le  cercle  dont  le 
point  P  décrit  le  diamètre  AB,  quand  ce  cercle  roule  sur  le  cerele 
AMB.  Lorsque  AMB  roule  sur  XX',  le  cercle  MPO,  qui  passe 
constamment  par  le  point  de  contact,  roule  aussi  sur  XX';  de 
sorte  que  le  lieu  du  point  P,  c*est-à-dire  Tenveloppe  de  AB,e8t 
une  cyclolde. 

Considérons,  maintenant,  une  courbe  AMB,  de  forme  cydol- 
date,  roulant  sur  une  droite  XX',  et  cherchons  le  rayon  de  ooor* 
bure  PN  en  un  point  P  de  Tenveloppe  de  la  base  AB  (P  élant  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  contact  M 
sur  AB). 

Soient  :  0,  Tangle  de  PN  et  de  la  normale  infiniment  voisine, 
et  dSf  un  arc  infiniment  petit  au  point  P  de  Tenveloppe  : 

O 
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Soit  MO,  le  rayon  de  courbure  au  point  M  de  la  courbe  AMB; 
L'angle  de  MO  avec  la  normale  infiniment  voisine  est  aussi  égal 
à  O;  et,  si  d$  est  un  arc  infiniment  petit  au  point  M  de  AMB» 

M0«^. 
0 

Dans  la  rotation  instantanée,  la  droite  AB  roule  sur  son  enve- 
loppe et  glisse  de  la  quarvtilé  MP.O.  Or,  si  M' est  un  point,  infi- 
niment voisin  de  M,  qui  vient  s'appliquer  sur  XX'  quand  la  figure 
tourne,  autour  de  M,  de  Tangle  0,  la  perpendiculaire  M'P'  à 
AB  détermine  le  point  P'  de  AB  qui  vient  s*appliqU^r  sur  son 
enveloppe. 

Donc 

ifa.  =  MP.OH-PP' (1) 

Mais,  D  étant  Tinterseclion  de  MO  avec  AB, 

PF       MP 
de  ~MD' 


ainsi  : 


ou 


dsi  MO 

0  MD 


PN      ,       MO 

PM=*-MD ^^) 


Si 


MO 
MD^^"' 

♦  PN 

—  =5n  -♦- 1  : 
PM 

la  courbe  AMB,  et  Tenveloppe  de  sa  base,  sont  des  courbes  de 
même  nature;  de  sorte  qu*en  faisant  rouler  une  des  courbes 
AMB  sur  XX\  Tenveloppe  de  sa  base  donnera  la  courbe  sui« 
▼ante. 

Voici  la  propriété  qui  caractérise  cette  famille  de  courbes  ;  h 


[ 
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rayùn  de  courbure,  en  un  point  d'une  de  ces  courbes,  eit  prtjffoh 
iionnel  à  la  partie  de  la  nortnale  comprise  entre  ce  pomi  d 
Faxe  O- 

Théorémb  I.  La  longueur  d'une  courbe  de  rang  n  égale  la  bii- 
gueur  de  sa  baee^  augmentée  de  la  (ù  —  t)****  partie  de  attt 
base. 

La  rektion  (1)  donne  : 


ma»  y 


2d»i=2MP.04-2PP'; 


^^  ^      MP.cb      MP. ds 

MP.Or== 


et 
donc 


et. 


"-  d. 

MO 

0 

HO»=(n- 

1)HD; 

Vf 

IIP.O  — -î^» 
n  —  i 

L.  =  AB-»- 

AB 

a 

II— I 


en  appelant  Lu  la  longueur  d'une  courbe  de  rang  n. 
D'un  autre  côté  AB  »>  L.^  ;  donc 

L,=* ri'»-!- 

n — 1 

En  observant  que  le  demi-cercle  et  la  cycloîde  font  partie  de 
cette  famille  de  courbes ,  on  a  les  deux  formules  : 


\  L„= j.. =---rl,       (n  impair)   (5) 

I  11  —  1      II— ô 

ï 

I  '                       L.— - — -.- — -•••«,          («pair)    W 


I  (*)  Ces  courbes  ont  été  considérées  par  Stnrm  {Cours  d*Anafyn  it  rfcfir 

^  poiyiechiique^  L  11,  p.  9S,  1859).  (E.  C) 


t 
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/  étant  TordoDoée  maxima,  la  même  poQr  chacune  des  courbes. 
On  s'arrêtera  au  terme  qui  précède  le  terme  nul  ou  infini. 


TeftoRÉMB  IL  Si  Sn  représente  Faire  de  la  ir^  courbet  on  a 


8„  =  S^^ 


2(1»  — i) 


Les  considérations  qui  ont  servi  à  établir  la  relation  (1),  don- 
nent 

2 


OU 


MP.PP' 


d*où 


2   Mr.  ri*  V 


On  a  donc  cette  formule 

s.  «a  ■  •  — : r:'**—— («J 

'      2(»  — <)  2(n  — 4)         2  ^  ' 

Théorèhb  IIL  Le  rayon  de  courbure  RR'  ss  p^ ,  de  fti  d^i;e- 
lappée  d'une  courbe  de  rayon  n,  égale  (n  —  i)  fois  la  projection 
RQ  du  rayon  de  courbure  MR=pn  de  la  courbe,  sur  la  normale, 
enViyàla  développée ,  cette  projection  étant  faite  perpendiculai- 
rement à  la  base. 


On  a 


a  étant  Fangle  de  p»  avec  la  base. 

D*après  le  diéorème  sur  le  déplacement  infiniment  petit  d'une 
droite  de  longueur  variable  »  on  a  aussi,  en  considérant  le  dépla- 
cement infiniment  petit  de  MN,  (P  étant  rintersectibn  de  la  hor- 
VI.  a 
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maie  NP  au  lieu  du  poini  N  avec  la  normale  i  Tenveloffe  de 
MN): 

«RP. 


Or, 


par  suite, 


Mais, 


dODC 


doL 


n.MN«MR; 


n.RP. 


NR       n  — I      RP 
Mr""     n     "rQ* 

p:  =  (n-l)RQ. 


Cherchons  Féquation  de  ces  courbes,  en  tenant  compte  de  h 
propriété  géométrique  qui  les  caractérise. 

Soient X,  y  les  coordonnées  d'un  point;  x^^y^  les  coordonoées 
du  centre  de  courbure.  On  a  : 

dy 
y,4-ny=-0,     Xi««  4- (n-4- l)y— ,    ...   (9) 

^.-?  =  — 1; 

dXi    dx 
d*où,  en  éliminant  Xi  et  y^  : 


«^(|)V(«^,)y.g«0. 


En  intégrant  cette  équation  différentielle  du  second  ordre,  01 

trouve 

sir 
dx*eady 


V^I 


,•+1 


(6  est  Tordoiinée  maxima;  on  prend,  pour  axe  des  y,  une  per- 
pendiculaire à  la  base,  menée  par  une  de  ses  exurémilés). 


I 


—  463  — 

En  posant 

i 

on  a 

dx  —  (n  -f-  l)dar  ]^{(^^  a»)"^. 

Le  second  membre  est  une  différentielle  binôme,  que  Ton  sait 
toujours  intégrer  (*).  On  trouve 

(       n— i  (n— i)(n— 3)  J 

# 
Si  n  «a  2J:  —  1 ,  on  aura,  pour  le  terme  ne  contenant  pas  z  en 

facteur, 

,«       n        n  — 2  .    v*^ 

6â+r. . ...  arc  sm  ^-r-  . 

n  —  4     n  —  3  ^5^ 

Si  11  —  2*  : 


s*      n        n  —  2  s  1 

frHH . (6^*^—  ««)*. 

n  —  4     n  —  3 

On  s^arrëte,  dans  la  parenthèse,  au  terme  qui  précède  le 
tenne  nul  ou  infini. 
Pour  n  ■»  0  : 

pour  n  B  4  : 

X  —  —  y'  (6  —  y r  -♦-  26  arc  sin  -r- ,  (eycloîde); 

pourn«»3  : 

x«c=(6l-A(yt-i-26*)»      .....    (7) 

Pour  calculer  Tare  d*une  de  ces  courbes,  il  suffit  d'intégrer 


(*)  Parce  qae  n  est  supposé  êniUr,  (E.  C.) 
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réquation  différentielle 

ds^dy 


dont  le  second  membre  devient»  si  Ton  pose  yr^^  %  : 

(n  + 1)65^«"(6^— 0"*rf«; 

différentielle  binôme ,  inlégrable. 
En  intégrant  entre  les  limites  0  et  b,  on  retrouvenii  les  ^' 

mules  (3)  et  (4). 
Pour  évaluer  Taire,  on  considère  Téquation  (6).  Elle  doone 

fxdy^fx4y  —  (in-  4)  fy-^'^s 

Mais, 

fx,dy  —  «ly  —fydxK  «  «.y  -  nfy  ^dy; 

donc 

fxdy  —  a?.y  —  (2n  h-  ^)/y^'  ^y- 


Or,  y ^.  rfy  devient,  si  Ton  fait ys^  ■=■  z  : 

et,  en  posant  ft^z-*  ■-  w*  : 

ti*d« 
(i  -I-  II*)"*" 
différentielle  intégrable. 

En  intégrant  entre  les  limites  0  et  6,  on  retrouverait  1^  ^ 
mule  (5). 

RBMAaQUB.  La  Question  303  (Todhuiitbr),  qui  m'a  iospi^  ^ 
NotOi  se  trouve  résolue  (*)• 


(*)  Elle  Fa  été  par  H.  le  capîlaine  Mennesson.  {N.  C.  JIT.  tlVi  P* 
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L'équation  (7)  est  Téquation  de  l'enveloppe  cherchée;  et,  en 
fusant  n  —  3  dans  les  formules  (3)  et  (5),  on  trouve  pour  la 
longueur  et  Taire  de  cette  courbe  : 

.      3irl       ^      15    „      ,    « 


EXERQCES  DE  MATHÉMAnQUES  ÉLÉMENTAIRES  (*); 

par  M.  J.  Neubsrg. 


Construire  un  triangle  ABC,  étant  donnés  les  points  a,  b,  c 
qui  divisent  tes  côtés  dans  des  rapports  donnés  : 

Ba_m      C5_m'       Ac      m" 
Ca~n'     Â6"""i7'     Be'^lF 

Divisons  les  cdtés  d'un  triangle  quelconque  A'B'C\  aux  points 
«S  à\  c\  dans  les  rapports  donnés.  Soient  M,  M'  les  points 
d'intersection  de  AB  et  ba,  A'B'  et  fr'a'  ;  il  est  Tacile  de  voir 
que 

donc  Ton  peut  déterminer  le  point  M . . . 


(*)  Pour  déférer  aux  vœux  exprimés  par  de  jeunes  abonnés  et  par  des 
Professeurs  de  l'Enseignement  moyen,  nous  publierons  sous  ce  titre»  assez 
régulièrement,  des  questions  d* Arithmétiqîte ,  d* Algèbre ^  de  Géométrie,  de 
Géométrie  analyiiqtic,  etc.,  avec  une  simple  indication  des  solutions.  (J.  N.) 

C*)  Considérez  les  triangles  Ca6,  C'aV  coupés  par  les  transversales  AB , 
A  D  ,  ••• 

La  démonstration  de  la  proportion  (1)  rcvét  un  caractère  intuitif,  si  Ton 
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Construire  un  triangle  ABC,  amnaiesant  les  kmguewrs  dm 
droites  Aa»  Bb,  Ce  qui  divisent  les  côtés  dans  des  rapport 
donnés  : 

Ba      m      Cft      m'       Ae      m" 

Câ~n*'     Â6~n^'     Bc"'n^* 

Calculer  les  côtés  de  ABC,  en  fonction  de  ces  longueurs  (*). 

Soient  a,  P,  y  les  points  où  se  rencontrent,  deux  à  deux,  la 
droites  Aa,  B6,  Ce.  Il  est  facile  de  déterminer  les  segments  A^, 
Ayf ...  En  effet,  cherchons,  sur  les  côtés  d*un  triangle  quelcoD4oe 
A'B'C,  trois  points  a',6  ',  c'  tels  que 


B'a'      m 

Cb'      m' 

AV      m" 

C'a'      n 

A'b'      n'  ' 

B'c'      n"  ' 

si  a',  P',  y'  sont  les  points  d'intersection  des  droites  AV,  BV. 
CV,  on  a 


On  peut  donc  trouver  le  triangle  a^... 
Lorsque 

m     m'     m" 

n     n'      n"         * 


le  triangle  a^y  se  réduit  à  un  point  0.  Dans  ce  cas,  après  avoir 

trouvé,  comme  ci-dessus,  les  segments  AO,  aO,  BO, i 

menons,  par  a,  une  droite  parallèle  à  BO  et  rencontrant  GO  end; 
on  pourra  déterminer  les  côtés  du  triangle  Oad... 


obse^rve  qu'une  trantvenale  dirnse  les  cotée  d'tm  triangte  euioatU  fraîr  n^ 
potts  dont  le  produit  est  égal  à  Vuniti, 

(*)  Généralisation  de  la  question  du  Concours  académique  d*Aii,i879. 

(**)  Cette  proportion  résulte,  immédiatement,  des  triangles  AB«»  i'B'sf, 
coupés  par  les  transversales  Cr,  Ce'. 


00 
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Le  théorème  de  Stewart  (*)  donne 

XB\Ca  +ÂC*.Bo  ="Ï?.BC  -4-  BC.Ba.Ca, 

SB*.n-i-ÀC*.m  — BC*. «■  Aâ*(tii  -i-n), 


m  -(-  n 
et  deux  autres  égalités  analogues,  pour  calculer  AB,  BC,  AC. 


Construire  un  quadrilatère  ABGD»  connaissant  les  cotis  AB» 
BC ,  CD  9  et  les  angles  adjacents  au  quatrième  côté. 

Calculer,  trigonométriquement,  les  autres  éléments  du  quadri^ 
latère  (**). 

Imaginons  le  parallélogramme  ABCE.  Il  sera  facile  de  con- 
struire le  quadrilatère  AECD  (Fangle  ECD  «»  tt  —  A  —  D)... 

Autrement.  Soient  M,  N,  P,  Q  les  milieux  de  AD,  BD,  BC , 
AC.  Le  parallélogramme  MNPQ  résulte,  immédiatement,  des 
données  de  la  question  :  sur  une  droite  indéfinie  A'D'^  on 
construit  les  angles  A'MQ«=  ADC,  D'MN«=»BAD;  on  prend 
MQss-^...  Le  sommet  G  se  trouvera  sur  une  parallèle  AD, 
menée  à  une  distance  double  de  la  distance  de  Q  à  AD;  d'ail- 
leurs, PC  =~... 

Soient 

AB»a,    BC  =  5,    CD  =  c,    DA  =  d, 

et  a,  ^,7  les  angles  que  font  AB,  BC,  CD  avec  AD  (***).  En 
projetant  le  contour  ABCD  sur  AD  et  sur  une  perpendiculaire 


(*)  «  Cette  proposition,  à  pea  près  ioconnae  de  nos  jours,  mériterait 
•  bien  de  prendre  une  place  dans  les  éléments  ou  au  moins  dans  les  compté- 
»   mentsde  Géométrie  (Cbaslbs,  Aperçu  hiêtorique,  p,  476).  • 

Dans  les  Théorèmes  et  Problèmes,  je  Pai  attribué  à  Euler.  (B.  C.) 

(**)  Concours  académique  de  Bordeaux,  1879. 

(•••)  Ona:'As=0c,  Dsaî^— r,B«:(x^/3. 
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à  AD,  on  obtient  les  relations 

acosa  -1-  beosp  -t-  coosr  «»<(» 
atina  -4-  bsinp  -^  etàar  '^O^ 

qui  font  connaître  les  inconnues  ^  et^rf. ... 

Remarques.  —  I.  On  conclut,  des  deux  dernières  équatioos, 

d*B>a*-i-^-^e'  —  2aboo8(a6)  —  Saeoos(oc)  —  9betM[h(f). 

H.  La  considération  des  trois  parallélogrammes  qui  ont  leurs 
sommets  aux  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  d*un  quadri- 
latère, conduit  à  des  solutions,  assez  simples,  d*un  grand  nombre 
de  questions,  telles  que  : 

Construire  un  quadriUUère ,  connaissant  :  l*  les  quatre  côtés 
et  l'une  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés^  w 
les  milieux  des  diagonales;  3^  les  quatre  côtés  et  l'angle  de  deux 
côtés  opposés;  9"  deux  angles  opposés,  les  diagonales  et  leur 
angle  (*). 

On  a  une  circonférence  fixe  Of  et  un  point  fixe  A;  par  k 
point  A  9  on  fait  passer  une  circonférence  variable,  qui  eofupe  b 
circonférence  0  sous  un  angle  constant  :  démontrer  que  la  dr^ 
conférence  variable  a  pour  enveloppe  une  circonférence. 

Transformons  la  figure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le 
pôle  étant  en  A;  les  circonférences  variables  ont  pour  lignes 
homologues  des  cordes  égales  (indéfinies)  d*une  même  eiron- 
férence...  (La  suite  prochainement.) 


(*)  On  peut  construire  le  parallélogramme  dont  les  sommets  sont  aux 
milieux  des  côtés,  et  déterminer  le  milieu  de  Tune  des  diagonales  au  raofea 
de  deux  segments  capables. 

Pour  une  autre  solution ,  voir  Catalan,  Thiorèmei  et  /Vo6ttmec,  sixièse 
édition ,  p.  69. 
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I8QDI88E   BiOGRAPIIQDE 


ALEXANDRE  POPOFr, 


Alexandre  Popoff,  professeur  à  I^Uoiversité  de  Kasan ,  mem- 
bre^correspondant  de  TAcadéinie  de  Saint-Pétersbourg ,  mort  le 
31  décembre  1878,  était  un  savant  bien  estimé  en  Russie. 

Son  sujet  de  recherches  le  plus  aimé  était  Thydrodynamique, 
principalement  la  théorie  des  ondes.  Dans  ]e  Journal  de  Liouville, 
OD- trouve  son  Mémoire: Observations  sur  la  théorie  du  «on. Dans 
son  travail  imprimé  en  russe  :  Traité  des  intégrales  définies,  qui 
est  un  ouvrage  Urés-intéressant»  et  qui  ne  le  cëdèy  sous  aucun  rap- 
port, aux  pages  correspondantes  du  traité  de  Bertrand,  il  a  donné 
le  terme  complémentaire  de  la  série  de  Lagrange,  sous  la  forme 

Si  la  série  est 

ZoBsx  H-  Uf{z): 

F(z)  -  F(«)  +  «F'(x).<p(.)  -f  ^  ^[r  («).ç'(x)]  -♦.... 

M.  PopoFF  était  un  élève  de  Lobatschewsky,  dont  la  Géométrie 
imaginaire  a  fait  tant  de  bruit  dans  ces  derniers  temps. 

Wassilieff, 

Privat-Docent  k  TUniversité  de  Kasan. 
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CORRESPOHDAMCB. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  H.  Brocard.  —  c  M.  Le  Lassenr 
vous  a  signalé  le  passage  suivant  de  mon  travail  sur  la  totalité 
des  nombres  premiers  :  «  Il  est  juste  de  rappeler  que  le  théo- 
rème de  Wilson  permet  de  trouver,  à  eoup  sûr,  un  nombre  pr^ 
mier,  supérieur  à  tout  nombre  donné  ;  mais  il  n'en  résulte  que 
des  termes  isolés  de  la  série  naturelle  indéfinie.  » 

Celte  assertion  me  semble  parfaitement  fondée.  En  eflfet,  daos 
rétat  actuel  de  nos  connaissances  relatives  aux  nombres  premiers, 
h  certitude  ou  la  constatation  qu'un  nombre  est  premier  ne  peut 
être  établie,  et  encore  avec  peine,  que  pour  des  nombres  de 
moins  de  20  à  3S  chiffres.  Certains  procédés  ont  permis  de  dé- 
âiontrer,  ou  seulement  de  supposer,  qu'un  nombre  est  premier 
lorsqu'il  a  plus  de  150  ou  200  chiffres;  mais  Ion  n'a  encore  que 
des  probabilités  pour  des  nombres  de  400  ou  500  chiffres  et 
plus.  On  est  fondé  à  admettre  que  de  tels  nombres  sont  au-des« 
sus  des  forces  humaines,  et  cependant,  il  serait  relativemeat 
facile  de  trouver,  au  moyen  du  théorème  de  Wilson,  un  nombre 
premier  absolu,  supérieur  à  ces  entassements  de  chiffres.  Je  dirû 
plus  :  le  théorème  de  Wilson  donne  toujours  des  nombres  pre* 
miers,  rapidement  croissants,  tandis  que  plusieurs  générations, 
plusieurs  armées  de  calculateurs,  resteraient  dans  rimpossibilité 
de  vérifier  si  un  nombre  donné  est  premier  ou  non. 

Les  plus  grandes  tables  de  nombres  premiers  ne  dépassent 
pas  9  000  000,  et  encore  il  a  été  impossible  de  les  vérifier  et  de 
leur  trouver  un  éditeur.  La  diOicullé  de  ce  genre  de  travail  aug* 
mente  avec  une  extrême  rapidité,  bien  avant  que  les  nombres 
soient  de  10  ou  12  chiffres. 

Les  tables  de  nombres  premiers  permettent  déjà  de  vérifier  tous 
les  nombres  inférieurs  au  carré  de  la  limite  des  fables;  si  dooe 
on  prend,  au  hasard,  deux  ou  trois  nombres  premiers,  de  8  ou  9 
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chiffres  chacun,  vérifiés  au  moyen  des  tables  actuelles,  leur  pro- 
duit sera  un  nombre  composé,  dont  il  sera  difficile  et  presque 
impossible  de  trouver  les  facteurs,  puisque  les  tables  seront  in- 
suffisantes.  Comment  décider,  par  exemple,  si  le  nombre 

I  000  045  950  696  473 173  549 117, 

composé  de  9S  chiffres,  est  premier,  ou  non  ? 

Il  est  à  présumer  que  la  recherche  des  diviseurs  de  ce  nombre 
est  à  peu  près  impraticable,  et  absorberait  les  loisirs  de  plusieurs 
calculateurs,  pendant  des  siècles.  Se  figure-t-on  aisément  lenorme 
travail  qu'exigerait  Fessai  de  tous  les  diviseurs  de  moins  de 
9  chiffres,  surtout  si  Ton  observe  que,  pour  le  nombre  proposé, 
pas  un  de  ces  essais  ne  réussirait  ?  Or,  les  (ables  de  diviseurs 
n'atteignent  pas  cette  limite,  et  la  totalité  de  ces  nombres,  d'après 
la  formule  de  Legendre,  serait  de  S  768003,  ou  seulement  de 
5  761  460,  d'après  la  formule  et  les  recherches  de  M.  Meissel. 

Nous  laisserons  à  nos  lecteurs  le  soin  de  vérifier  qu'un  pareil 
travail,  basé  sur  une  moyenne  de  SO  divisions  par  jour  (maxi- 
mum, peut-être  exagéré,  que  produirait  un  calculateur  exercé) 
exigerait  déjà  315  ans,  et  que  ce  travail  serait  en  pure  perte, 
attendu  que  le  plus  petit  diviseur  du  nombre  donné  est  de 
9  chiffres. 

Ceci  nous  montre  que  l'extension  des  tables  de  nombres  pre- 
miers est  un  problème  qui  dépasse  la  mesure  des  forces  humaines: 
les  machines  à  calculer  n'y  suffiraient  pas  non  plus  ;  car  elles  ne 
peuvent  donner  de  résultats  dignes  de  confiance  que  si  leurs 
indications  sont  vérifiées  par  un  calculateur  attentif. 

Cependant,  au  moyen  du  théorème  de  Wilson,  l'on  aura,  en 
peu  de  temps,  un  nombre  premier  supérieur  à  un  nombre  re- 
connu premier.  Il  suffira  d'un  peu  de  patience  pour  avoir  une 
foule  de  valeurs  de  la  formule  1-K-l. 2. 3.4.5.  ...n,  qui  repré- 
sente les  termes  de  la  série  de  Wilson.  Pour  passer  d'un  terme 
au  suivant,  on  n'a  qu'à  effectuer  l'opération,  fort  courte,  d'une 
multiplication  du  terme  par  un  nombre  de  quelques  chiffres 
(un  pour  les  9  premiers  produits,  2  pour  les  90  produits  sui- 
vants, etc.). 
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On  arrivera  ainsi  à  la  série  des  nombres  premiers 

7!-«-i=504i, 
11! -H  4=39  916801, 
13! -1-1  =6227  020801, 


qui  renferment  1,  1,3,  4,  8,  iO,  15,  i8,  33, ...chiffres.  Le 
nombre  premier  37  !  +  1  renferme  44  chiffres.  Ces  oombres 
dépassent  rapidement,  comme  on  le  voit,  les  nombres  preiiiiin> 
vériffés  jusqu'à  présent;  et,  entre  autres,  les  nombres  diéifir 
M.  Le  Lasseur.  Quant  à  évaluer  des  termes  supériears  4l|^ 
série  de  Wiison,  et  composés  de  centaines  de  chiffres,  là  41" 
culte  n^est  pas  bien  grande:  il  suffit  d*avoir  montré  que  laAHe 
est  possible,  car  elle  ne  semble  pas  offrir  d'autre  intérêt  (*).  • 


Extrait  d*une  lettre  de  M.  Catalan  à  M.  Neuberg.  —  «  Vos 
trois  théorèmes  me  paraissent  bien  remarquables  (**),  surtout  si 
on  les  rapproche  d'une  importante  proposition  due  à  M.  Chasies, 
et  relative  à  la  théorie  des  centres  instantanés. 

Vous  démontrez  que  : 

1°  Si  un  triangle  ABC,  inscrit  à  un  triangle  /!xeMNP,« 


(*)  Notre  honorable  Camarade  et  Correspondant  a  Voir  d'admettre  b 
proposition  suivante  : 

Si  p  est  premier,  le  produit  1.2.3... p,  aitgmerUé  de  VunUé^douM» 
nonUfre  premier. 

Très-certainement,  l'expression  n'a  pas  rendu  sa  pensée.  Quoi  qu'il  en  soit, 
doM  ptel  cas  cette  propoeiiiofi  (fausse  pour  p=s5  et  pour  p  »  7)  esf-«0B 
ffraie  f  (E.  C) 

f ')  N.  C.  M.  ;  t.  VI,  pp.  73  et  suivantes. 
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meut  en  reiUmt  teoAliMe  à  lui-même,  il  existe,  daiu  te  plan 
mobile  ABC,  un  point  u  qtà  reête  fixé; 

3"  Un  point  quelconque  de  ABC,  outre  que  a,  décrit  une 
droite  XY; 

3'  Chaque  droite  XY  enveloppe  une  parabole  ayant,  pour 
foyer,  le  point  u;  et  les  points  de  XY  décrivent  les  tangentes  à  la 
parabole. 

Voici  maintenant  le  ihéorènie  de  l'illustre  Doyen  des  Géo- 
mètres : 

Si  une  droite  GH  se  meut  dans  un  plan,  le»  tangentes  en 

M,  M',  M" aux  trajectoires 

de  ces  points,  sont  tangentes  à 
une  parabole  ayant  pour  foyer 
le  centre  instantané  de  rofo- 
tion  (*)  I. 

Voire  point  a,  plus  favorisé 
que  le  point  I  (pasaez-moî  cette 
locution),  est  un  centre  perpé- 
tuel de  rotation.  De  même,  vos  paraboles  sont  constantes, 
i'  Comment  sont-elles  distribuées  sur  le  plan  fixe?  3*  Y  a-^^I 
moyen  d'appliquer,  aux  machines,  le  mouvement  du  triangle 
ABC?  Etc.,  etc.  ■ 


Extraits  de  deux  lettres  de  M.  L.  Lèvy,  professeur  au  Lycée  de 
Renne».  —  <  A  propos  d'une  lettre  de  M.  de  Longchamps,  vous 
signalez  une  erreur  partagée,  peut-être,  par  bon  nombre  de  pro- 
fesseurs (**),  Voici,  je  crois,  une  rcmftrque  utile,  qui  nous  était 
faite  par  M.  Darboux,  dans  son  cours  :  ■  La  timile  tupérieure 


(*)  Di  JoNQiniui,  Milangti  dt  OéomiMe  pure  (p.  S9).  Il  ut  tàtile  de 
ginénlixr  cette  propriété  (Cimn  d'Anaiyi»  de  tVnivenUi  d»  Liégt,  p.  3SS). 
(")  N.C.M.,  t.  VI,  p.  38. 
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»  des  racines  positives  d'une  équation  donnée  par  la  méthode  de 
»  Newton,  est  inférieure  ou  au  plus  égale  aux  Innites  foumn 
•  par  les  méthodes  de  Maclmrin  (*)  ou  de  séparation  par  inter- 
»  valles.  »  C'est  peut-élre  ce  théorème  qui  a  donné  naîssanœ  i 
Terreur  que  vous  signalez  (**):  La  démonstration  en  est  ertréme- 
ment  facile  :  il  suffit  d  appliquer  les  règles,  autres  que  odles  de 
Newton,  aux  dérivées  successives;  on  voit  que  les  nombres 
limites  pour  chaque  dérivée  vaut  en  décroissant  > 

«  P.  S.  —  Est-ce  bien  à  Maclaurin  que  sont  dues  les  limilo 
1  -f- N  et  1 -+■  if'N  C**)?  » 

«  Depuis  ma  dernière  lettre,  j*ai  lu  l'article,  si  intéressant, 

de  M.  Laguerre ,  dans  les  Nouvelles  Annales la  limite  tt^i" 

quée  par  M.  L.  est  toujours  au  moins  égale  à  celle  .....ds 
Newton.  » 


Extrait  d*une  lettre  de  M.  A.  Letraiî,  censeur  au  Lyekdik 
Roche-sur-Yon.  —  <  Permeitez-moi  de  faire  une  renarq^  A 
propos  de  votre  Note  (page  38,  N.  C.  M.^  janvier-février  1880). 

La  méthode  de  Newton  donne  le  nombre  entier  immédiatement 
supérieur  à  la  plus  grande  racine ,  quand  toutes  les  radnts  iorI 
réelles. 

Soit 

A«)«o W 

la  proposée. 


f{x^h)^f(h)^xr{h)^-r{h) 


« 


(*)  Ou  plutôt  Mac-Laurin.  (E.  C) 

{**)  Lagrange  dit  :  «  Quant  à  la  manière  de  trouver  la  limite  (ne)  àa 
racines  d'une  équation,  la  plus  commode,  et  la  phu  exacte,  est  eaUe  de 
Newton  (Résolutitm  des  équations  numériques,  1896,  p.  H).  • 

(***)  La  première  règle  est  démontrée  dans  VAigèbre  de  Mat4 
traduction  de  Lecozie,  1753,  p.  193.  Je  ne  sais  k  qui  est  due  la  seeonde. 

(E.  a) 
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estréqualioD  qui  a  pour  racines  les  racines  de  la  précédente»  dimi* 
ouées  de  A;  si  donc  toutes  les  racines  de  Téquation  (1)  sont 
réelles,  et  si  h  est  supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive, 
tontes  les  racines  de  Téquation  (2)  seront  négatives  ;  et,  par  suite, 
tous  les  coefficients  /(A),  rOO*  •**  doivent  être  positifs. 

Or,  la  méthode  de  Newton  donne  le  plus  petit  nombre  /  qui 
rende  positives,  en  même  temps,  toutes  les  dirivées.  Si  on  prend 
h  égal  kl — 1,  /*(  X  H-  A)  n*aura  pas  tous  ses  coefficients  positifs, 
et,  par  suite,  toutes  les  racines  de  Téquation 

ne  seront  pas  négatives.  On  voit  que  A  est  inférieur  à  la  plus 
grande  racine  positive;  ce  qu*il  fallait  démontrer.  > 


Extrait  d*uneleUre  de  M.  Le  Lasseur.  —  «  Il  estfacilede  trouver 
des  nombres  qui  défaillent,  d*un  nombre  donné,  un  nombre  par- 
fait ou  bien  qui  dépassent,  de  ce  même  nombre,  le  nombre  par- 
fait. Ainsi,  par  exemple,  vous  avez  2(2^  +  1)«»10;  et  10  a,  pour 
somme  de  ses  parties  aliquotes,  8  qui  égale  10  —  2.  Vous  aurez 
des  nombres  ayant  la  même  propriété  par  la  formule 

N  =  2»-*(2-  +  l), 

dans  laquelle  n  «>  2",  pourvu  que  2"  -i-  1 ,  soit  un  nombre  pre- 
mier ;  ainsi  2»  (2*  h-  1),  2^  (2»  -*-  1),  2«  (2««  +  1),  etc. 

Le  plus  petit  nombre  abondant  impair  est  1 .3'. 5.7  «s 948.  > 

«  A  propos  des  carrés  magiques,  dans  lesquels  on  suit  la 
marche  du  cavalier,  je  ne  sais  si,  dans  la  continuation  de  Tarticle 
du  mois  de  juin  1876,  Fauteur  fait  mention  de  Touvrage  de 
M.  Jaenisch  (*).  » 


(*)  Traité  des  appHcations  de  l'Analyse  mathématique  au  jeu  des  Échecs; 
par  C.  F.  DB  Jabniscb,  tomes  1,  II,  III.  Saint-Pétcrsboarg,  4863-1863. 

Cet  ouvrage,  ciirieux  et  savant,  devait  être  composé  <ie  quatre  volumes  : 
j'ignore  8*il  a  été  terminé.  (£•  C.) 
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SOLUTIOHS  DES  QUBSTIOHS  PROPOSÉES. 


Question  3tOf 

■ 

Trouver  k  lieu  gétméirique  des  points  de  Pespaee  /oirffi«tf  it 
cette  propriété  :  si  Von  abaisse  des  perpendiculaires  smr  tn  cMi 
(prolongés,  s'il  est  nécessaire)  d'un  triangle  donné  oiMMire- 
ment,  la  perpendiculaire  à  l'un  des  cotés,  pris  pour  ym^sfU 
toujours  moyenne  proportionnelle  entre  les  perpendiadéim  9» 
deux  autres  côtés.  (W.  Vah  HAABSt«) 

Soient  :  ABC,  le  triangle  donné;  a^b,c,  les  longoiemàitm 
côtés;  0,  Oi,  Ojy  O3,  les  centres  du  cercle  inscrit el ikt-MP* 
ex-inscrits;  D,  D' les  points  où  les  bissectrices  de  rao|^^-|Qh 
contrent  la  base  BC.  •  ^  -■".  .: 

Je  considère  le  prisme  triangulaire  qui  a,  pour  9eeàim0tlt^ 
le  triangle  ABC.  Soient  a,  P»  )^»  ^  ^^  distances  û^un^jiMl^ 
lieu  aux  faces  du  prisme  et  au  plan  ABC.  J'ai  .:^\ 

ou  '".' 

c'est  réquation  du  lieu,  dans  ce  système  particulier  de 
nées. 

Si  je  coupe  cette  surface  par  le  plan  ABC  »  j'obtiens  la  couilie 
représentée  par  l'équation 


of  —  ffr^smO. 


P) 


Elle  se  compose  de  deux  coniques  umgentes  aiix  côtés  de 
l'angle  A,  aux  points  B,  C  où  ils  sont  coupés  par  la  droite  BC: 
a* — Py  «»0,  équation  d'une  ellipse  passant  par  les  points  B,  C, 


O,  Oi;  «*H-  Py  —  O,  équation  d'une  hyberbole  passant  par  les 
points  B,  C,  Og.O,. 


CberdiODS  les  tangentes  à  ces  coniques,  aux  points  0,  0), 
Os*  Of.  L'équalion  de  la  tangente,  aux  points  a',  ^',  ■/  (ABC 
triangle  de  référence),  est  : 

«.atf-Tp-r'Tr.r  —  O (5) 

{le  signe  —  pour  l'ellipse,  le  signe  -4-,  pour  l'hyperbole). 
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Pour  les  points  0,  0« ,  on  obtient  deux  droites»  représentées 
par  Téquation 

4««_(pH-r)*=0: Ji) 

elles  passent  par  le  point  D'»  intersection  des  droites  dont  b 
équations  sont 

a  B»  0,    p  -♦-  y  «■  0. 

De  même,  pour  les  points  Os,  Os»  on  obtient  deux  droites, 
dont  réquation  est 

4«'-(p-ry  =  0, (5) 

qui  passent  par  le  point  D. 
Par  soustraction ,  on  trouve 

donc  ees  deux  faisceaux  de  tangentes  se  coupent  sur  les  eàtés  de 
Tangle  A ,  en  des  points  E»  F,  G,  H. 

Les  centres  des  deux  coniques  se  trouvent  éyidemineot  iiu 
points  tt',  a>,  où  la  médiane  AM,  du  triangle  ABC,  est  reacooiréf 
par  les  droites  DP,  D'N ,  qui  joignent  les  points  D,  D'  m 
milieux  des  cordes  00|,  O^Og. 

Les  droites  D'N,  DP  se  coupent  à  angle  droit,  en  un  point  Q. 

En  effet,  on  a,  en  examinant  des  proportions  barmoaiqties 
convenables, 

DA.DNa»DO.DOi»  DB.DC  >-  DM.DD'; 

donc  la  droite  NMP  est  perpendiculaire  sur  BC;  par  suite,  PQ 
est  une  hauteur  du  triangle  D'NP.  ' 

D*un  autre  côté,  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle  forment 
un  second  triangle  qui  admet  les  hauteurs  pour  bissectrice;  <» 
en  conclut  la  construction  suivante  : 

On  forme  le  triangle  AMQ  qui  admet  pour  bissectrices  la 
droites  AD  et  BG  :  les  points  co',  (o,  où  les  bissectrices  de 
Tangle  Q  rencontrent  la  médiane  A.M,  sont  les  cenu*es  des 
coniques. 
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Les  bissectrices  des  angles  m,  ta',  du  triangle  okd'Q,  sont  les 
axes  des  deux  coniques. 
En  effet ,  il  est  aisé  de  voir  que 

M\  uA  BB  9N  •  c»D'. 

Par  suite  9  les  droites  tùV,  gdA  interceptent  des  cordes  égales 
dans  Tellipse;  donc 9  ... 

Il  résulte  de  là  que  les  bissectrices  des  axes  de  l'ellipse  sont 
parallèles  aux  axes  de  Thyperbole. 

Ceci  posé,  les  deux  coniques  sont  très-faciles  à  construire;  car, 
outre  les  directions  des  axes,  on  connaît  leurs  grandeurs 
(moyennes  proportionnelles  entre  la  projection  de  (oB,  par  exemple, 
sur  un  axe,  et  la  portion  de  cet  axe  interceptée  par  la  tangente 
eu  B);  en  outre,  pour  chaque  conique,  on  connaît  seize  points  et 
les  tangentes  en  ces  points  (0,  0^,  B,  G,  les  intersections  par 
les  droites  cdE,  (ùF,  gi)G,  g>H,  et  les  intersections  par  les  droites 
FH,  EG). 

La  surface  cherchée  est  asymptotique  au  cylindre  dont  Téqua- 
tien  est 

La  section  droite  est  une  hyperbole  ayant  pour  centre  le  point 
Q,  et  qui  est,  en  outre,  tangente  aux  coniques  précédentes,  aux 
points  Ot  Of,  O2,  O3.  Car  (3)  est  aussi  Téquation  de  la  tangente 
en  un  point  a',  P',  y'  de  cette  hyperbole. 

Coupons  la  surface  par  le  plan  dont  Téquation  est  7  &=»  0. 

L'on  a 

or,  a  =s xsin  B,  ^  =  (c  —  x)sin A  (en  prenant  B  pour  origine 
des  coordonnées);  donc  : 

.  aî*sin*B  —  if[(c  —  x)*sin*A  -  2x«sin»B]  =  0. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  quatriènîe  degré, 
tangente  à  AB  à  Torigine  B,  dont  la  partie  réelle  est  comprise 
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entre  les  deux  asymptotes  représentées  par 

P  — aK2=0,     p-i-ak'Î^O; 

ce  sont  les  intersections  du  cylindre  asymptotiqae  avec  h  bce 
ABy  du  prisme. 

On  a  une  courbe  analogue  pour  Fintersection  de  la  surfaee 
avec  la  face  AC  de  ce  prisme. 

Cherchons  Tintersection  par  un  plan  parallèle  à  ABCOo  a 

équation  d*une  courbe  du  quatrième  degré,  tangente  aux  coni- 
ques précédentes,  aux  points  0,  O^,  Oj,  0^.  On  le  vérifie  en  pre- 
nant la  tangente  en  un  point  a',  ^'^  /  de  cette  courbe  : 

La  forme  de  Téquation  (6)  le  montre  aussi. 
La  courbe,  représentée  par  (6),  est  tout  entière  comprise  entre 
les  deux  courbes  représentées  par  les  équations 

elle  a  les  mêmes  asymptotes  que  la  première  hyperbole. 

Les  intersections  de  la  courbe,  par  les  droites  OD',  OïD^yO^D, 
O3D,  AB,  AC,  reviennent  à  des  intersections  de  coniques  aite 
ces  droites. 

Pour  discuter  ces  problèmes,  on  peut  passer  aux  coordonnées 
cartésiennes,  en  prenant  les  deux  bissectrices  de  A  pour  aies  de 
coordonnées.  Dans  ce  cas  : 

{5-i-c),A         6  —  e       A      6c.. 

«8BX sm  — -4.  y cos— sinÂ, 

a  â       ^     a  Sa 

A  A 

p  — ycos--»-«sln  — , 

A  .    A 

r«ycos-  — «sm-; 
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si  Ton  se  rappelle  que 

I        6  -•-  c  I         6  —  c 


zMCOS-r  26CS1D--7 

dy  d' étant  les  longueurs  des  bisseetrices. 

On  voit  ainsi  y  par  exemple,  qu*il  y  a  toujours  deux  points 
d'intersection,  autres  que  0,  avec  la  droite  D'O;  qu*il  en  est  de 
même  avec  D'O^i  si  (6  +  c)  W^surpasse  6  «—  c  -i-  a;  dans  le  cas 
contraire  y  il  en  sera  de  même  si  Ton  a 

.  6csinA 

En  résumé,  la  surface  est  tangente  au  cylindre  asymptote 
suivant  les  généraU*ice8  0,  Oi,  Os,  Oj,  et  tangente, de  plus,  au 
plan  ABC,  aux  points  B,  C.  (E.  Dubois.) 


Questions  ffd3»  530« 

^^%.  Les  droites  qui  joignent  les  projections  des  pieds  Da» 
D^ ,  De ,  des  trois  hauteurs  d'un  triangle  ABC  sur  ses  côtés , 
déterminent  un  triangle  AiB^C^  homologique  avec  le  premier. 
L*axe  d'homologie  est  une  droite  kJi^C^;  le  centre  (Thomologie, 
un  point  0. 

Trouver  la  position  de  cette  droite  et  de  ce  point. 

(H.  Brocard.) 

SS0.  A  un  quadrilatère  ABCD  donnée  on  inscrit  un  quadrilor 
tire  variable  MNPQ,  dont  deux  côtés  opposés  y  MN,  PQ,  se  cou- 
pent en  un  point  donné  G,  situé  sur  la  diagonale  AC.  De  plus, 
MQ  passe  par  un  point  fixe  H.  Démontrer  que  PN  passe  aussi 
par  un  point  fixe.  (Mister.) 

Ces  deux  questions  sont  des  conséquences  immédiates  des 
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théorèmes  suivants^  que  Ton  démontre  sant  aueiiM  diffioilté, 
en  8*appuyant  sur  les  théorèmes  de  Hénélaûs  et  de  Céva  : 


Deux  théorèmes,  attribués  &  Desargues  et  qui  tmiBlA 
base  à  la  théorie  des  figures  homologiques,  de  Ponoeleii  •  ti'-. 


y.  /-?■ 


1 

■W.I 


Les  trois  côtés  d'un  triangle  tournent  autour  de  trùk  jMÎrii 
fixes ,  situés  en  ligne  droite;  deux  des  sommets  se  déplaeeni  s» 
deux  droites  fixes  ^  qui  se  coupent  en  0.  Le  lieu  décrit  ptar  k 
troisième  sommet  est  une  droite  fixe  passant  en  0.  Théorème 
réciproque. 

Conséquences  immédiates  : 

l""  A  un  quadrilatère  ABCD,  on  inscrit  un  quadrilatère  wia- 
ble  MNPQy  dont  deux  côtés  opposés,  MN,  PQ,  se  coupent  en  on 
point  donné  6,  situé  sur  la  diagonale  AC.  Les  deux  autres  ediés 
MQ^  NP  se  coupent  en  R,  sur  la  diagonale  BD. 

2^  Les  trois  sommets  du  triangle  MNR  se  déplacent  sur  (rois 
droites  concourant  en  un  point  A.  Deux  côtés  MN,  NR  passent 
par  des  points  fixes]  6»  H.  Le  troisième  côté  MR  passera  dose 
par  un  point  fixe  K,  situé  sur  la  droite  GH.  La  proposition  SSOse 
trouve  ainsi  établie  (*). 

in 

Dans  tout  triangle,  les  droites  menées  des  sommets,  aux  miSe«i 
des  côtés  correspondants  d'un  second  triangle,  qui  a  pour  sommeU 
les  pieds  des  trois  hauteurs  du  premier,  passent  par  un  mém 
point  (*"). 


(*)  MM.  G.  et  E.  Gesaro  nous  en  ont  envoyé  ane  solution. 
{**)  MiUETp  Mélhùdet  dt  Géontélrie  mpérieure. 


(E.  C.) 


D'où  ta  Queition  S3S. 

M,  N  projections  de  D.  sur  AC  et  AB.  MN  est  évidemment 
parallèle  à  DeDs,  el 
l'on  a 
D,C,«C|H*G,D,. 
ft  cause  des  angles 
égaux  DcD»A>AD(D,. 
NUD.,MD.Dt. 

Les  sommets  du 
triangle  A^BiC,  sont 
donc  les  milieux  des 
côtés    du     triangle 

d;d*d,. 

D'où  une  construction  Tacite  du  centre  et  de  l'axe  d'homologie 
demandés. 


Si,  par  un  point  P,  prix  dam  le  plan  d'un  angle  CAC,  on  mène 
deux  trantversalea  PBB',  PCC,  lei  droites  BC,  B'C  se  coupent 
8ur  une  droite  fixe  pat$ant  en  A. 


Si,  par  le»  points  P,  Q  d'intersection  des  cotés  opposés  d'un 
quadrilatère  ABGD,  on  mène  deux  transversales,  elle»  détermi- 
nent, sur  le»  quatre  côtés,  huit  segments  tels  que  le  produit  de 
quatre  d'entre  eux,  n'ayant  aucune  extrémité  commune,  est  égal 
au  produit  de»  quatre  Outres. 


VI 

Par  deux  points  fixes  0\ ,  Oj,  on  fait  passer  deux  systèmes  de 
troûdroiusO,\i,  0,B,,  0,C,,'  OjA,,  OjB,,  OjC,.  Tn  deri- 
gnant  par  (A|,  A,)  le  point  d'inlerseftion  des  droites  OjAi,  OtA,, 


et  aifui  des  autreê ,  démontrer  que  les  droites  (Af ,  B|)  (Aj,  B|), 
(A| ,  C2)  (A31  Ci)>  «t  (C|^  Bt)  (C)»  B4)  M  coypefU  en  un  ném 
point  Os. 

Les  trois  sommets  d'un  triangle  ABC  glissent  sur  trois  droiki 
quelconques  LM»  LN,  PQ.  Deux  des  côtés  passent  par  deuxpoinU 
fixes  G  y  H,  d'une  droite  issue  de  Vintersection  L  des  deux^re- 
mières.  Démontrer  que  le  troisième  côté  du  triangle  passe  par  w 
point  fixe 


\ïïa 


Théorème  réciproque. 


n 


Par  les  trois  sommets  d'un  triangle,  on  fait  passer  trois  droita 
concourantes.  Démontrer  que  les  droites,  symétriques  des  pt- 
mières  par  rapport  aux  bissectrices  des  angles  du  triangk,  se 
coupent  au  même  point. 


Par  les  trois  sommets  d'un  triangle,  on  mène  trois  droites  coi- 
courantes.  On  joint,  deux  à  deux,  les  points  d'intersection  de  cet 
droites  avec  les  côtés  opposés,  et  on  prolonge  jusqu'à  la  renconln 
du  troisième  côté  du  triangle.  Les  trois  points  d'intersection  oôist 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

Remarque.  M.  Millet,  après  avoir  déoionlré  te  théorème  lUi 
ajoute  qu*on  peut  encore  renoncer  ainsi  : 

Les  droites  qui  joignent  les  centres  des  cercles  ex-if ucrits,  eux 
milieux  des  côtés  correspondants  du  même  triangle ,  passent  pwr 
un  même  point.  Cauret, 

professaar  aa  Lycée  de  SainUBrinc. 

Autres  solutions  par  MM.  Van  Aubel,  Neuberg  et  Leînekugel. 
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Question  CSSMk* 

En  chaque  point  C  d'une  courbe,  on  mène  la  tangeniCf  qui 
rencontre  en  k  et  B  les  axes  de  coordonnées. 

Par  les  points  G,  A,  B»  on  mène  des  parallèles  à  ces  axes,  et 
ton  détermine  ainsi  deux  gradins  CEA,  BDC  et  une  droite  DE. 

Trouver  les  courbes  telles,  que  le  coefficient  angulaire  de  DE 
soit  une  puissance  n*^"^  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  AB. 

Étudier  les  cas  particuliers.  (H.  Brocard.) 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  AB»  au  point  C  (x,  y), 
est  ^9  en  valeur  absolue;  les  droites  CD,  CE  sont,  respeclive- 
ment,  égales  ^  ^  ^»  ^  ;  donc  le  coefficient  angulaire  de  DE 

est  —  -[^]*«  Par  suite,  Téquation  différentielle  des  courbes 
demandées  est 

(i) 


V       \dxl 


On  voit  que  n  doit  être  impair  (*)• 
Pour  n  ss  1,  réquation  (1)  devient 

dy      dx 
-=--!.— .«0; 

y      * 


d*ou,  en  intégrant, 


xy  ■■  c'  : 


la  courbe  est  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes. 
Pour  n  =  3 ,  Téquation  (3)  devient 

xdx  -+-  ydy  =  0, 

dont  Tintégrale  est 

x*  -♦-  y*  «=  c*  : 

la  courbe  est  un  cercle. 


(*)  Pourquoi?  (E.  C.) 
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Dans  le  cas  général,  Téquation  (1)  revient  à  celle-ci  : 

a?\fa -I- y^^y  a=s  0, 
dont  rintégrale  est 

B.  Pauquembeiigce  , 

maitra  lipétitonr  m  L^reée  de  Stint-OoMtb. 

Autre  solution  par  M.  E.  Poncelet,  élève  à  TÉcole  des  Nidcs 
(Liège). 


Question  sm* 

Dans  tout  triangle ,  le  triangle  formé  par  les  pieds  des  trm 
bissectrices^  a  pour  mesure  le  produit  des  longueurs  de  tes 
droites  f  divisé  par  le  double  du  périmètre. 

(E.  Cbsaro.) 

Considérons  un  triangle  ABC,  dont  les  bissectrices  soient  AA', 
BB',  ce. 


On  sait  que 


AA' 


BB' 


ce 


9 


6  -♦-  c 

O  -I-  c 


l^6cp(p  —  a), 
Vocpip  —  b), 


yabp{p  —  c). 


Multipliant,  on  trouve 


AA'. BB'. ce  - ^p^pip-^Kp-^M:!^ 

(a  +  o)(a  +  c)  (o  -♦-  c) 


ou 


AA^BB'.CC 
4p 


abcV^ 


•Ml^i^B^ 


i**    • 


4V/(p-a)(p-6)(p-c) 


Il  faut  prouver  que  cette  quantité  représente  Taire  du  triangle 
A'B'C.  Pour  cela,  nous  allons  calculer  les  aired  éxe  triangles 
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ACB,  BC'A'i  CB'AS  et  retrancher  leur  somme  de  Taire  du 
triangle  ABC. 
Or,  Taire  du  triangle  AC'B'  a  pour  expression  » 

iAC.AB'.sinAO. 
Mais,  par  les  propriétés  des  bissectrices  : 

6c  bc  ' 

AC'= r.      AB'  = 


a  •♦-  6  a  -*-  c 

De  plus,  si  S  est  Taire  du  triangle  ABC, 

SinAcB»-;-- 

6c 

Remplaçant,  nous  trouvons,  pour  Taire  du  triangle  AC'B', 

6fS 
(a-f-  6)(a-*-  c) 

La  somme  des  aires  des  triangles  ACB',  BA'C,  CAB  est 

r  6c(6  -♦-€)-♦-  ab(a  -♦-  6)  -♦-  ac{a  -»-  c)"] 
L  (o-^6)(a -+-0(6  +  0)  J' 

Retranchant  de  Taire  du  grand  triangle  ABC,  on  trouve 

[6c(6  -♦-«)-♦-  o6(a  -♦-  6)  -♦-  a€(a  -*■«)!  2a6cS 

(a-f-6)(a-*-  c)(6  +  c)        ^J ""  (a  -*-  6)(a  +  c)(6  -4-  c) 

Or 


S  =  \/p(p-a)(p+6)(p-c); 


(*)  L*enipIoi  du  sinus  est  inutile.  Il  est  visible  que 
A'B'C'^  ^  6c co ab       _  a6c 


ABC  (a-l-6)(a+c)     (6'4-c)(M-a)     {c-Wi)(o-«-6)        (6-*-c){c-*-a)(a+6)' 

etc.  (E.  C.) 
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donc  Taire  du  triangle  A'B'C  a  pour  expression 
^abc\/p  abc\/p 


8l/(p-.a)(p-6)(fi-c)       4l/(p-.a)(p-6)(p-d 
Cest  la  valeur  que  nous  avons  trouvée  précédemmenL 

H.  JACQUILLOTy 
élèfv  an  Ljeéa  d«  BoideMU. 

Autres  solutions  par  MM.  Barzin»  professeur  à  Andenae  et 
Fromont,  élève  à  TAthénée  d'Arlon. 


Question  S3A« 

Théorème.  En  chaque  point  M  d'tme  courbe  à  double  cowrbiare, 
il  existe  trois  droites  formant  un  trièdre  trirectangle;  savoir  :  fa 
tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale.  Une  droite  pear 
sant  par  le  point  M  et  liée  invarMlemeht  à  ce  trièdre  n'engenire 
une  surface  développable  que  si  elle  se  confond  avec  la  tangenk, 
ou  si  la  courbe  est  um  hélice.  Dans  k  second  cas,  une  infimiié 
de  droites,  passant  par  le  point  M»  et  liées  invariablemeiU  os 
trièdre,  engendrent  des  héUçoïdes  développables.  Ces  droite»  wid 
sur  un  cône  du  second  degré,  passant  par  la  tangente  et  dmt  ta 
sections  circulaires  sont  dans  des  plans  petpendiculaires  à  cèUe 
tangente.  (P.  ApretL.) 

1.  Cherchons  d^abord  la  condition  pour  que  les  droites  repré- 
sentées par  les  équations 

X— X       Y— y       Z-2 


(<) 


(2) 


se  coupent.  En  désignant  par  R  la  valeur  commune  des  premiers 
rapports,  par  R'  celle  des  autres ,  et  en  égalant  les  valeurs  de 
X,  Y  y  Z,  tirées  des  équations  (1)  à  celles  qui  sont  tirées  de  (3)t 
on  a 

Ra  —  RV  -♦-«  —  «'  caa  0, 

Rp-R'P'-Hy-y'  =  o, 
Rr  —  R V  -*-  a  —  «'  «-  0. 
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Si  Ton  élimine  R^  R'  entre  ces  équalions,  on  arrive  à  la  con- 
dition cherchée  : 


a     a      X—  X 

P  P'   y -y' 


0. 


Si  les  points  (Xy  y,  z\  (x\  y\  z*)  sont  infiniment  voisins ,  et  les 
direcUoiis  (a,  P,  y)^  (a\  ^\  /)  infiniment  peu  différentes,  cette 
condition  devient  : 

a     doL    dx 

p    dp    dy       — 0. (3) 

y    dy    dz 

11.  Soient,  respectivement  :  (a^byc),  (/^m^n),  (fiÇih)  les  cosinus 
dîrectifs  de  la  tangente ,  de  la  binormale  et  de  la  normale  prin- 
cipale. Soient  «y  (3^  /les  cosinus  directifs  d*une  droite  quelconque, 
passant  par  le  sommet  du  trièdre  et  faisant,  avec  les  arêtes  de 
celui-ci,  des  angles  constants,  dont  nous  désignerons  les  cosfnus 
par  A,  B,  C.  On  a  : 

a  tsB  Aa  -I-  B/  -t-  C/*, 
|3  =:A6-*-  Bm-t-Cf)f, 
y  e=s  Ae  -4-  En  -^  CA  ; 

et,  en  différenciant  : 


da-- 

'Ada 

■^Bd/ 

■*-Cdf= 

=  (Ac-«- 

8»)/-  + 

Crf/-. 

dpi" 

'Adb 

•1-  hdm 

-^Crfjf- 

»(A»-4- 

B»)5  + 

Cd9> 

dr~ 

•  Kde 

-t-Bdn 

■t-Cdh^ 

'(A«-i- 

B»)A-H 

Cdh. 

Pour  écrire  da,  d^^dy  sous  la  seconde  forme,  on  a  eu  égard 
aux  formules  connues  : 


f 

9 

h 

Ta 

"dh" 

'5c 

f 

"—  1 

9 

h 

dl 

dm 

du 

i 


dans  lesquelles  e  et  q  désignent  les  angles  de  contingence  et  de 
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torsion.  La  condîiion  (3)  devient,  si  I  on  y  rempbee  à,  ^^  y,  di, 
dpi  dy  par  leurs  valeurs,  et  cfx,  dy,  dz  par  aib,  bds^  cd$  : 


a  U  ^Cf  (Ae 
6  Bm  -»-  Gjf  (Ae 
c     Bit  -4-  C&    (Af 


Bv)/"  -^  Ci/- 
By)A  +  Qdh 


0; 


et,  en  développant, 


B(Af  H-  By) 


«  /  f 

a    l    Hf 

a   r   df 

b   m  g 

+  RC 

h  m  dg 

+  C 

b   g    dg 

e    n    h 

e   n   dh 

e   h  dk 

=0.  (4) 


Pour  trouver  les  valeurs  de  ces  trois  déterminants,  nous  nous 
basons  sur  cette  propriété  du  premier  déterminant  :  les  éiémenls 
de  chaque  colonne  «sont  égaux  et  de  signes  contraires  ans 
mineurs  correspondants.  Cela  posé,  le  premier  détermioant  est 


le  deuxième  : 


le  troisième  : 


2(Wi — cg)df^  2^/"= — 2/i« = — «f  2r  =  -  *• 

L'équation  (4)  devient 


ABe  4-  (B»  -^  C')n  «  0. 


(5) 


IIL  Nous  pouvons  supposer  £  constant;  car  nous  sommes 
libres  de  choisir  la  variable  indépendante.  Deux  cas  peuvent  sa 
présenter  : 

l^  7j  varie.  Dans  ce  cas,  pour  que  le  premier  membre  de 
réquation  (5)  ne  varie  pas,  on  doit  avoir  B*  -t-  C* =0 ,  ou  B=*0, 
G  B»  0,  A  =  1 .  La  droite  se  confond  avec  la  tangente. 

2*  yi  est  constant.  Ceci  arrive  lorsque  la  courbe  est  une  hélice  : 
on  sait,  en  effet,  que  la  propriété  caractéristique  des  hélkes 
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est  ^»:/r.  Dans  ce  cas,  toute  droite  dont  les  cosinus  direclife 
satisfont  à  la  relation 

AB      "^*' 

engendre  une  surface  développable.  Toutes  ces  droites  se  trou- 
vent sur  le  cône  représenté  par  Téquation 

iy*  -•-«'-*-  kxy  =  0, 

Cette  équation  est  vériflée  par  y  =  0,  z  »»  0  ;  donc  la  tangente 
est  sur  la  surface.  Enfin  pour  x  «ei  ^,  on  a 

équation  d'iui  cercle  :  les  sections  circulaires  sont  donc  perpen- 
diculaires à  la  tangente.  (Ernbst  Gksaro.) 

Autre  solution  par  M.  V.  JameL 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


SAS.  Trouver  la  limite  de  Texpression 


4     

'\^(n-*-l)(n-i-2)  ...2», 
n 

lorsque  n  augmente  indéfiniment.  (Laisant.) 

ft49.  Quel  est  le  maximum  du  nombre  des  sphères  tangentes  à 
une  sphère  donnée,  égales  à  celle-ci,  et  qui  ne  se  pénètrent  pas? 

(Dblalande.) 

I^4S.  Théorâmb*  Soient  OACB  le  rectangle  déterminé  par  les 
axes  d*une  ellipse  (indéfiniment  prolongés)  et  une  tangente  AMB, 


prise  comme  diagonale.  Si  Ton  joinl  le  sommet  C  au  [loint  de 
contact  M,  et  que,  du  centre  0,  Ton  abaisse  OP  perpendicuhire 
à  CM  »  la  droite  OP  passe  par  le  centre  de  courbure,  relatif  m 
point  M.  (G.  DE  LoiiGCHAXPS.) 

ft40.  D*après  la  construction  précédente ,  quel  est  le  liea  du 
point  Pî  (E.  C.) 

ftftO.  Théorème.  Soit  7  (a,  n)  lé  plus  grand  multiple  de  a,  con- 
tenu dans  n.  Soit  ^n  la  somme  des  diviseurs  de  n.  On  a 

fn  =  2  [?(a,  n)  -  9(a,  n  -  4)]  {*). 

(E.  C.) 
ftfti.  Trouver  le  coefficient  de  of,  dans  le  développement 

d«dsî-  (E.C.) 

ftfttl.  Théorème.  L  angle  de   deux  hyperboles  équilatères, 
concentriques,  est  double  de  Tangle  de  leurs  asymptotes. 

(E.  Cesaro.) 


BBmATA. 


Tome  VI,  p.  tfi,  ligne  4.  Ju  lieu  de  :  MNQ,  litei .-  iMNQ. 

—  —    ligne  i  0.  i^ti  lieu  de  .•  {/3«  4-  «•)•,  /ite^  .•  (0«  -  a»)». 

—  p*  4 42,  ligne  2i •  i4ti  (tfti  «le  .'  sa  tf . 4,  /fie;p  .*  s  —  5.4. 


(*)  On  suppose  f  (n,  n  —  4)  =  0.  Cette  proposition  est  la  Quetiin  447, 
énoncée  autrement 


I 


—  in  — 


r • 


SUR  LES  SURFACES  A  GENERATRICE  CIRCULAIRE; 


pariM.  Dbmabtrbs,  professeur  au  Lycée  de  Reànes. 


1.  Lorsqu'une  surface  est  engendrée  par  un  cercle,  de  gran- 
deur et  de  position  variables,  les  normales  aux  différents  points 
d'une  même  génératrice  rencontrent  Taxe  de  cette  génératrice. 
Nous  nous  proposons  d'établir  qu*elles  rencontrent,  en  outre, 
une  conique  fixe,  et  de  montrer  comment  cette  conique  peut 
servir  à  la  construction  de  chaque  normale. 

Soient,  en  coordonnées  rectangulaires, 

(a:  — a)«H-(y  — fc)*^(«  — c)«  — R' (i) 

A(x  — a)-*- A«(y— 6)-»-v(«  — c)—0     ....    (8) 

les  équations  du  cercle  mobile  :a,6,c,X,jui,R  sont  cinq  fonc- 
tions arbitraires  d'une  même  variable  indépendante,  que  nous 
désignerons  par  u  (*).  L'équation  de  la  surface  s'obtiendrait  en 
éliminant  u  entre  les  équations  (1)  et  (3). 

Différentions  ces  équations  par  rapporta  x,  en  y  regardant 
u  comme  une  fonction  de  x  et  de  y.  En  appelant,  suivant  Tusage, 
p,  9  les  dérivées  partielles  de  z,  par  rapport  à  x,  y,  et  en 
représentant,  par  des  accents,  les  dérivées  relatives  au,  nous 
aurons  : 

du 
*— o-Hp(*  — c)=5-[RR'+o'{«— o)-»-6'(y— 6)-4-c'(*--c)],  (3) 

du  r  .      .  ■  u 


(*)  On  soppote 


VI,  13 
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Si»  entre  ces  équations,  nous  éliminons  ^,  nous  aurons p;ei 
q  s^obtiendra»  sans  autres  calculs»  par  une  substitution  fort  simple. 

Particularisons  les  axes  de  coordonnées  :  prenons  pour  aie 
des  z  Taxe  du  cercle,  et  pour  origine  le  centre  a,  6,  c;  nous 
devrons  poser»  à  cause  de  >A'  +  fjtfx'  ^  w'  ««0  : 

dO»    a^O,    &  —  0,    essO»    >«0,    ft»0»    y=0,   /«O. 

Les  équations  (3)»  (4)  deviennent 


d*où 


et»  par  suite» 


RR' -f- a'x -^  t'y  *  ' 


'"RR'-^-a'xH-fc'y** 


(5) 


.     ...(«) 


Les  équations  (5)»  (6)  contiennent  la  solution  du  problëme. 

9.  La  caractéristique  du  plan  du  cercle  a  pour  équations, 
dans  le  cas  général  » 

x{x  —  a)  •♦-  fi(y  —  6)  -*-  v(«  —  c)  =  0, 
A'(x  —  a)  •*•  |*'(y  —  6)  ^.  v'(«  —  c)  —  (xo'  h-  lA'  -«-  yc') —0; 

et,  en  particularisant  les  axes  : 

XsaO»      VflP -♦-  fft'y  —  C' «sa  0. 

Si  donc  nous  disposons  de  Taxe  des  a;»  jusqu'ici  arbitrave^de 
telle  sorte  que  Ton  ait  >'  *»  0,  c'est-à«>dire  si  nous  le  prenons 
parallèle  à  cette  caractéristique»  pous  devrons  poser  : 


b  étant  la  distance  du  centre  à  la  caractéristique.  Les  éqostioos 


j 
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(5),  (6)  donneront  alors  p  et  9  en  fonction  d'éléments  purement 

géométriques.  

L'angle  8,  de  la  normale  avec  Oz,  a  pour  tangente  Vp^  -*-  9^. 
Ainsi 

4'  -D 

Soient,  maintenant  :  9  Tangle  du  rayon  vecteur  mené  au  point 
(x,  y)  avec  la  caractéristique;  a,  P,  7,  les  angles  que  la  tangente  à 
la  ligne  des  centres  fait  avec  les  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz  ;  o,  Tangle 
qu*elle  fait  avec  le  rayon  vecteur;  /»  Tare  indéfini  de  la  ligne  des 
centres.  On  a 


dleosy 


(l-^dnç) 


Cette  formule,  qu'on  pourrait  aisément  remplacer  par  un 
énoncé  géométrique  simple ,  correspond  à  celle  qui  donne  la 
distribution  des  plans  tangents  à  une  surface  réglée»  le  long  d'une 
génératrice;  l'analogie  est  assez  remarquable  dans  deux  cas  par- 
ticuliers, où  Ton  a  le  théorème  suivant  : 

Si  k  centre  du  cerck  mobile  est  fixe,  au  se  dépkxe  normale^ 
ment  au  plan  de  te  cercle,  la  tangente  de  l'angle  que  fait  le  plan 
tangent  avec  le  plan  de  la  génératrice,  varie  propartionneHement 
au  sinus  de  Fore  compris  entre  un  point  fioce  et  le  point  de  contact. 

L'équation  (7')  fait  connaître  les  valeurs  de  <p  pour  lesquelles 
-9  a  une  valeur  donnée;  en  la  mettant  sous  la  forme 

tgtavdlcosr- » 

(dR-^<tfcosa)tg*|-^  2d/cosptg| -^  dR  -t-  d<eo8« 

on  est  conduit  au  théorème  suivant  : 

Il  existe^  en  général,  sur  chaque  génératrice,  deux  pointe  oA 


L 
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le  plan  tangent  a  une  incUnaison  donnée;  s'il  y  en  apbu  de  deux, 
cette  inclinaison  reste  constante,  et  la  surface  se  raccorde,  aoec  ime 
sphère,  le  long  de  la  génératrice  considérée. 

Si  nous  supposons  cette  condition  remplie  pour  chaque  géoé- 
ratrice ,  nous  aurons 


R   d!Si 
eosa^O,    siar^  —  ^-  —  ; 


(8) 


et  ces  équations  caractériseront  les  enveloppes  de  sphères. 

S.  Démontrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

Les  normales  à  la  surface,  le  long  d'une  même  généralriet. 
forment  une  surface  du  qtuUrième  ordre  ;  elles  rencontrent  tout», 
outre  F  axe  de  la  génératrice  y  une  même  conique  (*). 

Pour  abréger  récriture,  posons  : 

tiBsCOSa,      VasCOSp,      U7«iC09r>       -77=  A,       T"*** 

ai  h 

Les  équations  (5),  (6)  deviennent  : 


pMBfVCOSÇ, 


i  —  isinf 


A^-ticosf -f-vsinf 


i — isiqo 
g  sa  tDsmç. ^— : 

A-hUCOSf -hVSlOf 


Les  équations  de  la  normale  sont 

X  —  Rcosf      y  — Rsinf 


X 


Si  nous  les  écrivons  ainsi  : 


X— Rco89      j/^Rsi 
C0S9  ^'^^9 


ivz(ksin^  —  i)        gcosy-^ysiny— R 

A-i-tlC08<p-4-V6inf  i 


'  (*)  ^GdUe  ooniqae  peut  être  appelée  caniqui  confuguie  du  eerde  fMrolar. 
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IVHiminàtion  de  9  se  fait  sans  diffieulté.  En  effet,  la  première 
éqnatien  donne 

X  y  . 

cosçga  ^    sinq)  — 


donc,  en  substituant  dans  la  dernière ,  on  trouve 

OU 

ou  encore  : 

(«■-♦-y')(ttX4-ty-*-wz— AR)'=  { A(a*-*-y')— *u^«— R(t#x-i-vy)  j  *.  (9) 

L*équation  (9)  est  celle  du  lieu  des  normales;  il  est  clair  que 
celles-ci  rencontrent  la  conique  dont  les  équations  sont  : 

ux-^vy -^wzssa/SJBL, (10) 

A(«'-**y^  — iuyz  — R(vx-i-vy)=sO;  .    .    .    (H) 

et  le  théorème  est  démontré. 

4.  Construction  des  normales.  La  conique  conjuguée  rencontre 
évidemment  Taxe  Oz  ;  si  donc  Ton  fait  passer  un  plan  par  cet  axe 
et  un  point  M  de  la  génératrice,  ce  plan  coupera  la  conique  en 
un  seul  point  N ,  non  situé  sur  cet  axe  :  MN  sera  la  normale  au 
point  M. 

Cette  conique  se  construit  d'ailleurs  aisément  :  son  plan  est 
parallèle  au  plan  normal  de  la  ligne  des  centres  ;  on  en  connaît 
un  point,  situé  sur  Taxe  du  cercle;  deux  autres,  obtenus  en  menant 
des  parallèles  à  cet  axe,  par  les  points  où  le  cercle  coupe  la  carac- 
téristique {*);  en  outre,  on  peut  remplacer  Téquation  (11)  par 

A(a;*  +  y»  — R*)^.|cz(R  — ity)=:0.     .    .     .    (12) 

^T ^ — — -^ — ' — -  ■  ■■      I  I  _  j.r 

(*)  £d  ces  points,  tgO  devient  infinie. 
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Il  résulte,  de  eelle-ci,  que  la  conique  et  le  ccrde  appartiennent 
k  une  même  surface  du  second  ordre  :  les  deux  pointe  où  le  phB 
conjugué  coupe  le  cercle  appartiennent  donc  à  la  coniqQe  con- 
juguée. 

En  résumé,  on  connaît  cinq  pointe  de  celle-ci,  ce  qui  la  déler 

mine  simplement* 

S.  Si  A  »  0  Ja  conique  se  réduit  k  deux  droites,  dont  Taoe, 
représentée  par 

ne  peut  servir  à  la  construction  des  normales  ;  la  seconde,  qui  a 
pour  équations 

est  la  droite,  du  plan  normal  à  la  ligne  des  centres,  qui  se  projette 
sur  la  caractéristique  du  plan  mobile;  donc  : 

ThéorAmb.  Quand  un  cerck  de  rayon  constant  se  déplace,  fei 
normales  à  la  surface  qu'il  engendre  ^  aux  differenU  poinU  d'wi 
même  génératrice,  rencontrent  constamment  deux  droites  fixe*, 
dont  l'une  est  l'axe  du  cercle. 

•.  Les  sections  cycliques  de  la  surface  (13)  sont  parallèles  soi 
plans  représentés  par 

zasO,     wky  -^  £kzs=0. 

Si  Ton  exprime  que  le  plan  normal  à  la  ligne  des 
parallèle  à  Tune  ou  Tautre  de  ces  deux  directions ,  ùtk 
conditions  pour  que  la  conique  conjuguée  soit  un 
arrive  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Pour  que  la  conique  conjuguée  soit  un  cercle,  il  faut  ei  U\ 
ou  bien  que  le  centre  du  cercle  mobile  se  déplace  normahmtef9i^ 
plan  de  ce  cercle,  ou  bien  que  l'on  ait 

h     oR 
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L*éqaaUon  de  la  projection  de  la  ooniqiie  oonjaguée,  àur  le 
plan  du  cercle,  est 

A  (x*  -♦-  y')  —  ky  (AR  —  iiop  —  ty)  —  R  (ux  -i-  vy  )  «s  0 , 
ou 

Ax'-4-  (A  H-  kv)y*  -»-  kuxy  —  Rtix  —  R(v  -«-  Aifc)y  ■■  0. 

La  condition  pour  que  la  conique  se  réduise  à  deux  droites  est 
donc 

A(v  +  Afc)'H-(A-*.tey— ifci#>-f-Aifc)  — 0,  .    .    (13) 


ou 


A[(v  H-  A*)«  +  u'H  —  *«)]  «0. 


Cette  relation  est  vérifiée ,  comme  on  devait  8*y  attendre,  pour 
les  surfaces  enveloppes  de  sphères ,  puisque  les  équations  (8) 
reviennent  à 

Pour  rinterpréter  dans  le  cas  général,  il  est  nécessaire  de 
pénétrer  un  peu  plus  avant  dans  Tétude  des  surfaces  à  généra- 
trices circulaires.  C*est  cette  interprétation  que  nous  allons  main- 
tenant aborder. 

7.  Problème.  Déterminer  l'angle  que  fait,  en  chaque  points  la 

tangente  à  la  génératrice  anec  sa  oon- 
juguée. 

Soient  :  M»  M'  deux  points  infini- 
ment voisins  de  la  génératriee  ;  MT, 
M'T'  les  tangentes  en  ces  points;  P 
leur  point  de  rencontre  ;  PQ  Tinter- 
section  des  deux  plans  tangents  cor- 
respondants. Le  trièdre  P.QTT  donne 
la  relation 

cosPQ  =  —  cosPT'cosPT'  ^-  sîn^sinPT'cosrPT  ; 

> 

ou^  en  appelant  dv  Tangle  des  deux  plans^  tangents',  et  négligeant 


\ 


1'.  ou 


—  Î00-- 
les  infiniment  petits  du  trobième  ordre  : 

*****  ito»  «  d**  +  8iD»«<fcp' (»*) 

Cette  formule  fait  connaître  l'angle  de  deux  normales  infinimeni 
voisines,  dont  les  pieds  sont  siû-  une  même  génératrice.  On  « 
d'ailleurs  ^.^^^ 

tàaft         sin'Ri  ' 

ou,  en  désignant  par  H  l'angle  cherdié, 

sinH      dxf 
sin  e      dv 

En  tenant  compte  de  la  relation  (14),  on  déduit,  de  cette  pit)- 
portion, 

tgH  =  8ine.^ (*'l 

La  formule  (15)  conduit  à  une  conséquence  remarqaaUc,  S 
tgH  est  infinie,  le  cercle  générateur  devient  tangente  «ne ligne 
de  courbure  de  la  surface.  Sur  chaque  génératrice,  il  existe  de? 
points  satisfaisant  à  cette  condition  et  définis  par  l'équation 

—  =  0 

rfç 

Or, 

u?(l  — A  sin©) 

tge==-— ^^ r~- 

Aucostp  -H  csmç 

La  condition  précédente  devient,  par  conséquent, 

(1  —  ft8in9)(vcos(p —  usinf)  -4-  fcco8ç(A-*-  ucosf  -«-  v8in^)=^' 


l  (t? -4- Afc)c50sç  —  tisînç -f- fcu  =  0 (}*) 


' 


—  201  — 

Cette  équation  se  réSuit  à  une  identité  dans  le  cas  des  enve- 
loppes de  sphères  ;  mais,  dans  le  cas  général,  elle  donne  lieu  au 
théorème  suivant  : 

//  eociste,  9ur  chaqtAe  génératrice,  deux  points  où  cette  généra^ 
trice  touche  une  ligne  de  courbure  de  la  surface  ;  s'il  y  en  a  phu 
de  deux,  la  génératrice  est  elle-même  une  ligne  de  courbure. 

S.  Écrivons  Téquation  (i  6)  sous  la  forme  : 

(»  -*- Aifc-f-  A?u)cos'^  — âwsin- cosi  — (»  4-  AA— ifei#)8in'^«»0. 
\  ^2  2        2^  '2 

Pour  que  les  deux  points  en  question  se  confondent ,  c'est-iNlire, 
pour  que  le  cercle  soit  osculateur  à  une  ligne  de  courbure,  il 
faut  que  Ton  ait 

On  tombe  ainsi  sur  Féquation  (13).  Nous  pouvons  donc  énoncer 
ce  dernier  théorème  : 

La  conique  conjuguée  se  réduit  à  deux  droites  dans  deux  cas 
seulement  : 

1"*  Lorsque  la  variation  du  rayon  de  la  génératrice  est  nulle; 

^  Lorsque  cette  génératrice  est  osculatrice  à  une  ligne  de 
courbure  de  la  surface. 


DES  CONIQUES  SATISFAISANT  A  QUATRE  CONDITIONS  (*]. 


Nous  croyons  être  utile  à  quelques-uns  de  nos  jeunes  lecteurs 


(*)  Noie  écrite  à  Toccasion  d'une  lettre  de  M.  T.,  élève  au  Lycée  de  B, 


en  rappelant  la  méthode,  bien  simple,  qui  permet  de  résoadre 
les  problèmes  compris  dans  l'éDoncé  suivant  : 

Une  amique  tatisfaitant  à  quatre  (*)  conditions ,  Irowter  It  Heu 
décrit  par  un  de  let  pointa  retnarquabk»  (centre,  foyer,  sotn- 
met,  etc.). 

On  peut  la  formuler  ainsi  : 

Aux  quatre  élémenta  donnés,  ajoutex-en  un  cinquième,  propn 
à  déterminer,  facilement,  le  point  remarquable  dont  on  demanàt 
h  lieu,  et  faite»  varier  ce  cinquième  élément  (*'). 

Appliquons  cette  règle  k  quelques  exranples. 

I.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d'une  parab^  doKm, 
tangente  aux  côtés  d'un  angle  droit. 

On  sait  que  :  1"  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit,  àrcoiuerU 
à  une  parabole,  est  la  direo- 
trice;  2°  le  lieu  des  pnfjtCr 
tions  du  foyer,  sur  les  tm- 
génies,  est  la  tangente  (m 
sommet. 

Cela  posé,  soit 
droit  donné.  Si, 
comme  centre,  ai 
égal  BU  quart  di 
donné,  on  décrit 
rérence;queroDi 
ligne, une  langei 
queBDC;  et  que 
le  rectangle  ABI 
met  F  sera  l'une  des  positions  du  foyer  de  la  parabo 


(')  II  faut  lire  iroh,  an  lieu  de  jualra,  ai  It  courbe  est  une  parabole. 
(")  Maimtl <ki  CaMàidnli à  P École  polyteehiù^,Ll ,  p.  481. 
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Dès  lors,  l'équatïoii  demandée  esi 

AB.AC«AD.BG, 


Remarque.  L'axe  de  la  parabole  est  la  perpeadicDlaire  abais- 
sée, de  F,  sur  AB.  Si  dono  oons  désignons  par  a,  p  les  coordon- 
nées du  tonmet  S,  eipar  9  l'anglevariableDAB,  nous  aurons: 


«  MiGSainf  ^  BDsiU' 


sinV 

ipss  — p 1-. 

^      a'^cosf 


jS^BSeosf  ^CDcosf  =  -  p 
puis,  par  l'élimination  de  7, 

II.  Trouver  le  lieu  décrit  par  les  foyer*  d'une  ellipie  donnée, 
tangente  aux  càléi  d'un  angle  droit. 

LexiiEs.  1'  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit,  ârcontcrit  à 
une  ellipse  dototée,  est 
une  circonférence  coh- 
cenlriqne  à  l'ellipse,  r/ 
dont    le    rayon    égale 

2°  Le  lieu  des  pro- 
jections des  foyers ,  sur 
les  tangentes,  est  la  cir- 
conférenee  décrite  sur  le 
grand  axe,  pria  tomme 
diamèlre. 

D'après  cela,  xAy 
éranl  l'angle  donné,  le 
lieu  du  centre  de  l'el- 


lipse mobile  est  la  circonférence  BC,  dont  le  rayon  AB  épale 


-  ÏM  - 

Va*  -h  6*  :  si,  sur  cette  circonfôreDCe,  on  prend  un  pcnot  quel- 
cooque  D ,  l'ellipse  est  déterminée.  Du  poiot  D  comme  centre, 
avec  a  pour  rayon,  traçons  une  nouvelle  circonférence;  soient 
G,  H  deux  de  ses  intersections  avec  les  côtés  de  l'angle  :  le  point 
F,  quatrième  sommet  du  rectangle  AGFH,  peut  être  r^ardé 
comme  l'un  des  foyers  de  l'ellipse  mobile. 
a,  P  étant  les  coordonnées  du  centre  mobile  D,  oo  a 

«*  4- p*  —  o* -t.  6*. {l) 

L'équation  de  la  circoDféreooe  variable  GH  est 

(«  —  «)*  + (y- p)»  —  o'; 
ou,  plus  simplement, 

«»  4- y*  —  2«I  —  %  -H  f  =a  0. 

^  l'on  y  fait,  successivement,  y  =>  0,  x  «a  0,  on  trouve  les  ép«- 
tiotu  du  foyer  F  : 

y  — Spx  +  6*  =  0 

Par  conséquent,  l'équation  du  lieu  det  foyert  est 

I  y 

III.  Trouver  le  lieu  des  tommett  det  Ayperôolet  qm  «Il  <* 
fi)yer  e  ■ 


perboles  considérées. 


<')  Kous  engageons  les  élèret  •  discuter  cette  équation,  .« 
la  courbe  :  celle-ci  est  pj/riformi. 


Pour  trouver  le  sommet  S,  correspondant  au  foyer  donné,  il 
faut, d'après  une  propriété  connue,  abaisser  FP  perpendiculaire 
i  HH',  puis  prendre  CS  =  CP  =  a. 

Si  l'on  mène  Fx  parallèle  à  HH',  l'équation  demandée  est  donc 

6 

w  »  FC  —  CP  <»■  -. fccot»; 

«mu 

ou,  simplement, 

u  — 6lgi«. 

IV.  Trouver  fc  Ueu  dex  centres  des  hyperbole»  équilatère», 
eireotucrite»  à  tin  triangle  donné. 

Leimb.  Dons  toute  hyperbole  équilatère,  fangle  de  deuxdia- 

métrei  eil  égal  à  l'angle  de  leurs  cordes  conjuguées. 

Soient,  en  effet  :  OM  ,  OH'  deux  demi-diamètres;  MT,  M'T' 

les  tangentes  correspondantes; 

Ox  Taxe  transverse.  La  relation 

mnt'  =a  1  prouve  que 

MTi  —  1*-  MOx, 
MT«  — i'— M'Ox. 
Par  conséquent, 
MT'x  —  MTx  =■  MOx  —  MO» , 


Soit^  maintenant 
ABC  le  triangle  don- 
né. Si,  par  le  milieu 
B'  du  côté  AC,  on 
mène  arbitrairement 
B'D,  et  que  l'on  re- 
garde cette  droite 
comme  le  diamètre 
conjugué  de  la  corde 
AC,  l'hyperbole  sera 
déterminée.  Pour  en 
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construire  le  centre  M»  il  faut,  par  le  milieu  A'  de  BC,  mcDer 
une  droite  AM  qui  coupe  B'M  sous  un  angle  égal  à  C,  ou  égil 
è  A'B'C,  C  étant  le  milieu  de  AB. 

Le  lieu  demandé  est  donc  la  drconfirence  de»  neuf  pehiU, 
relative  au  triangle  donné  (*)« 


CoROLUiRBS.  —  h  Lee  hyperboles  équilatèree,  drconearila  i 
un  triangle  ABC,  pauent  par  le  point  de  concoure  des  hauteen. 

II.  Lee  dreonférencee  des  neuf  points ,  relatives  aux  qwtrt 
triangles  ABC,  BCD,  CD  A,  ADB,  dans  lesquels  se  décompose  w 
quadrilatère  ABCD,  se  coupent  en  un  même  point  (théorème 
connu).  (E.  Catalan.) 


NOTES 
SUR  DIVERS  ARTICLES  DE  LA  NOUVELLE  CORRESPOHDAïai 

^ar  M.  H.  Brocard. 
{Suite,  voir  t.  Il,  1»p.  115,  SIO;  t.  III ,  p.  ISO  et  t.  IV,  pp.  45, 1S5.) 


K  Les  deux  théorèmes  indiqués  dans  les  (^e^lûms  396,337, 
et  démontrés  dans  le  t.  IV,  pp.  349,  251»  ont  donné  Ueoi 
diverses  remarques  de  H.  Catalan,  auxquelles  je  crois  devoir 
ajouter  les  renseignements  suivants. 

On  trouve 9  dans  les  Nouvelles  Annales  (2*  série,  t.  II,  p.  391, 
1863)  renoncé  de  ces  théorèmes,  donné  par  M.  L.  Aotos, 


(*)  Théorème  connu  {Manua  de$  Candidats^  1 1,  p.  4M).  Cette  Uépsk 
solution  et  les  eoroUaires  saivants,  m^ont  été  eommiinlqués  par  M.  Ifedieff. 
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pour-  Tellipse.  M.  Gerono  demandait  à  Tauteur  une  démonstra- 
tion de  ces  deux  propositions;  mais  elle  n*a  pas  été  publiée, 
semble- 1- il.  L'idée  de  les  étendre  à  une  courbe  quelconque 
m'a  paru  si  simple  et  si  évidente ,  que  je  n'ai  pas  douté  un 
instant  que  cette  généralisation  n'eût  été  faite  par  M.  L.  Autos. 
C*e8t  pourquoi  j'ai  présenté  ces  théorèmes  sous  son  nom. 

II  est  possible  qu'ils  aient  été  souvent  remarqués  ou  énoncés 
comme  exercices,  ce  qui  ne  doit  pas  empêcher  de  les  remettre, 
de  temps  à  autre,  dans  la  mémoire  des  élèves. 

SI.  M.  Van  Aubel  a  traité,  dans  le  tome  IV  (page  40),  les 
propriétés .  des  centres  des  carrés  construits  sur  les  côtés  d'un 
polygone  quelconque. 

J'ai  proposé,  en  1873,  dans  les  Nouvelles  Annales,  la  question 
de  chercher  quel  angle  au  sommet  devraient  avoir  des  triangles 
Isoscèles  semblables,  construits  sur  les  côtés  d'un  quadrilatère, 
pour  que  les  points  ainsi  obtenus  fussent  les  sommets  d'un  qua- 
drilatère jouissant  de  la  propriété  énoncée.  La  solution  donnée 
par  M.  Moret-Blanc,  dans  le  numéro  de  janvier  1878  des  Nou- 
velles AnnakSf  me  parait  inexacte  :  elle  conduit  l'auteur  à  une 
relation  entre  les  angles  et  les  côtés,  tandis  que  l'on  devrait 
trouver  que  les  triangles  isoscèles  sont  rectangles. 

J'ai  présenté ,  le  8  avril  1 874,  à  la  Société  Mathématique,  une 
démonstration  de  cette  propriété  du  quadrilatère,  qui  a  été  insé- 
rée au  tome  III  (1 874-1 87S)  du  Bulletin  de  la  Société. 

H.  Neuberg  a  exposé,  dans  la  N.  C.  M.  (tome  III,  page  142), 
une  étude  plus  spéciale  de  ces  propriétés,  dans  le  cas  du  triangle. 


Question  220  (tome  III,  pages  32,  14S  et  171).  Si  l'on 
observe  que  tout  nombre  est  nécessairement  de  la  forme  3n, 
de  la  forme  3n  -h  1 ,  ou  de  la  forme  3n  —  1,  il  suffira  d'établir 
les  propriétés  pour  chacune  de  ces  formes. 

Si  A:  «s  3n  :t  1 ,  la  démonstration  est  extrêmement  simple.  En 
effet,  il  suffit  d'associer,  à  AA,  AB,  kC,  des  multiples  de  yt,  conve- 
nablement choisis,  et  tels  que  les  nouveaux  angles  donnent  pour 


^ 
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somme  n ,  el  représenleni  les  angles  d'un  triangle  ;  ce  qui  permet 
d'appliquer  les  formules  proposées. 

Ainsi ,  pour  A  =  3n — 1 ,  on  considérera  les  angles  tels  (jue 
A^ŒiMt—  (3n  —  1)A;  car  alors  2A^««Tr. 

De  même  pour  A  <=»  3n  -4-  1,  on  considérera  les  angles  tek 

que  Xi  =«  (3n  -H  1)A  —  m. 

Ces  modifications  n*altèrent  pas  la  nature  des  lignes  trigooo- 
métriques  :  celles-ci  restent  les  mêmes,  au  signe  prés.  Les  (o^ 
mules  sont  donc  applicables  è  ces  deux  séries  d*angles. 

Il  reste  à  les  étendre  aux  multiples  de  la  forme  3n. 

On  y  arrive  aisément  en  observant  que  la  formule 

2tgA  =  ntgA, (M 

qui  suppose 

2A=Jr, 

s'applique  encore  dans  Thypothèse 

2a  — 0. 

En  effeti  tgfi7i-»0;  donc 

A— —  (B -*.€), 

ou 

tgA  « -^  tg(B  +  C), 

ce  qui  est  la  formule  (1). 

Soit  donc  Ab»  3n.  Au  lieu  des  angles  A»  B,  C»  on  devra  eoa- 
sidérer  les  angles  A|sa3nA — nn,  ce  qui  donne  bien  2Ai«»0; 
et  alors  la  formule  (1)  s^applique  à  ce  dernier  cas. 

Pour  la  raison  donnée  tout  à  rheure,  il  en  sera  de  même  d«s 
autres  formules  de  Ténoncé. 

Remarque.  Si,  en  particulier,  on  suppose  *  =  2*,  on  peut 
donner  une  interprétation  géométrique  des  angles  A^ ,  Bp  Q* 
Ils  représentent  les  angles  des  triangles  obtenus  en  joignant  les 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  donné,  puis  les  pieds  des  hiQ- 
leurs  du  second  triangle,  et  ainsi  de  suite.  (Voir  t.  VI,  pp.  '** 
et  suiv.) 
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^  Question  69.  Reportons-nous  aux  solutions  données  par 
MM.  Latars  et  Catalan  (t.  IV,  pp.  330,  332,  402).  En  construi- 
sant les  diverses  courbes  homothétiques  représentées  par  Féqua- 
tîon 


-5 =*  >••••(*) 


ou  par  Tensemble  des  équations     - 

y  =  xsîne, (2) 


2.6 


sm'- 


2 

on  reconnaît  aisément  que  leurs  trajectoires  orthogonales  se 
composent  d*une  série  de  courbes  homothétiques,  ayant  la  forme 
d'hyperboles,  admettant  Taxe  des  x  pour  axe  focal,  et  les  bissec- 
trices des  angles  des  axes  de  coordonnées  pour  asymptotes. 

Les  courbes  (1)  n'offrent  pas  de  point  d'inflexion.  De  leur 
équation  différentielle 

|^«-,rL=,  .    ......    (4) 

on  déduit,  en  effet, 

<to»  («•— yV       ' 

et,  pour  expression  du  rayon  de  courbure, 

^  y* 

L'équation  des  trajectoires  orthogonales  se  déduit  de  l'équa- 
tion (4)  par  le  changement  de  ^  en  —  g|:  on  a  donc 

■  Jf,       y       (7) 

dy      Vx*  —  y' 

VI.  ** 
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La  substitution 


V/x«  — !/• 


tr^ux 


facilite  beaucoup  rintégraiion  (*).  Elle  conduit  à  Téquation 


dx  Stidt/ 

X       f**  —  i#  —  I 


Mais 


3ti 


2» 


|/8"^4  i  1/5  — i 


4 


V/5 


u  — -  -t- 


i 


3 


En  désignant  la  constante  d'intégration  par  6,  on  a 


x^ 


V/5 


1 


i       V/5\       1/5  —  1 


4      l^\ 


/        4       V/5\       1/5—4  |/        4      K5 
\        2        2  /  i/k        \        2       2 


■)• 


L*équation  des  trajectoires  orthogonales  devient  donc 


x«— \       X  2        2/      A»  i'*"2/ 

on  peut  la  transformer  en  coordonnées  polaires ,  afin  de  la  diaca- 
ter  plus  aisément. 

Il  est  intéressant  d'observer  que,  sous  cette  forme,  TéqualioD 
ne  renferme  pas  de  transcendantes  logarithmiques.  Des  exemple 
de  ce  fait  nous  sont  donnés  par  d'autres  familles  de  courbes 
orthogonales  :  parabole  et  logarithmique  ;  tractrices  et  cireonf^- 


(*)  L*équation  (7)  est  homogène.  Donc,  pour  Tintégrer,  od  peat  inie 
ysstx^  ouyss  xsin  f ,  ou  prendre  des  coordonnées  polaires,  etc.  La  seconde 
transfonnation  ne  diffère  pas  de  celle  qui  est  indiquée  par  M.  Brocard 

(E.  C) 
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renées  égales  »  ayant  leurs  centres  sur  une  droite  {QuesHon  KOI, 
t.  V,  p.  414);  etc. 

S4.  Question  160.  J*ai  indiqué  (t.  II,  p.  594)  une  réduction 
qui  ramène  Téquation 

|-«-te\/y (1) 

à  celle  de  Riccati. 

Voici  une  autre  solution ,  fondée  sur  remploi  des  séries, 
dans  l'hypothèse  que  y  peut  être  développée  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable  x, 
c'est-à-dire  suivant  la  formule  de  Mac-Laurin  : 

»-y.-».«j,;  +  ^y:  +  ^y;  +  ...      .    .  (a) 

Les  opérations  nécessaires  pour  déterminer  les  coefficients 
démontrent  aisément  qu*il  est  avantageux  de  poser 

O- 

Le  développement  (9)  devient  alors 

*  1.8       c  4.8.5  4c»  4.8.3.4         ^  ' 


Une  méthode  semblable  s'appliquerait,  par  exemple,  à  Tinté- 
gration,  par  séries,  des  équations  différentielles 

y" -y' -y, 

y's=a  — 6acy-, 
que  nous  proposons  comme  exercices. 

/    Më.  La  première  notion  des  courbes  de  poursuite  et  de  la 


(*)  Nous  sapprimoDS  les  calculs  développés  par  notre  honorable  Collabo < 
râleur  :  les  élèves  pourront  se  les  proposer,  comme  exerdce. 
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courbe  du  chien  (t.  III,  p.  175»  Note  de  M.  Catalan)  parait  deroir 
être  attribuée  au  célèbre  peintre  Léonard  db  Virgi.  Cest,da 
moinSy  ce  qui  résulte  des  interprétations  données  à  Tun  de  ses 
Mémoires  et  rapportées,  par  M.  S.  Gûnther,  dans  ses  savantes 
études  sur  Tliistoire  de  la  Géographie  mathématique  et  physique, 
dont  j  ai  rendu  compte  dans  le  Bulletin  des  sciences  malkéfMr 
tiques  et  astronomiques  (octobre  1878).  Voici  un  extrait  de  ce 
résumé  : 

«  Léonard  de  Vinci  n'a  pas  été  célèbre  seulement  comme 
peintre,  mécanicien  et  aviateur  :  il  a  eu  d'ingénieux  aperçus  dans 
rétude  des  sciences  géographiques.  Bien  qu'il  ait  été  plus  andeo 
que  Fracastor,  puisque  les  meilleurs  biographes  fixent  sa  nais- 
sance en  1452  et  sa  mort  en  1519,  les  études  auxquelles  it  s'est 
livré  dans  les  sciences  tiennent  une  plus  large  place  et  méritent 
plus  d'attention  que  celles  de  Fracastor.  En  Astronomie,  dit 
Libri,  il  a  soutenu,  avant  Copernic,  la  théorie  du  mouvenseol 
de  la  Terre.  Mais  le  passage  de  Léonard  de  Vinci  parait  afoir 
été  mal  interprété;  et,  en  effet,  Groth  nous  dit  nettement,  bien 
que  d'une  manière  trop  concise,  que  Vinci  avait  déjà  une  notion 
de  l'influence  du  mouvement  de  la  Terre  sur  la  chute  libre  des 
corps.  Ceci  toutefois  ne  parait  pas  devoir  être  adopté  sans  reslri^ 
tion.  Les  lois  de  ce  phénomène  n'étaient  pas  encore  étudiées,  et 
il  ne  faiit  voir  sans  doute  en  cette  assertion  qu'une  preuve  qac 
Léonard  de  Vinci  aurait  voulu  pénétrer  un  sujet  qui,  deuxsièele 
plus  tard,  allait  être  la  pomme  de  discorde  entre  Newton  et  Hooke. 
L'explication  que  Venturi  a  cherché  à  en  donner  est  encore 
d'une  concision  extrême  ;  Whewell  parait  avoir  beaucoup  mieiii 
saisi  le  sens  véritable.  «  Léonard  » ,  dit-ii,  <  démontra,  vers  FaDoée 
1510,  comment  un  corps  peut  suivre,  dans  sa  chute,  une  ligne 
spirale  ou  hélicoïdale,  autour  de  l'axe  d'une  sphère  qui  tourne, 
tandis  que  le  mouvement  de  ce  corps,  observé  d'un  point  de  bi 
surface  sphérique,  reste  dirigé  suivant  une  ligne  droite  passant 
par  le  centre  de  la  sphère.  Il  donne  ainsi  la  preuve  qu^il  avait 
devant  les  yeux  l'image  du  mouvement  de  la  Terre,  et  qu'il  voo- 
lait  éloigner  les  difficultés  qui  devaient  naître  de  la  simultanéité 
de  deux  mouvements ,  celui  du  corps  et  celui  de  la  sphère.  »    ' 
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»  Ce  passage  nous  oblige  à  reconnaître  que  Léonard  de  Vinci 
avait  accepté  déjà  l'hypothèse  de  la  rotation.  II  n'est  question  ici 
que  du  mouvement  autour  de  Taxe  de  la  Terre;  mais,  quant  à 
saisir  comment  il  se  le  représentait,  et  quelle  base  il  lui  donnait, 
il  nous  est  impossible  d'en  juger.  En  tout  cas,  le  fait  dont  nous 
parle  Venturi  doit  être  plutôt  regardé  comme  preuve  de  l'érudi- 
tion d'un  savant  distingué  et  de  l'heureuse  application  du  théo- 
rème, bien  connu,  du  parallélogramme  des  mouvements,  à  un 
exemple  de  nature  à  frapper  les  regards.  Le  problème  dont  il 
s'agit  consiste,  en  effet,  dans  la  construction  de  la  courbe  que 
décrirait  un  mobile,  tombant  librement  d'un  point  situé  sur  le 
plan  de  l'équateur,  ^t  supposé  entraîné  par  le  mouvement  uni- 
forme d'un  observateur  placé,  à  l'origine,  sur  le  même  plan.  Léo- 
nard de  Vinci  ne  connaissait  pas  la  loi  de  la  chute  des  corps,  et 
il  a  supposé  le  mouvement  de  chute  unifornie.  Le  problème  peut 
aisément  se  transformer,  soit  au  point  de  vue  géométrique,  comme 
l'a  traité  Poleni,  soit  enfin  au  point  de  vue  analytique,  comme  l'a 
défini  Dienger;  c'est,  en  effet,  la  courbe  que  décrit  un  chien  qui 
court  après  son  maître;  en  d'autres  termes,  c'est  le  premier 
exemple  de  la  courbe  de  poursuite. 

»  Une  généralisation  du  problème  a  conduit  Léonard  de  Vinci 
à  la  notion  des  courbes  à  double  courbure,  qu'il  a  su  distinguer 
des  courbes  planes,  seul  progrès  accompli  dans  cette  voie  depuis 
Pappus.  » 

56.  L'énoncé  510,  que  j'avais  communiqué  à  M.  Catalan,  doit 
être  attribué  à  M.  Ossian  Bonnet. 

57.  La  Question  113  peut  être  présentée  comme  une  consé- 
quence de  la  Question  127,  résolue  au  t.  VI,  p.  65,  par  M.  Neu- 
berg.  Il  suffit  d'observer  que  deux  des  points  fixes  D^,  D^,  doivent 
se  confondre  avec  le  sommet  A  du  triangle. 

Voici  d'ailleurs  comment  on  peut  établir  le  théorème  qui  fait 
l'objet  de  la  Question  1 13  : 

Un  triangle  ABC,  dont  le  sommet  A  est  fixe,  tourne  autour  de 
ce  sommet  en  variant  de  grandeur,  mais  en  restant  semblable  à 


—  su  — 

lui-même.  Si  le  coté  BC  paeee  par  un  point  D ,  Veimxllùppe  et  b 
circonférence  ctrconecrite  au  triangle  est  un  limaçon  de  PomcoL 

Transformons  la  figure  par  rayons  vecteur  s  réc^i>roqtêe$ ,  en 
prenant  A  pour  pôle  et  AD  pour  paramètre  de  tramfoma- 

Hon  C). 

Les  sommets  B,  G  sont  les  intersections,  par  la  sécante  DBC, 
des  deux  arcs  capables  des  angles  G  et  9r — B,  décrits  sur  AD. 

Soit  y  sur  le  prolongement  de  AD,  AD'»»  AD.  Les  circonfé- 
rences fixes  ABD,  ADG,  deviennent  deux  droites  fixes  D'B',D'C', 
faisant  entre  elles  un  angle  égal  à  BAC.  La  droite  DBG  devifnt 
une  circonférence  passant  par  les  points  D',  A,  et  coupant  les 
droites  D'C,  D'B',  aux  points  B',  C  :  la  droite  B'G'  sera  h 
transformée  de  la  circonférence  BAG  circonscrite  au  ttiangle 
BAG. 

On  est  donc  ramené  è  résoudre  la  question  suivante  : 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  B'G'  qui  joint  les  points  «Cm- 
tersection  de  deux  droites  D'B^  D'C',  par  une  série  de  ciroM^ 
rences  décrites  sur  un  segment  D'A  comme  base. 

Gette  enveloppe  est  évidemment  une  parabole  ayant,  povr 
foyer,  le  point  A ,  et  tangente  aux  deux  droites  données. 

Son  axe  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle  G'D'B';  le 
sommet  est  Tintersection  de  cette  parallèle  è  la  bissectrice  sM 
la  droite  qui  joint  les  projections  du  point  A'  sur  les  droites 
D'B',  D'C. 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  transformée,  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  d^une  parabole  par  rapport  è  son  foyer,  c^est-ènlire 
un  limaçon  de  Pascal  ayant,  pour  point  double  le  point  A,  et  pour 
axe  une  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle,  égal  4  BAC,  que  font 
4es  deux  circonférences  DBA,  DCA,  au  point  A. 

SS.  Le  point  de  rencontre  des  droites  AA',  BB',  CC',  dénies 
dans  renoncé  368  (t.  III,  pp.  386,  400)  a  été  découvert  par 


(*)  Le  Lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


I 


Grèbe  et  a  eooservé  la  désignation  de  poini  de  Grèbe.  Cet  énoncé 
eat  tiré  du  tome  LXVIII  des  Archives  de  MathémaHquee  ei  de 
Physique  (Griinert  et  Hoppe).  Les  propriétés  du  point  de  Grèbe 
ont  été  étudiées  en  détail  par  M.  Hain. 


K  La  Queêtion  SI  2  fait  double  emploi  avec  la  Queeibm  463 
résolue  tome  V,  page  346. 


EXERaCES  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES; 


par  M.  J.  Neubbrg. 

(SuiUt  voit  I.  Vf,  p.  16tt.) 


AB      m 
—  f 


dmstruire  un  triangk  ABC ,  amnaissani  b  rapport  ^^  —  ^ 
ei  ks  longueurs  1,1  des  bissectrices  AD,  AD'  de  Pangle  A. 


Divisons  une  droite  quelconque  |3y,  additivement  et  soustracti* 
vemcnty  dans  le  rapport  ^;  soient  S^  i'  les  points  de  division. 

On  peut  construire  le  triangle  rectangle  DAD',  puis  détermi- 
ner les  sommets  B,  C,  par  les  proportions 


BD       CD       B£ 
BD''"CD'~B^' 


Remarque.  L^aire  du  triangle  ABC  est  égale  à 

4      \n       m/ 

(Rebocl.) 


—  2ift  — 


VI 

a,  b,  c,  d  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs {*}iki 
polynômes 

F(x)  =  a*-*  -4-  oc»  -^  x«*+* 
sont  divisibles  par  x'  +  x  -H  1 ,  6<  (e  polynôme 

<p(x)  =»  X**-4-  X**+*  -4-  X*^*  H-  X**** 

est  divisible  par  x'  -h  x*  4-  x  -+- 1  (**).  (Laureht.) 

Soit  a  une  racine  de  Téquation 

X*  -+-  X  H-  I  =  0  :    .     .  .       .  (*) 

il  suffit  de  démontrer  que 

A«)  =  0,    F(«)  =  0,    9(-i)=0,    9(l/=T)^0. 
D*après  Téquation  (1), 

1  4-  a  =  —  a*,     a'  =  —  I  ; 

donc 
etc. 


(*)  Pourquoi  positifs r  Est-ce  qu'il  y  a  des  nombres  négaiifs?    (E-C) 
(**)  A  propos  de  ce  théorème,  rappelons  celui-ci  : 
Le  polynôme 

(x-+- i)»"  -  x'"  —  2x  —  1 

est  divisible  par  x(x  -4-  l)(2x  -4«  1). 

Voyez  Cottr*  dMna/y«c,  p.  30S  et  A^.  C.  JT.,  1. 1 ,  p.  156  (édit.  réiiiip.)^* 
t.  irr,  pp.  85,  84  et  85. 


j 


—  Îi7  — 


BIBLIOGRAPHIE. 


1.  Lettera  inedita — di  —  Carlo  Frederico  Gauss  —  a  —  Sofia 
Gomain  —  publicata  —  da  —  B.  Boncompagni  —  Ftrenze  — 
Calcografia  e  autografia  Achille  Paris  —  MDCGGLXXIX.  Re- 
production autographique,  quatre  pages  petit  in-4%  outre  un 
titre  et  un  faux  titre. 

2.  Bemerkungen  iiber  Gauss'  Brief  vom  30  Àpril  1 807  an 
Sophie  Germain  f  —  von —  Emst  Schering  (Naghrighten  de 
Goettingue,  1879,  pp.  581-384). 

La  plupart  de  ceux  qui  s'occupent  de  Thistoire  des  sciences 
savent  que  Sophie  Germain  (1776-1831)  est  à  peu  près  la  seule 
personne  de  son  sexe  qui  ait  publié  des  recherches  vraiment 
originales  en  mathématiques,  A  partir  de  1804,  elle  fut  en  rela- 
tions épistolaires  avec  Gauss  (1777-1855),  et  Tentretint  prin** 
cipalement,  dans  ses  lettres,  de  questions  se  rattachant  au 
célèbre  ouvrage  de  son  correspondant,  les  Disquisitiones  arithn 
meticae  (Lipsiae,  1801).  Elle  signait  :  Leblanc,  élève  de  V École 
polytechnique.  En  1807,  une  circonstance  fortuite  força  Sophie 
Germain  de  faire  connaître  son  vrai  nom  &  Gauss.  L'illustre 
Géomètre  lui  écrivit  alors  la  longue  lettre,  dont  le  prince  Bon- 
compagni vient  de  publier  une  magnifique  reproduction  auto-^ 
graphique,  et  dont  M.  Schering  a  très-bien  fait  ressortir  la  portée 
pour  rhistoire  des  idées  de  Gauss. 

Gauss  remercie  d'abord  sa  correspondante  des  efforts  qu'elle  a 
faits  auprès  du  général  Pernety,  afin  d'adoucir  pour  lui  les  suites 
de  la  guerre  franco-allemande;  puis  il  exprime  toute  son  admi- 
ration de  voir  une  dame  aborder  avec  succès  l'Arithmétique 
supérieure. 


—  M»  — 


Citons  quelques  phrases  du  texte  original»  qui  est  en  français  : 

«  Le  goût  pour  les  scienees  abstraites  et  surtout  pour  les 
mystères  des  nombres  est  fort  rare  :  on  ne  s*en  étonne  pas;  les 
eharmes  enchanteurs  de  cette  sublime  science  ne  se  décèlent 
dans  toute  leur  beauté  qu*à  ceux  qui  ont  le  courage  de  Pappro- 
fondir.  Mais  lorsqu'une  personne  de  ce  sexe ,  qui»  par  nos  raœars 
et  nos  préjugés,  doit  rencontrer  infiniment  plus  d'obstacles  et 
de  difficultés,  que  les  hommes,  à  se  familiariser  avec  ces  reànet- 
ches  épineuses ,  sait  néanmoins  franchir  ces  entraves  et  pénétrer 
ce  qu'elles  ont  de  plus  caché,  il  faut  sans  doute  qu'elles  ait  le 
plus  noble  courage ,  des  talents  tout  à  fait  extraordinaires,  le 
génie  supérieur.  • 

Les  trois  pages  restantes  de  la  lettre  sont  exclusivement  setea- 
tifiques.  Gauss  signale  d'abord  ce  qu'il  y  a  d'inexact  dans  deux 
théorèmes  sur  les  nombres,  énoncés  par  Sophie  Germain,  pois 
il  parle  de  ses  propres  recherches.  Il  annonce  (ce  qu'on  ne  savait 
pas  jusqu'à  présent)  que,  dès  cette  époque,  il  avait  porté  la  Théo- 
rie des  résidus  cubiques  et  biquadraliques  à  la  même  perfixtioD 
que  celles  des  résidus  quadratiques,  et  qu'il  avait  en  main  de 
quoi  publier  un  nouveau  volume,  au  moins  aussi  étendu  que  b 
Disquisitioneê ,  sur  les  diverses  parties  de  l'Arithmétique  supé- 
rieure, 

I!  donne  ensuite  Pénoncé  de  son  célèbre  Lemme  sur  les  rési- 
dus quadratiques.  «  La  démonstration  en  est  moins  cachée  (que 
celle  des  théorèmes  sur  les  caractères  cubique  ou  biquadratique 
de  àz^  qu*il  vient  de  citer),  dit-il  :  je  ne  l'ajoute  pas,  pour  ne 
pas  vous  dérober  le  plaisir  de  la  développer  vous  même,  si  vous 
la  trouvères  digne  d'occuper  quelques  moments  de  votre  loisir.  > 
Il  fait  connaître,  en  même  temps,  qu'il  possède  encore  en  porte- 
feuille trois  nouvelles  démonstrations  de  la  loi  de  réciprocité  des 
résidus  quadratiques. 

La  fin  de  cette  curieuse  lettre  est  consacrée  à  rAstronomie. 
Gauss  cherchait  déjà,  en  1807,  un  éditeur  pour  son  ouvrage  de 
Motu  corporum  cekslium  (qui  était  alors  écrit  en  allemand).  Si 
celui  qu'il  a  en  vue  trouve  son  compte  à  cette  entreprise,  dit-il, 


«  peut-être  il  sera  encouragé  par  la  è  risquer  la  publication  d'un 
second  volume  de  mes  disquisititmes.  » 

La  lettre  se  termine  par  ces  mois  :  «  Continuez,  Mademoiselle, 
de  me  favoriser  de  votre  amitié  et  de  votre  correspondance,  qui 
font  mon  orgueil ,  et  soles  persuadée ,  que  je  suis  et  serai  tou« 
jours  avec  la  plus  haute  estime 

Votre  plus  sincère 
admirateur 


Ch.  Fr.  Gauss.  > 


Bronsvic  ce  30  April,  1807, 
jour  de  ma  naissance. 


L'admiration  que  Gauss  exprime  ainsi,  è  la  fin  comme  au 
début  de  sa  lettre,  ne  doit  pas  nous  étonner.  A  part  Sophie  Ger- 
main, personne  ne  semblait,  en  effet,  s*occuper  des  DuquUitionei 
m  leur  accorder  l'attention  dont  elles  étaient  dignes.  II  est  tout 
naturel  que  le  jeune  Géomètre  hanovrien,  encore  peu  connu  k 
cette  époque,  éprouvât  et  exprimât  un  vif  contentement  d*avoir 
trouvé ,  en  Sophie  Germain,  un  lecteur  consciencieux  et  compé* 
tent.  (P.  M.) 


CORRESPOMDAHCB. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Neuberg.  —  •  En  réponse  k  votre 
dernière  lettre  (*),  je  vous  transmets  quelques  renseignements 
sur  les  ûgnressemblablement  variables^  qui  font  Fobjet  des  QueS" 

fîdnsHS,  127, 143(**)- 


O  JV.  CIT.,  tome  VI,  p.  172. 

('*)  N.  C.  ir.,  t.  II,  p.  3»8;  t.  VI,  pp.  65  et  7).  Voir  tufsi  la  Note  de 
M.  Brocard,  p.  313. 


Le.  p&ssage  suivant,  de  V Aperçu  hUUnriqw  (p.  S49),  pr 
M.  Chasies ,  fait  connaître  Torigine  de  ia  théorie  de  ces  figures  : 

«  En  énonçant  le  théorème  en  question  (*),  il  y  a  quelques 
années  (voir  Bulletin  universel  des  sciences,  t.  XIV)(^),Doas 
Tavons  présenté  comme  un  cas  particulier  d'un  théorème  sur 
le  déplacement  fini  quelconque  d*une  figure  plane  dans  sod 
plan,  et  même  d'un  théorème  encore  plus  général,  relatif i 
deux  figures  semblables,  situées  d*une  manière  quelconque  dans 
un  plan.  Mais  ces  théorèmes  dépendent  eux-mêmes  d*uD  prin- 
cipe encore  plus  général  (***)  ;  etc.  « 

Dans  un  article  inséré  aux  Nouvelles  Annales  (iv) ,  M.  Mann- 
beim  construit  la  tangente  à  la  trajectoire  décrite  par  un  point 
d'une  figure  semblablement  variable,  détermine  le  point  de  con- 
tact de  Tenveloppe  d'une  droite  de  la  figure  mobile,  et  applique» 
à  la  recherche  du  centre  de  courbure  d'une  conique,  les  résultats 
obtenus.  Les  solutions  exposées  dans  ce  nouveau  travail  reposent, 
d'une  manière  implicite,  sur  la  notion  du  centre  de  similitude. 
Dans  son  Cours  de  Géométrie  descriptive  (v),  l'ingénieux  Géo- 
mètre traite  les  mêmes  questions  en  se  servant  des  centres  instau- 
tanés  de  rotation  des  angles  invariables  de  la  figure. 


(*)  Le  théorème  sur  le  centre  instantané  de  rotation. 

(**)  Le  théorème  a  également  paru  dans  la  Comtpondance  maihêmtUkfBt 
et  physique,  de  Quetelet,  t.  VIT,  p.  585. 

.  {***)  Le  principe  des  points  doubles  et  des  droites  doubles  de  deuxâfores 
homogrâphiques. 

(iv)  Première  série,  I.  XVI,  p.  522, 

M.  Mennesson  est  parvenu  aux  mêmes  constructions  du  centre  de  can*- 
bure  de  Tellipse,  sans  connaître  le  traTaîl  de  M.  Mannheim.  Voir  iV.  C.  JT, 
t.  IV,  p.  557. 

(t)  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'École  polytechnique^  comprenait 
les  éléments  de  la  Géométrie  cinématique,  par  Mannheim.  Paris,  Gauthier-Til- 
laps,  1880. 

Les  passages  visés  se  trouvent  aux  pages  173  et  200. 


—  22t  — 

En  1858,  M.  de  Lafitte  (*)  a  énoncé,  sans  démonstration,  les 
théorèmes  suivants  : 

On  suppose  qu^une  figure  varie  de  forme  et  de  position,  en 
demeurant  semblable  à  elle-même, 

i^  Si  trois  droites  tournent  chacune  autour  d'un  point  fixe , 
toute  autre  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  et  un  point 
quelconque  décrit  un  cercle.  Tous  ces  cercles  passent  par  un  même 
point,  qui  est  un  point  double  commun  à  toutes  les  figures. 

2**  Si  trois  points  décrivent  chacun  un^  ligne  droite,  tout  autre 
point  décrit  une  ligne  droite,  et  une  droite  quelconque  enveloppe 
une  parabole. 

Ces  théorèmes  (moins  la  fln  du  second)  ont  été  communiqués, 
de  nouveau,  à  la  Rédaction  des  Nouvelles  Annaks,  par  M.  Peter- 
sen,  de  Copenhague,  et  proposés  comme  Questions  à  résoudre.  Lé 
premier  a  été  démontré  directement,  et  Fautre  ramené  au  pre^ 
mîer,  par  les  polaires  réciproques  (**). 

Les  principes  généraux ,  formulés  par  M.  Chasies  en  1 830  et 
1837,  ont  été  développés  par  M.  Lignine  dans  un  travail  inlitulié  t 
Sur  quelques  propriétés  géométriques  du  d^lacement  d'une  figure 
plane  dans  son  plan  (***). 

Enfin,  je  viens  seulement  de  constater  que,  si  le  centre 
de  similitude  d*une  figure  semblablement  variable  est  fixe,  Ten- 
veloppe  d'une  circonférence  est  une  caustique  secondaire  de  la 
trajectoire  du  centre.  Ainsi  les  Questions  113, 125,  que  je  croyais 
nouvelles,  ont  déjà  été  résolues  par  notre  illustre  compatriote 
Quetelet  (iv).  Nil  novi  sub  sole  !  » 


{*i  NouvHles  Annaks,  i^  série,  LXVU,  p.  AS.  -^ 

(")  Ilfid.,  2«  série,  t.  V,  p.  480}  t.  VI,  p.  80. 

(***)  itnd.,  â«  série,  t.  XII,  p.  481. 

(iv)  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  de  BruxMes ,  t  III  çt  t.  V.      ^ 


i . 


ExtraiU  d'une  lettre  de  M.  G.  de  Longchampe.  —  •  li  rét«he, 
des  formules  que  vous  me  communiquez ,  ei  de  celles  fift  js 
viens  de  donner  dans  les  Nouvelles  Annales  (*),  trois  riprfuinm 
du  rayon  de  courbure ,  en  un  point  M  de  Tellipse  : 


U9  a' 


d 


KA.Mfi 


A»  B  sont  les  points  où  la  tangente  coupe  les  axes;  «,  t,ki 
rayons  vecteurs  menés  »  du  point  M,  aux  foyers.  Enfin  a' est  le 
demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit  au  point  M.  U 
comparaison  des  trois  formules  donne  les  égalités 


.'t 


UV   3^.MA*IIRy 


qu*il  est  facile  d'établir  par  des  considérations  purement  gé<Hné- 
triques. 


1.  On  a  d*abord 


Mais 


donc 


•i*  -4-  »■  ■♦-  iuv  ■■  ia*. 


«0  -■  a**  (iv). 


t.  Pour  reconnaître  que 

m  — HA.  MB, 

il  faut  remarquer,  comme  vous  le  faites ,  que  les  triangles  MFB, 
MFA  sont  semblables.  Cette  similitude  peut  se  démontrer  de  h 
manière  suivante  : 


Q  Février  1880. 

(")  Cwn  d'AnaJt^ss,  p.  à»L 

('")  Ihid^  p.  k»i. 

(IV)  IM^  p.  485L 


—  ««  — 

Unions,  à  l'ellipse,  la  tangente  BM'  :  le  quadritotire  MfiM'F' 
ett  itucriptible  (*).  En  effet ,  les 
triangles  BMF',  BH'F'.  sang 
être  égaux,ont  deuxcdtés  égaux, 
ainsi  que  les  angles  opposés  aux 
cités  BM,BM'("). 
D'après  cela, 


Et  comme  MM'  est  i>arallèle  à  OA  : 

A      A 
1  =4. 

D'autre  part, 


donc  s'a  T:  les  triangles  HFA,  MF'B  scmt  semblables • 

S.  <  On  peut,  comme  je  l'ai  trouvé  depuis,  construire  très- 
simplement  le  centre  de  courbure,  sans  autres  instruments  que 
la  règle  &  l'équerre,  la  normale  étant  supposée  construite . .  ■(    )• 

On  peut  rapprocher  la  construction  précédente  de  l'élégante 
proposition  due  &  U.  Haonbeim  (it)  : 

Si,  au  point  où  la  nomtofe,  ^(etwe  en  un  point  M  d'une  conique. 


(*}  ReiDirqne  faite  pv  M.  Eutn,  l'un  de  met  élères. 
(")  Cette  démoDstraiioo  me  semble  iDcoinpIèle.  Mab,  *i  l'on  mène  b  m 
n>ale  HTIN',  terminée  «a  petit  ue,  on  ■ 


Da'flnaiiil 

Doac  Vhtaaigoiu  BHPHTll'  ttt  iiutrit  à  lou  eireoitftrtitee  i  etc. 
([▼)  Court  dtGiomJtritdtttripliMdtl'ÉtoUpolgUektiiu: 


rencontre  un  axe  de  cette,  courbe j  m  mène  une  droite  perpenHen' 
taire  à  cette  normale;  la  droite  passant  par  le  point  de  renamin 
de  cette  perpendiculaire  avec  le  diamètre  qui  aboutit  au  point  N , 
et  menée  perpendiculairement  à  Paxe  considéré,  rencontre  la  mt^ 
maie  au  centre  du  cercle  osculateur  au  point  M  ... 

Vous  serez  frappé,  je  pense,  pour  la  construction  de  M.  Maïuh 
heim  et  pour  la  mienne,  de  ce  fait,  qu*on  arrive  au  centre  de 
courbure  avec  l'équerre  seule ...  {*),  > 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Ribaucour.  —  «  Je  viens  de  lire,diDf 
la  iV.  C.  M.j  numéro  d'avril  1880,  un  article  du  capitaine  Dobois, 
sur  les  courbes  dont  les  rayons  de  courbure  sont  proportioonds 
aux  normales  comptées  jusqu^à  un  axe  fixe. 

Cette  propriété,  trouvée  par  moi,  en  1866,  fut  coromuniqaée 
à  M.  Mannheim,  ainsi  qu'un  autre  mode  de  génération,  doot  je 
vais  parler.  M.  Mannheim  me  fit  voir,  dans  ses  Notes,  exactemeot 
le  même  résultat  (je  parle  du  second).  Je  m'étais  proposé,  depuis 
longtemps ,  d'écrire  un  petit  article  pour  mettre  en  lumière  h 
loi  de  récurrence  que  notre  Camarade  a  signalée,  et  aussi  pour 
rapporter  l'observation  au  véritable  auteur,  M.  Mannheim  :  Tocea- 
sion  ne  s'est  pas  présentée. 

Ceci  posé,  j'entre  dans  quelques  explications. 

Il  s'agit  des  courbes  telles  que  R  (le  rayon  de  courbure)  ^le 
n  (la  normale)  multipliée  par  un  coefficient  A:,  entier  ou  fractioo- 
naire.  La  propriété  de  récurrence,  ei  les  théorèmes  qu'on  eo 
déduit  facilement,  comme  l'a  monU'é  M.  Dubois,  persistent  quelle 


(')  La  construction  que  j*ai  donnée  dans  le  Court  d'Analyse  (p.  484}  jouit 
du  même  avantage.  Elle  repose  d'ailleurs  sur  ce  remarquable  Utéorène 
d*ÉTiBNNB  Pagâs  :  Dans  toute  conique,  la  projection  de  ta  normale  MN;  f^ 
le  rayon  vecteur  mené  d'un  foyer,  est  égale  au  demi-paramètre. 

11  résulte  encore,  de  ce  théorème,  que,  si  l'on  projette,  sur  le  rayon  vecla^B 
le  pied  de  la  normale,  le  lieu  de  la  projection  est  une  concholde  de  PetHp^ 
Cette  remarque  a-t-elle  été  faite?  (E.  C.) 


—  a25  — 

que  soit  la  valeur  de  k.  Je  fais  exception,  bien  entendu^  pour 
rintégration  des  courbes  elles-mêmes,  ainsi  que  vous  I*avec  fait 
remarquer  en  note. 

Je  ne  reviens  pas  sur  le  mode  de  génération  donné  par  M.  Du* 
bois  :  il  a  ceci  de  caractéristique  que,  d'une  courbe  $atisfaiiaiUêf 
on  déduit  une  suite  de  courbes,  également  satisfaisantes. 

Le. second  procédé  donne  deux  mites.  On  cherche  quelle  est 
la  courbe  qu'il  convient  de  faire  rouler  sur  la  base  pour  qu'un 
point  de  son  plan  décrive  la  courbe  donnée ,  pour  laquelle  R=skn. 
On  observe  que  les  podaires  et  les  antipodaires  successives  de 
cette  roulette,  prises  par  rapport  au  pôle,  roulant  sur  une  droite, 
feraient  décrire  au  pôle  des  courbes  satisfaisantes. 
On  obtient  ainsi  encore  une  famille  de  courbes. 
Mais  les  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  (le  pôle 
étant  pris  pour  origine),  des  podaires  successives,  donnent  de 
nouvelles  courbes,  podaires  successives  les  unes  des  autres  et 
qui,  roulant  sur  une  droite,  font  décrire,  au  pôle,  de  nouvelles 
courbes  satisfaisantes. 

On  obtient,  de  la  sorte,  deux  familles  de  eourbes  satisfai- 
santes. 

Il  convient  d'examiner  le  cas  où  les  deux  séries  se  superposent 
et  coïncident,  comme  particulièrement  intéressant  :  c'est  ceiui  où 
te  coefficient  k  est  entier.  C'est,  comme  vous  Tavez  dit,  le  seul  cas 
où  l'intégration  puisse  être  effectuée. 

Les  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  méridiennes  les 
courbes  en  question  jouissent  de  propriétés  remarquables,  sur 
lesquelles  j'aurai  peut-être,  quelque  jour,  Toccasion  d'attirer  Fat- 
cention.  » 


Extraits  d'une  lettre  de  M.  Baehr,  professeur  à  CUniversité  de 
Delft.  —  «  Voulez-vous  me  permettre  de  vous  offrir,  à  l'occasion 
de  Farticle  sur  quelques  développements  de  cosntx  et  de  sinmor, 
dans  le  numéro  de  mars  de  la  Nouvelle  Correspondance,  une 
Note  sur  le  même  sujet,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de 
VI.  15 


—  226  — 

P Académie  d'Amsterdam,  septembre  1889,  tome  X,  première 
série? 

La  coincideDce  me  parait  vraiment  remarquable.  La  formuk 
fondamentale  A,  page  100,  est  la  même  que  la  formule  (b),f^t 
2  de  la  Note  f).  > 

«  Si  les  formules  ei-dessous  vous  paraissent  de  quelque  inlérêti 
je  serai  très-honoré  de  les  voir  insérées  dans  la  Nouoelk  Cor- 
retpondanee.  A  une  autre  occasion ,  j'en  donnerai  la  démoosm- 
tion.  Pourvu  qu'elles  soient  neuves  I 

Désignant  un  déterminant  tel  que 


0i  •  6| .  Cl  •  •  •  l\ 
a%.  hfCt  ...  1% 

simplement  par 

• 

a.  6. c  ...  l 

i 

• 
• 
• 
• 

On  a  les  formuler  suivantes»  pour  le  sinus  d'une  somme  d'ares. 
a)  Le  nombre  des  arcs  étant  impair  : 


(-*) 


n*l 


ttn(fli  -I-  «h  -♦-•••  -I-  Oni-i)  = 

8ina.8in*a.sin'a...sin*"~'a.cosa.sin*acosa.sin'aco9a...siQ^~*acosa 
l.sin*a.sin^a...8in^'^a.8inaco8a.8in'acosa.sin'aco8a-siQ^~'aoos« 


■ 


(c'est  un  quotient  de  deux  déterminants). 


(*)  Ainsi  M.  Ronkar  a  été  précédé  par  M.  Villarceau,  qni  a  él^précéàe 
par  M.  Baehr.  G^est  le  cas  de  dire«  une  fois  de  plus  :  NU  nom  mbtokl 

{B.C) 


"< 


—  M7  — 


6)  Le  nombre  des  arcs  étant  pair  : 


8in(a«  -4-  Ot  -«-•••  -f-  o^)  — 
i .  sîn'a .  sin'a...  stn*"a .  sinacosa .  sin'acosa  •  sin'ocosa. ..  sin' 


aoosa 


(-!)• 


Ou 


sina .  8in*a.  sin'a ...  sin^^'a .  cosa .  8in'acosa.8m^aco8a...  sin 


iM-t 


a.co8a 


Oi 


Ainsi  Ton  aura  : 


%. 


smai.sm'Oi.cosai 
sinat.sin'oi.cosat 

5. 


a).   8in(a|-hat-t-a9)  a — 

sinaB.sin'Os.cosos 

que  l*on  vérifiera  aisément; 

b).  sin  (ai  -4-  Ot  -«-  Os  -H  ai)  SB 

I  •  sin'ai .  sin^Oi .  sinaicosai 

I .  sin'ot .  sin^Of .  sinaicosoi 

i .  sin'os .  sin^Og .  sinoscosos 

i  -sin'aA.sin^aA .  sina^cosoi 


i.sin%K|.sinaiCosai 
i.sin'at.sinoflcosat 
i.sin^aB.sinosCssos 


sinoi  •  sin'ai  •  cosat .  sin*a|00sai 
sinoi .  sin'ot  •  cosot .  sin'o^sot 
sinos .  sin'os .  cosog .  sin^oscosos 


6Îna4 .  sin'a4 .  cosa^ .  sin^a^cosa^ 


Pour  obtenir  sin(3n —  l)a  ou  sinSiui,  on  effieiee  les  indices  et 
I*on  différentie  par  rapport  à  a,  une  fois  la  deuxième  ligne,  deux 
fois  la  troisième  y  trois  fois  la  quatrième ,  etc.^  de  chacun  des 
déterminants,  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

Ainsi  l'on  aura 


sin*aa=  — 


sma .   sm'a.  cosa 

cosa  .  5sin'acosa .  —  sina 

-sina.  Osina— Qsin^a.— cosa 


i.sin'a.sinacosa 

0 .  âsinacosa .  i — Ssin'a  ^ 

0.2— isin'a.  — isinacosa; 


ou,  en  réduisant, 


sma.sm'a.cosa 
cos  a .  3sin*à  cos  a .  —  sin  a 
0  .esina— 88inVi.  0 


Ssinacosa.   i  —  Ssin'd. 
2  —  4sia*a«  — isinàeosa. 


(6sina— Ssin'a) 


:  —  Ssin'acos'a — 2(1  —  isin*a 

-t-  isin'a) 


sma.  cosa 
cosa.  —sina 

—  (68in  a  —  8  sin'a)  :  —  2  «  Ssfn  a  —  4>in'a.  > 


—  M8  — 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  l'abbé  Gelùi.  —  €  La  formule 


appliquée  au  trapèze»  donne,  en  remplaçant    6*  +  d*   ptr 
w^-f-ii*  —  2ac,  et  en  posant  «ih-  in-  a  -h  c^=b^  : 


Q  =|/p(p  —  m)  (p  —  n)(p  —  o  —  c). 

Donc  f  tout  trapèze  est  équivalent  au  triangle  qui  aurait  pev 
côtés  les  diagonales  et  la  somme  des  bases  du  trapèze  (**). 
L'autre  formule , 


4-  (c«  -  a«)l/46V—  (6»  H.  rf*—  4(r«, 

donne,  en  faisant  ^àt^a  —  c,  l'aire  du  trapèze,  en  foneiioD  des 
c6tés.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Cremona.  —  «  Est-ce  qu'il  n'y  a  pis 
quelque  faute  typographique  dans  Ténoncé  de  la  Question  538, 
proposée  par  P.  M.  (Paul  Mansion)  (*'*)?  Si  vous  aviez  la  bonté 
de  la  rectifier,  j'en  serai  bien  reconnaissant,  parce  que  la  questîoD 
est  bien  intéressante.  Tout  le  monde  connaît,  d'après  Môbius, 
l'existence  des  surfaces  à  une  seule  face;  mais  on  n'en  avait  pas 
donné  les  équations.  M.  Smith,  d'Oxford,  m'a  écrit,  rannée 
dernière ,  qu'il  en  avait  trouvé  un  exemple  parmi  les  surfaees 
gauches  du  troisième  degré.  » 


(')  N.  C.  M.,  t.  VI,  p.  88. 
(**)  Théorème  presque  évident 

(*")  La  Question  858  a  été  communiquée,  à  la  N.  C,  if.,  par  M.  Mansk»; 
mais  elle  est  due  à  M.  Hoppe.  Les  équations 

OTsscosticosSv,    y  ercostisinSv, 
z  as  sinu(Gosv  —  cosusinv) 

sont  tirées  des  Archivée  de  Grunert,  t.  LVII,  p;  8S8.  (E.  C.) 


SOLUTIONS  DES  OUESTIOHS  PROPOSfiBS. 


COHPOSITIOM  DE  PBTSIQDB. 

{Êeol»  flormol*  tupérimr».  —  Parti.)  (*) 

Le  trapèze  ACC  A'  représente  la  iection  droite  d*  O^oia  priatiUM. 

Le»  deux  extrètnes  sont  en  crown  d'indice  d,  et  il»  ont  le  mime 

angle  en  k  et  en  \'  :  on  le  désignera  par  a.  Le  prisme  du  milieu 


est  itoicèle;  il  est  en  flint  d'indice  p  ;  on  représentera  ton  angle 
C9C'  par  3^.  Oue//e  relation  doit-il  y  avoir  entre  x  et  ^  pour 
qu'un  rayon  SI,  qui  tombe  sur  fa  premier  prisme,  parallèlement 
à  AA',  sorte  du  dernier  tans  déviation? 

On  fgtpUquera  l'équation  au  cas  particulier  où  «^60°,  n  =3! 
etp-=l.  (30  juin  !879.) 

Soient  i,  r,  r*,  r",  r'",  r",  r',  i  les  angles  dincidence,  de 
réfraction  et  d'émergence. 

On  a  les  équations 


P)-     (8) 


(')  If.  C.  M.,  tome  V,  page  300.  Une  première  rédactioD,  que  H.  PostuU 
n'avait  remise,  il  y  a  quelques  mois ,  s'est  égarée.  (E.  C.) 


—  150  — 


Des  équations  (1),  (4)  on  tire  r =r'  ;  de  (6),  (8),  on  lire  r'^i'. 
Des  équations  (2),  (3),  (7),  on  tire  r"<»r"'=p.  L'équaUon^ 
donne  sin  t  =  cos  a. 

Les  équations  ci-dessus  se  ramènent  donc  à  celies-d  : 


rinr      i^  sinr" 

cosa      n*  sin^ 


+  »"=--(«-«,   (3) 


entre  lesquelles  il  faut  éliminer  r  et  r'. 
delix  premières  donnent  : 


cosa  ^%jr-z i- 

unra- ,  co8r»B--K  !•• — cos'c. 

n  fl 

psind  i  .  j 

inr'=iî — E,  cosr'  — »/n»— p*8in*ô 

n  II                      *^ 


En  prenant  les  cosinus  des  deux  membres  de  la  troisième ,  on  i 
-;V^n* — co8*«.  V^n*  —  p*sin'p  —  ^  cos  a  sin  p  ««  sin(a  —  p); 

ce  qui  est  la  relation  demandée. 

On  peut  la  mettre  sous  une  forme  plus  symétrique. 

En  élevant  au  carré  les  deux  membres ,  en  développant  et  en 
faisant  quelques  réductions,  on  arrive  aisément  à 

p(p-l  )co8«p4-(p-l)co82«-K»'-p)cos(2p-2a) — \f^iiiYJ^^K\  (A) 

On  peut  d'ailleurs,  par  la  considération  suivante,  trouver  plus 
facilement  la  solution  du  problème. 

On  peut  admettre,  a  priori,  que  les  angles  r'\  r'"  sont  é{;aux; 
et,  par  suite,  que  la  trajectoire  du  rayon  réfracté  dans  le  prisme 
du  milieu  est  parallèle  &  la  base  A  A'  du  trapèze.  En  effet,  h 
lumière  qui  traverse  un  système  de  corps  transparents,  soit  ton- 
jours  le  même  chemin,  quel  que  soit  le  sens  dans  lequel  elle  se 
propage.  Les  prismes  extrêmes  étant  de  même  indice,  la  réfrac- 
tion sera  la  même  dans  chacun  d'eux.  Que  le  rayon  réfracié 
pénètre  dans  le  flint,  de  droite  k  gauche  ou  de  gauche  à  droite, 
la  réfraction  dans  ce  dernier  est  la  même;  et  comme  CBC  est 


—  251  — 

isoscële,  on  en  conclura  r'  «œi^'^s  P;  donc  la  droite  r'V"  est 
parallèle  à  AA'. 

Les  équations  du  problème  se  réduisent  alors  aux  équations  (3). 

La  relation  (A)  doit  être  vérifiée  pour  a  »»  90**  et  pour  p^^n. 
En  effet,  dans  ce  cas ,  le  rayon  traverse  un  seul  milieu,  à  faces 
parallèles.  De  plus,  la  relation,  dans  ce  cas  particulier»  devra 
être  vraie  quel  que  soit  p.  Elle  devient,  en  effet, 

8in«(5{»"— p«)«aO. 
Si,  dans  la  relation  (A),  on  fait 


P  =  7 


n=a-- 


4'  — r 


60*, 


on  trouve 


65sin«2p  —  Sôl^Ssinap  -»-  52  =  0. 


d'où  Ton  tire  2|3  égale  à  peu  près  90*.  H.  Postula  (*), 

•Mistant  k  rUnÏTenîié  (Liégt). 


Question  OOO. 

Si  les  éléments  d'un  déterminant  persymétrique  j  d'ordre  n , 
forment  une  série  arithmétique,  de  degré  (n  — 1),  fe  déterminant 
eet  égal  à  àz  (A'"^a^  |)».  (Studnicra.) 

On  démontre  aisément  que  tout  déterminant  persymétrique , 
d'ordre  n,  peut  se  mettre  sous  la  forme  du  déterminant  persy- 
métrique suivant  : 


a,!  Aa,i 
Aaii  A^aii 
A'aii    A'aii 


AV„ 
A'a„ 


A'a» 


.n-t. 


A'-o„ 

A-o„ 

A-+'a„ 


A»-'a„  A"o„    A*<— "o„ 


(*)  En  parlant  des  équations  (3),  ou  de  la  relation  (A),  peut-on  déterminer 
l'angle  /3  au  moyen  d'une  formule  calculable  par  logarithmes  t  (E.  Cr) 


—  <3«  — 

De  plus,  si  tous  les  éléments  du  premier  déterminant  formait 
une  série  arithmétique,  de  degré  (n —  1),  les  différences  de  «u, 
d*ordres  supérieurs  à  (n  —  i),  sont  nulles.  Par  conséquent,  les 
différences  A^Oh,  A*^a4i, . . . ,  6^*^^a^^  sont  nulles  ;  et  le  déter- 
minant se  réduit  au  produit  des  éléments  de  sa  diagonale  à'''*a^^: 
il  est  donc  égal  à  d=  (A^^'a^^)".  En.  Colart, 

•lèfa  dt  rieole  nonmU  d»  tod. 


Question  BaM< 

Étant  donnée  la  suite  des  nombree  triangulaires 

I,    S»    6,    40,    IK,    3i,    28, («) 

on  forme  la  somme  des  carrés  desn  -^  l  nombres  entien  corné- 
euHft,  commençant  par  le  2n**^  terme  de  la  suite  (1),  et  cette  det 
n  nombres  suivants  :  démontrer  que  ces  deux  sommes  sont  ègak$ 
entre  eUes,  et  divisibles  par  la  somme  des  n  premiers  carres. 

1"*  Cherchons  pour  quelle  valeur  de  x  on  a 

(x  —  n)'  -♦-  (x  —  n  -♦-  4)*  -H  •  •  •  -4-  (x  —  !)•  -4-  «■ 

=»  (x  -+- 1)*  •♦-  (x  -*-  2)  -4-  •  ••  H-  (x  -♦-  nff 
c'est-à-dire 

^ •=»  2r  [(«  +  py  -  («  -  P)']  -  4x2'p  =  2n(n  ^  1)x: 

2n(2n  -4-  i) 


x=3  2n(n-f- 1),     X  — Il 


3 


On  voit  que  x  —  n  est  le  nombre  triangulaire  de  rang  Sn. 

S  =  2i(^-*-p)'"=wx'-4-n(n  +  l)x  h-JV 
=  12n(n+  4)2V-^  2rp'=(«2n*-*-i2n-4-4)(i*-4.2*+5*-4- +«"(. 

(E.  Cbsaro.) 
Autres  solutions  par  M.  Fauquembergue,  maître  répéùteur 
au  Lycée  de  Saint-Quentin ,  cl  par  M.  Cruysmans,  élève  à  l'Uni- 
versilé  de  Liège. 


—  «53  — 


Question.  833 • 


Soient  :  DÂ ,  BG  detix  droites  perpendiculaires  à  OX;  F,  un 
point  de  OX;  MN,  un  arc  de  courbe;  MF ^  la  tangente  menée  du 
point  F.  Cette  tangente  rencontre  DA,  BC  aux  points  A,  C.  On 
joint  C  au  pied  E  de  l'ordonnée  du  point  M  :  la  droite  CE  ren^ 
contre  AD  en  un  point  A'.  On  demande  pour  quelle  courbe  MN 
la  construction  ainsi  dirigée  donne ,  chaque  fois ,  D A'  =»  DA. 

(H.  Brocard.) 

Prenons  BC  pour  axe  des  y^  et  soit  S  la  distance  BD. 
II  résulte  évidemment,  de  Ténoncé,  que  F,  E  sont  conjugués 
harmoniques ,  par  rapport  aux  points  B ,  D.  On  a  donc 

BE     BF  _ 

DÊ'DF  ^' 

ou 

BExDF-h  UEXBF  =  0 (i) 

La  tangente  en  M  étant  représentée  par 

on  a 

dx 

-^  dy 
La  relation  (1)  devient 

dx       SI      ,        ..r  dxi 


'^[x-y^-i]-*-{x-i)[x-y^]=^0 


on 


dy      (2a:  —  i)dx 


y  x(x  — <f) 
Il  en  résulte,  par  Tintégration , 

y^s=ikx{x  —  i)f 
équation  d'une  conique  dont  BD  est  Tun  des  axes. 

Généralisation.  —  On  pourrait  se  proposer  de  trouver  les 

courbes  telles  que 

DA'c=  — mDA. 
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Les  triangles  semblables  FAD,  FCB,  A'ED,  CEB  donnent 


d*où 


da     dp     da^     de 
bc"bf'    bT^be' 

mBE  X  DP  -i-  DE  X  BF  =  0. 


Cette  équation  se  transforme  en 


dy      (fin- 4)(x  —  ê)'^tnâ 
y  (m  +  i)x(x  —  J) 


dx. 


Lintégrale  de  celle-ei  est 

Dans  le  cas  particulier  de  me»  i,  on  trouve 

formule  déjà  établie.  A.  LbirbkqgbLi 

étudi&Bt  (Pftrû). 

Autres  solutions  par  M.  Fauquembergue,  et  par  M.  Georges 
Giron,  sous-lieutenant  d*Arlillerie  (Bruxelles). 


Question  B341* 

Former  l'équation  d'une  parabole  qui,  partant  d'un  point  0 
d'une  droite  donnée  OA,  rencontre  cette  di^ite  smis  des  anglfi 
donnés  et  à  une  distance  donnée.  Former  aussi  l'éqttation  de  Faxe 
de  cette  parabole.  Indiquer  les  coordonnées  du  sommet, 

(H.  BRoaRD.) 

Prenons  OA  pour  axe  des  x  et  la  perpendiculaire  en  0  pour 
axe  des  y.  Soient  a>,  à  les  angles  donnés.  L'équation  générale  des 
paraboles  passant  en  0  et  A  est 

(x  —  xyY  —  ax  -+-  2/Ay  =  0. 


—  95»  - 
Les  (angenies  ayant  pour  équations  : 


on  a 


d*où 


a  a 

tgo  Stg&tga 


L'équation  de  la  parabole  est  donc 


[tgfi9  +  tga    V  ay 

3tg»tga   ^J  tg» 

Soient  :  x — Ay=a|  Téquation  de  Taxe;  X|,  y^  les  coordonnées  du 
sommet.  Le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point  est 


On  a  donc 

2«  —  a       1 

doû 

2fA>  —  a 

'"'2(>«— I)' 

puis,  si  Ion  remplace  X  et  fx par  leurs  valeurs  : 

tga-H-tgo)  — 2tg«tg««>^^  - 

t  =  a ; ;t tga (2) 

Les  coordonnées  du  sommet  sont  données  par  les  équations 


a 
t^  —  a(t  ^  AyO  -4-  — -yi^  0,    a?,  —  >y,  =  t; 


etc.  (*). 


(*)  Nous  supprimons  quelques  caleuls:  ils  ne  présentent,  ni  intérêt^  ni 
difficulté.  (E.  G.) 


I 
i 
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Il  est  facile  de  construire  le  foyer  de  la  panbok 

(A.  Leirumil.) 

Autre  solution  par  M.  Fauquenibergue. 


Question  SS8» 

Si  les  forces  Aa,  Bb,  Ce, ...  sont  en  éfiM7fif0,i|b,e€lnf 
leurs  points  d'application ^  le  centre  de  gravité  des  points  A,BvC," 

coïncide  avec  celui  des  points  a ,  b ,  c , 

(M.  W.  CaonoH.) 

Soient  (x^^j/o^i))  ^^<^*>  1^^  coordonnées  des  points  a,  i,^; 
(x'^,y'i,  z'i),  etc.,  celles  des  points  A,  B,  C, ...  ;  soient (XiJfiZi)» 
etc.,  les  projections  de  Aa,  Bfr,  Ce, ...  sur  les  axes.  On  a 


xi  =  X|  -♦•  Xi ,  ,    2iX  =  0; 


donc 


^jX  i^s  ^jX* 


On  trouverait,  de  même, 


ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée.  (E.  Cbsaio) 

Autres  solutions  par  MM.  Fauquembergue  et  Giron. 


QuestloA  fOOi 


5otl  tm  polygone  fermée  circonscrit  à  un  cercle  émtkrvfl 
est  r;  soient  a,  (3,  y,  . . .  les  distances  de  ces  sommets  wttf^ 
du  cercle.  Portons,  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  dans  uncerdeit 
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rayon  (*)  7  (X  ilani  arbitraire)^  des  cordes  égales  à  1»  jg,  y,  . . .  :  la 
figure  formée  ainsi  sera  tin  polygone  sous-tendant  (n  —  2)  demi- 
circonférences  ^  et,  par  conséquent,  un  polygone  fermé f  si  n  est 
pair.  (J.  W.  L.  Glaisher.) 

Soient  :  A  Tun  des  sommets  du  polygone  donné  ;  0>  le  centre 
du  cercle  auquel  il  est  circonscrit;  H,  le  point  de  contact,  avec 
ce  cercle,  de  Tun  des  côtés  adjacents  au  sommet  A  : 

OH  es  r,    OA  =s  «. 
Sur  OH  f  prenons 

OA'  =  S 

r 

et,  de  A' 9  abaissons  la  perpendiculaire  A'K  sur  OA. 
De  la  similitude  des  triangles  A'OK,  AOH,  on  déduit 

0K-- 

a 

L*angle  au  centre  de  la  circonférence  OA'K,  répondant  à  la  corde 
OK,  est 


âOA'K  »  SOAH  =  ir  —  SAOH. 
Si  n  est  le  nombre  des  côtés  du  polygone  circonscrit^  on  a  donc 

SaOA^  =  iijr  —  âSîOH. 
Or, 

^AOfi  «s  ir; 

donc 

(A.  Lbmbkugbl.) 


(*)  L*énoDcé  n'est  pas  exact:  il  est  facile  de  s'en  convaincre  en  considérant 
le  cas  où  le  polygone,  circonscrit  à  la  circonférence,  est  un  carré. 

Pour  le  rectifier  il  suffit  de  lire  :  dans  un  cercle  de  diamètre  ;  au  lieu  de  : 
dans  un  cercle  dt  rayon. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


iftS.  Déterminer  une  valeur  de  z,  telle  que,  en  y  joignant  les 
valeurs 

r  B=  î(a  +  p)(591«*  '  750«p  +  59lp«) , 

X  «=  2  057«*  —  2  Ml**?  -4-  2  7S7af  —  391^, 

y  =  59i«»  —  2  787a«p  H-  2  64i«p«  —  2  057|f , 


on  satisfasse  à  Téquation 


«*  -^  jf*  =  2«*. 


On  trouvera  ainsi,  par  exemple,  en  prenant  a 
supprimant  les  facteurs  communs ,  Tégalité 

46*  -t- 121*  -♦-  25*  =  2. 10  467*. 

De  même,  en  prenant  a  »  1,  ^  «a  l  : 


1,P— O.el 


26*  -*.  259*  +  259*  =  2 .87 123% 


etc.  (*). 


(S.  Rbalis.) 


594.  Une  solution  particulière  de  Téquation  indéterminée 

V*  4-  oc*  -^  y*  «  at* 


étant  représentée  par  Tégalité 


«*^p*H-y*  =  2^; 


:  iU 


(*)  Voir,  aa  t  1 V,  p.  550,  une  solution  analogue  pour  l*éqaalteB 


démontrer  que  l'on  a  également  une  sotulion  en  posant 

t)  =  —  44«'  —  B»*(p  +  r)  +  «(i5p'  —  py  +  iSy*) 
—  IStf"  -*-  y^  +  3iî(7«  +  2p  +  2r), 

1 -=  4P»  —  p*(8« -*- r) -t- P{22b' —  8«y  *  f  V) 

—  9(2*»  H-  y»)  -t-  3J(8<i  —  «p  -»-  r), 

y  =  iy'  — y'(8ot-»-p)  +  »<22«'  — Sap  +  ÏSp») 

—  9(2a'  -f  p')  +  ^(Sa  -H  p—  8y), 

et  compléter  cette  solution,  en  assignant  rexpression  de  x,  en 
fonction  de  a,  ^,  y,  3, 

Extmpkt  de  tolutioru  atsoàéet  : 


l'-^(- 

i)'-i-o— a.)", 

10"  + 

l'-l-S'=-2.7ri 

0+1' 

■^l'-i.v. 

tv^v 

+  7'  =  a.ll5"; 

1  2'  +  (-*)*+l*  =  2{-5)'. 
[  46*+4Sl*-t- 33*— 3.10467*1 

,     (_a).  +  4'-t-l*  =  2(-5)'. 
I  26*  H- as»* -I- 459*  — S. 57 125»; 


(S.   Il£AU8.) 

99S.  PnOBLiHE.  Une  parabole 
MN,  variable  de  grandeur  el  de 
position,  louche,  en  son  sommet 
P,  une  parabole  ABC  donnée.  La 
directrice  de  la  parabole  mobile 
est,  à  chaque  instant,  la  droite  DE, 
perpendiculaire  A  l'exu-émité  -  de 
la  corde  PQ.  Quel  est  le  lieu  du 
foyer  Fî  (E.  C.) 

Ljcée  Sf-Lwùt  (Fuit}  ;  mars  IN». 
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\.  Six  points ,  a^  o^i ,  . . . ,  a^  »  sont  donnés  »  arbitrairement, 
dans  un  plan.  Démontrer  qu'il  existe  un  système  linéaire,  tri- 
plement infini  y  de  courbes  du  sixième  ordre,  K,  douées  des 
propriétés  suivantes  : 

i^  Les  points  a  sont  des  points  doubles  pour  toutes  les 
courbes  K  ; 

2**  Les  tangentes  aux  courbes  K,  en  un  même  point  a,  forment 
une  involution  ; 

S"*  Chacune  des  quinze  droites  a^jO^y  ...»  et  chacune  des  sii 
coniques  aiO^a^a^a^^  . . . ,  est  rencontrée,  par  les  eourbes  K,  eo 
couples  de  points  en  involution.  (L.  Cremora.)  (') 


RCCTiriCATIOM. 


La  solution  de  la  Quesiicn  0S8,  publiée  dans  le  dernier  numéro  (pp.  IS0 
et  187),  contient,  deux  fois,  la  même  faute  d^inattention  :  IHdentité 


abcl/p^ 


(a  +  6)(a-^c)(6  +  c)  4k^(p-a)(p  ~  6)(p -r) 

est  évidemment  inexacte.  Néanmoins,  comme  l'auteur  n*a  fait  que  supprimer 

un  facteur  commun,  dans  deux  expresstiM 

subsiste. 


(*)  Dans  la  lettre  quHl  nous  fait  ThoAMW  de  nous  adressée^  lIOastR 
inventeur  de  la  Géométrie  projective  nous  aanonce  une  démonstralioB  de  ec 
beau  théorème ,  pour  le  cas  de  iohUioM  peu  êëHêfaUmUti,  (£•  C) 
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SUR  US  HORMALES  A  L'ELUPSE; 


par  M.  J.  Neuberg. 


La  théorie  des  normales  aux  coniques  ayant  reçu,  dans  les 
derniers  temps,  des  développements  importants,  nous  avons  cru 
répondre  au  programme  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathé* 
matique  en  publiant  les  démonstrations  des  principales  propo- 
sitions (*). 

Notre  Note  renferme  aussi  plusieurs  théorèmes  nouveaux. 

1.  La  normale  au  point  M(x,y),  d'une  ellipse  E,  est  repré- 
sentée par 

^-»=ê<^-*)' (*> 

0  X 

avec  la  condition 

— ^iL  =  i. (2) 

Si  Ion  considère  X,  Y  comme  les  coordonnées  d*un  point 
donné  P,  les  équations  (1),  (2)  déterminent  les  pieds  des  nor- 
males issues  de  ce  point.  La  première  se  réduit  à 

<?xy  ^  a*Xy -i- b*Yx  =  0 (3) 

Par  conséquent,  les  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  P, 
sur  une  ellipse  E,  sont  situés  sur  une  hyperbole  équilatère  H  qui 

passe  par  P  et  par  le  centre  de  E,  et  dont  les  asymptotes  sont 

parallèles  aux  axes  de  E. 


(')  Qaelqaes-anes  de  ces  démonstrations  sont  peat-étre  nouveUes. 
VI.  46 


9.  Réciproquement,  $i  une  hyperbole  équilaièref  H,  pane  par 
k  centre  d'une  ellipse  E  et  aies  asymptotet  paraUèkt  aux  axes 
de  E,  les  nortnales  à  E,  menées  par  les  points  oà  H  fa  itn- 
contre^  concourent  en  un  mime  point  de  H  (*). 

En  effet,  Téquation  de  cette  courbe  a  la  forme 

et  peut  être  identifiée  avec  Tcquation  (3). 

S.  Transformons  la  figure  par  polaires  réciproques,  en  prenant 
Tellipse  E  pour  conique  directrice.  L'hyperbole  H  passe  par  k 
centre  de  E  et  par  les  points  à  Tinfini  sur  les  axes;  ces  points  ooi 
pour  polaires  la  droite  à  Finfini  et  les  axes  de  E.  Donc  :  si  «fus 
point  P,  on  abaisse  des  normales  sur  une  ellipse  E,  les  tangentu 
menées  par  les  pieds  de  ces  droites,  les  aaxs  de  E  et  la  polaire  de 
P,  enveloppent  une  même  parabole  K. 

Réciproquement,  si  une  parabole  touche  les  axes  d'une  dBpK 
E,  les  normales  à  E,  menées  par  les  points  de  contact  des  tangenta 
communes  aux  deux  courbes^  concourent  en  un  même  point. 

4.  Si  Ton  fait  abstraction  de  la  condition  (2),  Téquaiion  (i) 
représente  la  perpendiculaire  abaissée,  du  point  (x,y),  sur  la  po- 
laire de  ce  point.  On  conclut,  de  là,  que  rhyperbole  Hestleliei^ia 
points  telSy  que  les  perpendiculaires  menées,  de  ces  points,  sur  leun 
polaires,  par  rapport  à  E,  concourent  en  un  même  point  F  (**) 

Il  est  facile  de  voif  que  cette  proposition  est  identique  aux 
suivantes  : 


(*)  «  Ce  problème  des  normales,  qui  se  résout,  comme  on  le  Toit,  avc« 

•  ane  extrême  facilité,  est  Tune  des  questions  qui  présentaient  le  ploiée 

•  difficultés  dans  la  Géométrie  des  Grecs.  Apollonius  Ta  résolu  dans  le  en- 
»  quième  Livre  de  son  Droite  des  serions  eofdpies  (propositions  i(S-f9)i 
»  en  se  servant  de  Thyperbole  équilatère.  •  (Cbaslbs,  Drmti  du 
coniquêê,  p.  144.) 

(**)  L'enveloppe  de  ces  polaires  est  la  parabole  BL 
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1*  On  construit  deux  diamètres  conjugués  quelconques  de  E  : 
k point  où  l*un  d'eux  est  rencontré  par  la  perpendiculaire  abaissée 
de  Py  sur  Vautre  diamètre,  décrit  l'hyperbole  H. 

3*  Les  milieux  des  cordes  communes  à  l'ellipse  E  et  aux  ctr- 
eonférences  décrites  de  P,  comme  centre,  sont  situés  sur  l'hyper- 
bole  H. 

L'équation  (1)  ne  dépend  que  du  rapport  ^  ;  par  suite,  on  peut 
dire  encore  que  l'hyperbole  H  est  le  lieu  des  pieds  des  normales 
abaissées^  de  P,  sur  les  ellipses  semblables  et  concentriques  à  E. 

m.  Soient  M|,  M^,  M3»  M4  les  points  d'intersection  des  courbes 
E  et  H.  Toute  ligne  du  second  ordre,  qui  passe  par  ces  points , 
peut  être  représentée  par 

i(c««y-a«Xy  +  6'Yx)-(^  +  ^|-l)  =  0..    .    (4) 

On  voit,  tout  de  suite,  que  les  points  M  ne  sont  jamais  sur  une 
même  circonférence. 

Pour  des  valeurs  convenables  de  >,  Téquation  (i)  se  décom- 
pose en  deux  équations  du  premier  degré,  et  représente  un  des 
systèmes  de  droites  (M|Mj|,  M3M4),  (MiMs,  MJâ^,  (M1M4,  M2M3). 
Soit,  pour  fixer  les  idées, 

\f»       n        /  \m'      n         I 

réqualion  du  premier  système;  en  Tidentifiant  avec  l'équation 
(4),  on  trouve 

mm'  =  —  a*j  nn'^^^-^b*;    ...    (5) 

m      fit  n      n 

^  ^  • 

—r^- ^c' (7) 

mn       mn 

Ces  égalités  entraînent  des  conséquences  très^^importantes. 
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n     n'       6* 

\.  On  lire,  des  formules  (5)  : .  =— ,  ou 

m    m'      a* 


o* 


a,  a'  étant  les  coefficients  angulaires  des  droites  M^Hs»  M|ll|. 
Soit  )A'r  le  point  diamétralement  opposé  à  Mr.  Les  coeBScieots 
angulaires  a\  ol\  des  cordes  supplémentaires  MsM^,  MsH'4,  véri- 
fient  la  relation 


aV 


S' 


par  conséquent  a  =s — a".  Or,  les  cordes  communes  à  une  eDipse 
et  à  une  circonférence  sont,  deux  à  deux,  également  inclinées 
sur  les  axes  de  Tellipse;  et,  réciproquement,  les  extrémités  de 
deux  cordes  d*une  ellipse,  faisant  des  angles  égaux  avec  un  axe, 
appartiennent  à  une  même  circonférence.  Donc  la  dramfèrenee 
qui  passe  par  ks  pieds  de  trois  des  normales  passe  aussi  par  k 
point  diamétralement  opposé  au  pied  de  la  quatrième  (théorème 
de  Joachimsthal)  (*). 

7.  Les  égalités  (5)  expriment,  d*abord,  que  les  cordes  MiMj, 
H'sM'4  divisent,  en  parties  harmoniques,  les  axes  de  FelHpse  E. 

Soient  (fx,  v),  Qi\  v')  les  coordonnées  des  pôles  N,  N'des 
droites  M1M2,  MJA^.  On  a 

fAfii  — a*,    yn^b\    fi,'m'  =  a\    v'n'^b*; 


et,  par  suite 


—  m' 


—  n',    p'  =  — m,    p'=  — n..   .   (8) 


n  Jautnalde  CreUe,  t.  XXVI. 

On  peat  aussi  comparer  :  Nouvelles  Annales,  i^  série,  t  VI,  p.  570 
(Hbntiom);  t.  VII,  pp.  346,  532,  396  (Pistoeis.  Gatâlah),-  t  IX,  p.  170 
(Tbrqubk) ;  t.  XIX,  p.  353  (Dbsboybs);  3«  série,  t  VIII,  p.  473(GBi«n); 
Nouvelle  Correspondance,  t  V,  p.  161  (Lucas). 
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On  déduit,  de  là,  des  moyens  bien  simples  de  construire  MsM4, 
lorsque  Ton  connaît  M^Ms  :  l""  projetez,  sur  les  axes  deEy  le 
point  diamétralement  opposé  au  pôle  de  la  corde  M|Mi,  et  joignez, 
par  une  droite ,  ces  projections;  2"  par  les  points  où  M^M^  ren- 
contre les  axes,  élevez^  sur  ceux-ci,  des  perpendiculaires,  et  cher^ 
chez  la  polaire  du  point  diamétralement  opposé  à  Fintersection 
de  ces  perpendiculaires. 

M.  Laguerre  a  proposé  d*appeler  centre  d'une  droite  (*),  par 
rapport  à  des  axes  coordonnés  rectangulaires ,  le  point  dont  les 
projections ,  sur  les  axes,  sont  symétriques,  relativement  à  Tori- 
gine,  des  points  où  les  axes  sont  rencontrés  par  la  droite  :  celle-ci 
sera  la  centrale  du  point.  D'après  cela,  les  formules  (8)  peuvent 
s*énoncer  ainsi  :  le  pôle  de  l'une  des  cordes  M1M29  M5M4  est  le 
centre  de  Vautre  torde. 

S.  Si  Ton  combine  les  relations  (5)  et  (6),  on  trouve 

m-^m'         Y 

(9) 


n-\-n 


X* 


donc  la  droite  qui  joint  les  miUeux  des  segments  déterminés,  sur 
les  axes  de  E,  par  les  cordes  M^ Hj^  M8M4,  est  perpendiculaire  à  la 
centrale  de  P. 
La  formule  (9)  équivaut  à 


V  -4-  y 


X 


Par  suite,  le  diamètre  perpendiculaire  è  OP  passe  par  le  milieu 
de  la  droite  NN'.  Autrement  dit  :  Par  les  pieds  des  normales 
abaissées  d^un  point  P,  sur  une  ellipse,  on  mène  des  tangentes,  qui 
forment  un  quadrilatère  circonscrit  :  la  droite  çtit  joint  les 
milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère,  est  perpendiculaire  au 
diamètre  OP. 


(*)  Voir,  dans  les  NouoeUes  Annales,  S*  série,  t.  XVt),  p.  163,  le  Mé- 
moire sur  les  normales  aux  surfaces  du  second  ordre. 
Les  formules  (8)  sont,  également,  dues  à  Joachimsthal. 
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Od  déduit  encore,  de  la  fonnale  (9)  : 

m  — A*  Y 

n  —  y  X 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Saieni  :  OA^CBi  le  rectangle  déterminé  par  les  axn  d'me 
ellipse  (indéfiniment prolongés)  et  une  corde  quelconque  A|H|M|B|, 
prise  comme  diagonale;  N»  le  point  de  concours  des  t^ingentes  me- 
nées par  M4  9  M|  ;  P»  celui  des  normales  correspondantes,  h 
diamètre  perpendiculaire  à  la  droite  CN  passe  par  le  point  P. 

Celte  proposition  conduit  à  une  nouvelle  construclion  (*)  do 
centre  de  courbure  relatif  à  un  point  M  :  ii  suffit  de  remplacer 
la  droite  A^B^  par  la  tangente  en  M. 

••  On  trouve,  par  un  calcul  facile,  que  le  lieu  des  centres  des 
normales  à  Tellipse  E  est  Tellipse  représentée  par  TéquatioD 


ivh  (t 


i m 


Les  sommets  de  cette  courbe  sont  les  points  de  rebroussemeoi 
de  la  développée  de  E. 

Réciproquement,  les  centrales  des  points  de  Tellipse  E  soai 
constamment  normales  à  une  seconde  ellipse  E",  ayant  pour  axes 

Il  résulte,  de  là,  que,  st  la  droite  M|Mj|  se  déplace  tangentU- 
lemént  à  une  ellipse  coaxale  à  E,  la  droite  UiM^  se  meut  nonM- 
lement  à  une  autre  ellipse  coaxaie  à  E. 


(*)  Cette  eonstnictioâ  est  dae  à  H.  de  LoDgchamps.  Voir  N.  C.  Jf.,  L  VIi 
p.  491,  Question  548. 

(**)  Pour  démontrer  cette  réciproque,  il  suffit  dMdentifier  les  éqoatîoas 
(3)  et  (10),  après  avoir  remplacé,  dans  la  dernière,  o,  6,  c*  par  a',  t',  a"^^» 
Les  valeurs  9a',  36'  seront  les  axes  de  E'. 
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En  particulier,  si  P  parcourt  la  développée  de  E,  les  normales 
PMo  PM2  se  confondent  en  une  seule  (normale  double),  et  la 
droite  MiM^  devient  tangente  à  E.  Par  conséquent  :  de  tout  point 
de  la  développée  de  E,  on  peut  abaisser  trois  normales  :  le  pied 
de  la  normale  double  est  le  centre  de  la  corde  qui  joint  les  pieds 
des  normales  simples  ;  et  cette  corde  est  normale  à  PelUpse  E'. 

Le  lieu  du  pôle  de  cette  corde  étant  identique  au  lieu  des 
centres  des  tangentes  à  E ,  son  équation  est 

a"      6« 

Pour  obtenir  Téquation  du  lieu  du  pôle  (x,y)  de  MiMs,  il  suffit 
d*exprimer  que  la  droite  qui  joint  ce  point  au  pôle  (—  ^  •  —  ^) 
de  MIM4  est  tangente  à  Ë  ;  on  trouve 

(^-?-)ë*?-<)-'^ 

1#.  Soit  Q(a,  p)  un  point  de  la  droite  MiMj.  On  aura 

— H-  —  !; 
m      n 

et,  en  vertu  des  formules  (8), 

Par  conséquent,  si  l'on  fait  tourner  la  corde  M^Ms  autour 
d'un  point  fixe  Q  (**),  le  pôle  de  M3M4  décrit  une  hyperbole  équi^ 


(*)  Ces  Heox  ont  été  longuement  traités  par  M.  Dcsboves,  loeo  eiiato. 
Ce  Géomètre  n'indique  pas  la  propriété  remarquable  de  la  corde  qui  joint 
les  pieds  des  normales  simples,  d'être  tangente  à  la  développée  de  Tcllipse  E'. 

(**)  Le  lieu  du  point  P  est  une  courbe  du  troisième  ordre,  et  Tenyoloppe 
de  la  droite  H,M4  est  une  parabole  tangente  aux  axes  de  E.  Lorsque  le  point 
Q  est  sur  Tun  des  axes  de  E,  le  lien  de  P  se  réduit  à  eet  axe  et  à  une  conique. 
Voir  NouceUeê  Jnnaleê,  {'•  série,  L  XVIlî,  p.  77  (A.  Tiiquim)  et  pp.  36i, 
406  (ds  JoRQuiÉais). 
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latère  H',  qui  pa$$e  par  le  centre  de  E ,  dont  les  asymptotes  «oui 
parallèles  aux  axes  de  E,  et  dont  le  centre  est  symétrique  de  Q 
par  rapport  à  0.  L'hyperbole  (H)  rencontre  E  en  quatre  points  : 
les  normales  menées  en  ces  points,  à  E,  concourent  en  un  menu 
point  T. 

En  identifiant  les  équations  (3)  et  (11),  on  trouve 

A  = -f  1=3—, 

ces  valeurs  montrent  que  T  est  le  centre  de  la  perpendiculaire 
abaissée,  du  point  Q,  sur  sa  polaire. 

Les  points  d'intersection  de  Tellipse  E  et  de  Thyperbole  (H') 
correspondent,  évidemment,  aux  cas  où  les  normales  PM3,  PH4 
coïncident;  le  point  P  appartient  alors  à  la  développée  de  E.  On 
conclut,  de  là,  ce  théorème  élégant  :  par  un  point  quelconque  Q 
du  plan  d'une  ellipse  E ,  on  peut  mener  quatre  cordes  telles  911e 
les  normales  aux  extrémités  de  l'une  d'elles  se  rencontrent  en  an 
point  de  la  développée  de  E  (*)  ;  les  tangentes  à  la  déveleppée 
de  E,  aux  quatre  points  ainsi  obtenits,  concourent  en  un  mène 
point  T. 

Pour  mieux  faire  ressortir  Timporlance  des  proposiiions  qoc 
nous  venons  de  trouver,  nous  énoncerons  les  réciproques  : 

Par  un  point  quelconque  T,  on  peut  mener  queUre  normala  à 
une  ellipse  E.  Du  point  où  chacune  d'elles  touche  la  développés  de 
E,  on  abaisse,  sûr  E,  les  deux  autres  normales,  et  ron  joint  les 
pieds  de  ces  droites  :  les  quatre  cordes  ainsi  obtenues  passent  par 
un  même  point  Q  et  sont  normcUes  à  une  seconde  ellipse  coaxtA 
àE. 

Les  pieds  des  normales  issues  de  T  sont  sur  une  hyperbole 
équilàtère.  D'un  point  quelconque  de  cette  courbe,  on  mène  deux 
tangentes  à  l'ellipse;  et,  du  point  d'intersection  des  normales  ear^ 
respondanteSf  on  abaisse,  sur  l'ellipse,  les  deux  autres  normaks  : 


f  )  Ces  cordes  sont  les  normales  abaissées  de  Q  sur  PeDipae  E'  ({  9)l 
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la  droite  qui  joint  les  pieds  des  dernières  normales  passe  par  le 
point  Q  (*). 

11.  Supposons  maintenant  que  le  point  P(X|  Y)  se  meuve, 
sur  une  normale  fixe  M^Gi.  Le  point  Q,  considéré  ci-dessus, 
sera  remplacé  par  le  point  M^  de  l'ellipse  £;  Thyperbole  (H') 
passera  par  les  pôles  des  trois  cordes  M2M3 ,  ^^^^  MjM^,  et 
aura  pour  centre  le  point  M'^  diamétralement  opposé  à  M|.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  hyperbole  y  passant  par  le  centre  d'une  ellipse  ^  a  ses 
asymptotes  parallèles  aux  axes,  et  son  centre  en  un  point  Wi  de 
rellipse,  on  peut  lui  inscrire  une  infinité  de  triangles  qui  soient, 
en  même  temps,  circonscrits  à  t ellipse.  Les  normales  aux  points 
de  contact  des  cotés  de  Ttin  de  ces  triangles  concourent  en  un 
même  point;  le  lieu  de  ce  point  est  la  normale  menée,  à  Vellipse, 
par  le  point  diamétralement  opposé  à  M'|. 

19.  D'après  ce  que  Ton  a  vu  précédemment,  les  normales  à 
rellipse,  aux  points  où  cette  courbe  est  rencontrée  par  Thyper- 
bole  (H'),  passent  par  le  centre  de  la  normale  en  M^  ;  pour  trouver 
ces  droites,  il  faut  supposer  P  aux  points  où  M164  rencontre  obli- 
quement la  développée  de  E.  On  déduit,  de  là,  ce  beau  théorème 
du  à  M.  Laguerre  (**)  : 

Si  Von  considère  une  tangente  quelconque  à  la  développée  d'une 
ellipse,  et  les  points  où  cette  droite  rencontre  la  développée,  les 
tangentes  en  ces  points  se  rencontrent  sur  l'ellipse  qui  a  ses  som- 
mets  atix  points  de  rebroussement  de  la  développée. 

1S.  La  figure  polaire  réciproque  de  Thyperbole  H',  considérée 
au  §  11,  est  (§  3)  une  parabole  qui  touche  les  axes  de  E  aux 


(*)  Les  propositions  des  §§  8,  iO  et  11  n'ont  pas  encore  été  signalées. 

(**)  Compteê^endm  hehdomadaim  de  yJeadémie  des  teienees,  4877. 
•    Cette  proposition  est  également  applicable  k  l'-hypocydolde  à  quatre 
rebrausêemeHts ,  enveloppe  des  centrales  des  points  d*ane  circonférence. 
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points  de  rencontre  avec  la  langente  en  H'i  (*)  ;  le  foyer  de  li 
parabole  est  la  projection  du  point  d'intersection  des  tangentes 
rectangulaires  OA»  OB  sur  la  corde  des  contacts.  Donc: 

Si  d'un  point  P,  pris  sur  une  normale  fixe  MfGi  à  une  dUpu 
E,  on  mène,  à  la  courbe  y  les  trois  autres  normales,  les  cités  it 
triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  droites  enveloppent  unefara- 
bole  tangente  aux  axes,  et  dont  le  foyer  est  la  projection  du  caitn 
E  «tir  la  tangente  au  point  diamétralement  opposé  à  M^ . 

On  sait  que  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  fonné 
par  trois  tangentes  à  une  parabole,  passe  par  le  foyer.  Par  eon- 
séquent,  la  circonférence  MsM8M4,  qui  passe  déjà  par  U\ ,  psm 
aussi  par  la  projection  de  0  sur  la  tangente  en  M'j. 

(La  suite  prochainement) 


SUR  L'EXTEHSION  DU  THÉORÈME  DE  DESCARTEIs 

pir  K.  ÉDonAkD  Lucas. 


t.  Appelons  fm(x)  un  polynôme  ordonné  par  rapport  tox 
puissances  décroissantes  de  x, 

f^{x)  «=»  Aa«*  4-  A|X*^*  -«-  —  -4-  A,^|X  -»-  A., 


(*)  Car,  ces  points  sont  les  p61es  des  asymptotes  de  Thyperbole  (taDgeDla 
perpendiculaires  aux  axes  de  E). 

La  droite  H,M4  joint  les  projections,  snr  les  axes  de  E^  d'un  point  qMl- 
conque  de  la  tangente  en  M'|.  Cette  remarque  et  un  théorème  connu  (d^ 
tangentes  à  une  parabole  swU  divisées  par  une  troisième  tangente  fuebeatfu 
en  parties  réciproquement  proportionnelles)  conduisent  à  une  démonstratioB 
géométrique  de  la  proposition  du  §  43. 

Pour  cette  proposition,  voir:  Comptes-renius àe iS17  [LkmjïïÊMM)iN«h 
velle  Correspondance,  U  IV,  pp.  «79,  390  (de  Lovociamps),  et  p.  301  (ïiaw 
et  AmLL). 


I 


et  considérons  les  polynômes 

/i(x)  =  Aç, 

^i(«)  — A.XH-A1, 

ft{x)  c=»  AoX*  ^-  A,»  +  Al, 


/à,(x)  =s  AoX*  H-  k^^  -I-  AiX^*H-  —  -H  A^; 

facilement  calculables,  pom*  une  valeur  déterminée  de  x,  par  la 
relation  récurrente 

/;(«)  =  x/;.i(x)-i.A^ 

Si  Ton  désigne  par /o,  /*|, ...  /Sn  les  valeurs  numériques  de 
ces  polynômes ,  pour  x  »=  a,  on  a 

^-^*)     f^xT-'  H-  /;«--«  ^  ...  -^  f^  '    '^ 


a?  —  a  X  —  a 

On  a  aussi  les  identités 


A')        f^'^ -la-b)    ^'^ 


X — a      X  — 6  (x  —  a)(x  —  6) 


(x  — a)(x~-6)      (x  — a)(x  — c)  (x — a)(x — 6)(x — e) 

qui  permettent  de  calculer  les  quotients  de  f(x)  par  (x— aXx— 6), 
(x  —  a)(x  —  6)(x  —  c), ...,  pour  des  valeurs,  inégales  entre 
elles,  de  a,  6,  c,  ... 

%  Lemme  de  Se62TER,  généralisé.  Si  ^(x)  désigne  Texpression 
Ax"  H- Bx*^ -*- Cx*-* -^ hKx-t-L, 

le  nombre  des  variations  de  (x — b)f  (x),  pour  h  positif  j  surpasse, 
dun  nombre  impair ^  k  nombre  des  variations  de  f  (x).  Ce  lemme 


sert  de  base  à  la  démonstration  donnée  ordinairement ,  dans 
les  eoursy  du  théorème  de  Deseartes.  U  est  facile  d'étendre  h 
démonstration  de  ce  lemme  à  Texpression 

/■(x)  =  Aa:--i-Bjr-*-i-  .-  +  Kx-4-L 


X  — 


en  supposant  M  constant,  et  a  quelconque,  positif  ou  n^^atif, 
pourvu  que  6  soit  positif  et  plus  grand  que  a. 

On  peut  d'ailleurs  étendre  le  lemme,  sous  certaines  conditioDS, 
k  d'autres  fonctions  rationnelles  de  x,  de  terme  unique. 

S.  Théorème  de  M.  Laguerre.  Dans  toute  équation  algébriçm 
fm(x)  «=s  0,  fe  nombre  des  racines  positives,  plus  grandes  que  a, 
ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

/•(a),  f,{a),  /;(«). •••»/:(«)i  .••(«) 

et,  quand  il  est  moindre,  la  différence  est  un  nombre  pair. 

On  démontre  ce  théorème,  trouvé  par  une  autre  voie,  exaeie- 
ment  de  la  même  manière  que  le  théorème  de  Descartes,  qoî 
n'en  est  qu'un  cas  particulier,  dans  l'hypothèse  a  «»  0. 

Remarques.  —  L  Si  pour  x^^a,  la  suite  des  fonctions  (1) 
ne  présente  que  des  permanences,  le  nombre  a  est  ime  limile 
supérieure  des  racines  positives. 

II.  On  obtient  une  limite  du  nombre  des  racines  réelles  eom- 
prises  entre  0  et  a,  et  une  limite  inférieure  des  racines  positives^ 
en  appliquant  les  considérations  précédentes  k  la  transformée 
en  ^,  et  en  remplaçant  a  par  ^.  On  fera,  en  particulier, a «■!. 

Exemple.  Soit  l'équation 

/•^{x)  =  x»  — 8x*  — 16«»  +  iat"  — 9«— 6«0, 

considérée  par  MH.  Petersen  et  Laguerre. 
Pour  X  ss  1,  la  substitution  donne  la  suite 

I,    -4,    -80,    -8,    -17,    -H; 
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et,  dao8  la  transformée  en  4,  '  , 

—  5,    —14,    —2,    —18,    —25,    —22. 

Donc  l'équation  n*a  qu'une  seule  racine  positive,  laquelle  est 
plus  grande  que  l'unité. 


REMARQUES  SUR  UNE  SÉRIE. 


I.  Soit 


«*«•«"«■ 


^<*>-r=:p*T3^*Ti:^-*Tiv-»-'  •  (*) 


série  dont  le  terme  général  a  la  forme  ^^zz^  •  ^^  développement 
de  eette  fraction  est 


•  •  •  • 


Par  conséquent  : 

l""  JLa  série  (1),  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  devient 

«*-*.«•  ^  X» -*- a»^  «»+ 2x" +  «**-*.  2«"  ^  . .  4- Arx"  H- ...;  (2) 

3*  L'exposant  N  est  le  produit  de  deux  facteurs ,  autres  que 
Funité; 

3^  Si  N  n^est  pas  un  carré  j  An  égale  la  moitié  du  nombre  dés 
diviseurs  de  N,  diminuée  de  1  ; 

4**  Si  N  est  un  carré,  An  égale  cette  moitié ,  diminuée  de  {. 

II.  Attribuons  à  N  une  valeur  déterminée,  et  prenons  la  déri- 
vée N"**  de /"(x).  Nous  aurons 

^^=  1.2.3...NAm-*-  (N'— N  ^  1)(N'—  N  h-  i)...WAj,^'*^ ...; 
ax" 


-*«»  — 

«I,  en  fiÛMDt  X  «M  0  : 


[-i^-L-*-«-3~.N.A^ 


Au  contraire,  p  étant  autre  que  4,  6,  8,  9,  . ..,  N,  . . .  e*est4- 
dire  p  itani  premier  : 


mir- 


Ainsi»  le  wmAre  p  e$t  premier  ùu  non^  selon  que  la  éèrim 
p****  de  f (x)  e'annuk  avec  x^aune  s'anntUe  pas  (*). 


m.  La  eéUbve  série  de  Lambert  : 


«« 


»  •    •    •    •    •  w 


a  pour  développement 

(p(x)  =  «H-2x*-i-2x»-4-5«*-*-Sx"-*-  ...  -♦-Biiflr"  -♦- .-,    (4) 

Bn  étant  le  nombre  des  diviseurs  de  N. 
D*après  ce  qui  précède  (3%  i""),  si,  à  2/'(x),  ou 

**•  +  2x«  H-  2«*  -i-  SLc*  -^  2x**  -♦-  4«"  -I-  ..•  -♦-  SAi^ïb»  h-  -, 

on  ajoute 

2x  H- 2x«4- 2x* -»- 2x* -♦- Sx» -«- 2x* -f- i»* -•- ix» -^  «a^ .«- 2x"+ "• 

— X  — X*  — X* 

le  résultat  est  (p(x)(**). 


(*)  Cette  proposition  ne  diffère  pas  d'an  thëorèiBe  proposé  per  JL  la- 
dieke  (Quectton  559). 
(**)  En  effet,  lorsque  N  est  wm^eani^  le  eoefficieni  de  «^  dcrJent 

et,  lorsque  N  est  carrtf  •* 
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Aiasi 

y»«*  »«*  «**  ,»*" 


•  •• 


ou 

Cette  transformation  de  la  série  de  Lambert  est  due  à  Clau- 
sen  (•).  E.  Cataur- 


SUR  LA  FRÉQUENCE  ET  LA  TOTALITÉ 
DES  NOMBRES  PREMIERS; 

par  M.  H.  Brocard,  capitaioe  du  Génie,  à  Alger. 

(S»jlt,  ywr  U  ▼,  pp.  1,  85,  60,  113,  MS,  S70  et  437.) 


L^évaluation  de  la  totalité  des  nombres  premiers»  inférieurs  à 
une  limite  donnée,  a  exercé,  comme  on  le  voit,  la  sagacité  de  bien 
des  analystes.  Gauss,  Encke,  Legendre,  Riemann,  M.  Tcheby- 
chef  se  sont  proposé  de  Oxcr  une  approximation  su£Ssante  pour 
la  pratique;  mais  d*autres  calculateurs  ont  cherché  des  formules 
exacte»,  donnant  la  solution  rigoureuse  et  complète. 

Nous  signalerons,  pour  commencer,  les  recherches  entireprises 


(*)  Maximilirn  Curtzb.  AimaH  ai  MatemaHca,  U I,  1867. 
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par  M.  Piarron  de  Mondésir.  L'exposé  se  trouve  dans  YAnmàe 
de  F  Association  française  (Congrès  du  Havre). 

Le  principe  de  ces  recherches  peut  être  résumé  en  quelqaes 
mots. 

Désignons  par  [-]  le  nombre  entier  qui  se  rapproche  le  plus 
de  la  valeur  du  quotient  ^,  2N  étant  la  limite  supérieure  assi- 
gnée d*avance,  et  p  étant  un  nombre  premier. 

Les  formules  auxquelles  parvient  Tauteur  varient  avec  la  gran- 
deur du  nombre  N,  afin  que  les  calculs  ne  deviennent  pas  trop 
compliqués.  En  les  désignant  par  A,  A^»  A^  A4,  on  a 


—2(2) 


A.    S-N-2(^-h2(^)+Q+V+«4-1. 

^  --2(^^2(i)-2(i->2(  JrJ^v^... 

Dans  cette  dernière  formule,  a  prend  successivement  les  valeurs 
3,  5,  7,  et  le  produit  06  les  trois  valeurs  3.5, 3J,  5.7. 

On  peut  ainsi  transformer  la  formule  (A)  à  volonté,  en  faisant 
disparaître,  du  calcul  de  Q  et  de  Y,  autant  de  facteurs  preoiiers 
qu*on  voudra,  en  commençant  par  la  gauche  de  la  suite  des  din- 
seurs  3,  5,  7,  11, 13,  H,  ...,ç,  q  désignant  le  terme  de  rang 
n  et,  en  même  temps,  le  plus  grand  nombre  premier  conteon 
dans  j/2N. 

Q  est  Tensemble  des  multiples  de  deux  lettres.  V  est  la  somme 
des  multiples  dans  la  formation  desquels  entre  un  nombre  fn- 
mier,  supérieur  à  g.  Cette  dernière  catégorie  ne  comprend  que 
des  multiples  de  trois  lettres  au  moins. 

M.  Piarron  de  Mondésir  a  fait  Tapplication  de  ses  formules  a 
la  recherche  de  la  totalité  des  nombres  premiers  inférieurs  aox 
limites 

âN»»IOO,    iOOO,     10000,     iOOOOO,     1000000. 
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Il  a  employé,  pour  ces  divers  problèmes,  les  formules  . 
A,  A,  A,  Ag,  A4; 

et  il  est  arrivé  aux  résultats  suivants  : 

26,  169,       4  230,      9  593,        78490. 

La  comparaison  avec  les  Tables  de  Burckhardt  démontre  que 
la  formule  est  exacte  pour  les  quatre  premières  limites.  Le 
nombre  9  592,  donné  par  Legendre,  est  sans  doute  trop  faible 
d'une  unité. 

Quant  au  nombre  78  490,  il  n'a  pu  être  vérifié  directement 
sur  les  Tables,  mais  il  ne  diffère,  que  de  trois  unités,  du  nombre 
78  493,  donné  par  Legendre. 

Ces  vérifications  des  formules  précédentes  ne  laissent  donc 
rien  à  désirer.  Les  calculs  nécessaires  ne  tiennent  pas  beaucoup 
de  place;  les  résultats  se  déduisent  les  uns  des  autres,  et  les 
opérations  forment  une  chaîne  parfaitement  continue.  Cependant, 
les  formules  en  question  offrent  encore,  comme  les  formules 
approximatives  de  Gauss,  Legendre,  etc.,  Tineonvénient  de  don- 
ner, dans  le  cours  du  calcul,  des  nombres  fractionnaires,  tandis 
que  le  résultat  devrait  toujours  être  un  nombre  entier.  En  géné- 
ral, [— J  est  un  nombre  décimal,  et  alors  il  faut  tenir  compte 
des  foru  dixièmes  dans  Tévaluation  de  ce  nombre.  Ainsi,  M.  Piar- 
ron  de  Mondésir  admet  que 

(— )  =  699,      (-)  =  *00.      y -7. 

Il  y  a  donc  là  une  cause  d'erreur,  laissée  à  Tappréciation 
du  calculateur,  et  d'où  résultent  les  divergences  observées  à 
la  suite  des  opérations.  La  formule  employée  est  exacte  ;  Talter- 
nance  des  signes  +  et  —  finit  par  y  produire  une  sorte  de 
eompensation  des  erreurs  provenant  des  chiffres  décimaux  ;  mais 
il  est  bien  clair  qu'on  ne  peut  arriver  à  détruire  ainsi  toutes  les 
causes  de  désaccord. 

VL  17 


L 


—  ses  — 

La  découverte  de  ces  résultats  date  de  1864;  Fauteur  a  jug^, 
avec  raison,  qu'il  y  aurait  utilité  à  les  publier,  pour  provoquer 
de  nouvelles  recherches  sur  ce  sujet  (*). 


Lintéressant  Mémoire  de  M.  Piarfon  de  Mondésir  a  été  publié 
en  1877.  Quelques  années  auparavant,  un  Géomètre  allemand, 
M.  Meissel,  dlserlohn  (Westphalie),  publiait,  dans  les  Èbtk. 
Annalen^  une  solution  du  même  problème,  fondée  sur  une  mé- 
thode qui  offre  des  analogies  avec  celle  que  nous  venons  de 
résumer.  11  serait  difficile  d*établir  une  comparaison  entre  les 
développements  de  calculs  que  nécessite  l'emploi  de  chacune  des 
deux  méthodes.  II  est  à  présumer  que  celle  M.  Piarron  de  Mon- 
désir est  plus  expéditive  que  la  méthode  de  Meissel ,  à  en  jugor 
par  les  tables,  assez  longues  et  nombreuses,  que  ce  dernier  a  dû 
préparer  pour  faciliter  Fapplication  de  sa  formule. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  méthode  de  M.  Meissel  parait  exempte 
de  rinconvénient  d'introduire  des  nombres  fractionnaires;  et,  i 
ce  titre,  elle  mérite  d'être  étudiée  et  développée. 

Soient  p„  le  n*^  nombre  premier  et  (m)  la  totalité  da 
nombres  premiers  égaux  ou  inférieurs  à  m.  E  désignant,  dans 
la  notation  de  Legendre,  la  partie  entière  du  produit 


m 


V       pJ\       pJ\       Pni 


on  a  une  fonction  de.  deux  éléments,  su  et  n,  que  l'on  peut  rqué- 
senter  par  (bim^fC^^  laquelle  donne  la  totalité  des  nombres  qui, 
dans  l'intervalle  de  1  à  m  inclusivement,  n'admettent  aucun  da 
diviseurs  Pi,  jDji,  •••»?!>• 
L'hypothèse  n^=^<fm  entraîne  la  relation 

$(m,9iit)sat. 


O  Voir  les  Notes,  p.  SCS.  (£.  C.) 
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On  a  ausBî 

0  (m,  a  -I-  <fm)  >=»  i    (a  eutier  et  positif) , 

$(m,  a)  s=  1  +  (pm  —  a; 

^(m,  n)  arO(m,  n  —  1)  —  4E  [— »  n— 1  )- 
La  formule 
♦(m,çl/m  — a)  — 1  ^  <piit  —  (a  ■»•  1  )9  t^m  -♦-  ^ ^^  "*"  ^^ 

X 


2"    ^{t) 


peut  s*éerire 

si  Ton  pose 

et  cette  dernière  représente  la  totalité  des  nombres  premiers^  dans 
rintervalle  de  1  à  m. 

M  9  R  représentant  des  nombres  entiers  ^  on  a 

m  =  Hpip^s..  .p,  -h  R; 
donc 

♦(m,ii)-M(pi-4)(p,-l).-.(p„~4)  +  «(R,ii). 

Pour  abréger  les  calculs ,  M.  Meissel  a  construit  : 

i-  Une  table  de  (2— 1X3— 1)(S— 1)(7— 1X11— 1)— 480 
valeurs,  qui  a  permis  de  calculer  9(m^  5). 

2"*  Une  table  des  valeurs  de  $(100m,  5n)  jusqu'à  m  »  800^ 
n  variant  depuis  2  jusqu'à  6. 

Z^  Une  table  des  4  500  nombres  premiers,  à  partir  de  2,  qui 
a  permis  de  calculer  9(1 00, n)  jusqu'à  n  =  2000. 

Ce  travail  préliminaire  peut  donner  une  idée  de  la  difficulté 
du  problème;  mais  il  a  fourni  à  M.  Meissel  une  occasion  de 
reviser  toutes  les  tables  de  nombres  premiers,  et  d'y  relever 
près  d'une  centaine  de  fautes. 

M.  Meissel  termine  son  Mémoire  en  signalant  la  concordance 


L. 
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parfaite  des  résultats  de  sa  formule  avee  le  déaombremeDt  direct 
effectué  sur  les  tables  de  Burckhardt.  En  voici  Je  résumé  : 


CHUUDBS 

TOTAUTI 

20 

2  262 

100 

9  592 

200 

17  984 

300 

25  997 

400 

35  860 

500 

41  638 

CULIADBS 


TOTAUTÉ 


600 

49  4)98 

700 

56  543 

800 

65  951 

900 

71  274 

1  000 

78  498 

10  000 

664  579 

Ainsi,  la  formule  dont  il  s^agit  offrirait  une  exactitude  incom- 
parable. Le  dernier  nombre  et  le  suivant 

9(100  000  000)  =  5  761  460, 

évalué  aussi  par  M.  Meissel,  dépassent  les  limites  des  tables;  mais 
il  est  à  présumer  que  ces  nombres  ne  sauraient  s'écarter  beau- 
coup de  ceux  que  fournira  un  jour  l'évaluation ,  au  moyen  de 
tables  suffisamment  prolongées;  car  il  faut  espérer  que  le  progrès 
des  méthodes  de  calcul  permettra  de  pousser  la  oonnaissaoce 
des  nombres  premiers  jusqu'à  100  000  000. 

En  attendant  ce  résultat»  on  peut  signaler  une  relation  asseï 
simple  entre  le  nombre  N  et  le  nombre  9(JS)f  quand  on  sup- 
pose N  =  10». 

On  a  t  pour  les  premières  valeurs  de  n ,  et  en  admettant  la 
formule  de  M.  Meissel,  la  série  suivante  : 


IT  DB  10". 

VAI.BDB  DB  9. 

TALBVB  DB  — -. 

VAunutiaSB- 

1 

4 

2,5 

i 

2 

25 

*,o 

4 

3 

168 

5,9 

6 

4 

1  229 

«,* 

8 

5 

9  592 

10> 

10 

6 

78  498 

12,6 

IS 

7 

664  579 

15,0 

14 

8 

5  761  460 

17,3 

16 
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Ainsi ,  dans  les  limites  des  tables,  la  totalité  des  nombres  pre- 
miersy  inférieurs  à  10",  est.  trës-sensiblement  égale  à  -^ . 

Cette  valeur  est  approchée  par  excès. 

Cette  formule  approximative  n'est,  en  réalité,  qu^une  traduc- 
tion, en  nombres,  de  la  formule  de  Gauss  indiquée  au  début  de 
ce  travail  (iV.  C.  if.,  t.  Y,  p.  33).  Des  comparaisons  de  cette 
nature  peuvent  avoir  de  Futilité;  elles  expliquent  Torigine  pro- 
bable des  formules  d'approximation  qui  ont  été  employées  dans 
la  théorie  des  nombres  premiers,  à  défaut  d'autres  formules  plus 
exactes. 

Les  nombres,  rapportés  dans  ce  qui  précède,  permettent  encore 
une  autre  vérification  de  la  proposition  de  M.  Lionnet  (N.  €.  Jf., 
t.  y,  p.  268),  dans  les  limites  des  tables  et  des  applications  des 
formules. 


tlWTU 

TOTALITÉ 

DOUBLES  DBS  H 

DES  IHTERViM.I». 

DES  ROMBEES  PREUEBS. 

DOltDUTElIEin  Dll 

800  000 

63  951 

67  720 

400  000 

33  860 

38  968 

200  000 

17  984 

19  184 

400  000 

9  592 

10  266 

90  000 

5  133 

8  824 

25  000 

S  762 

2  976 

12  800 

1  488 

1  624 

6  250 

812 

890 

3  42S 

445 

492 

1  563 

246 

274 

781 

137 

154 

390 

77 

88 

195 

44 

50 

f 

98 

28 

30 

49 

18 

18 

24 

9 

10 

12 

8 

6 

6 

3 

2 

3 

i 

' 

« 

Non.  —  Si  Ton  cherche  les  valears  que  donne  la  formok  de 
Legendre»  pour  10^  el  10^,  on  trouve 

665  439,94,    6  1S7  188,43. 
DmiRKKCts  :  -i-  560, 9 ,    h*  366  728, 4. 

Si  Ton  détermine  la  constante  numérique  par  hi  eonditioD 
qu'elle  donne  les  valeurs  trouvées  par  M.  Meissel,  on  trouve 

1,07087558    et    4,01969, 
au  lieu  de 

1,08366. 

La  formule  de  Legendre  8*applique  bien  encore  jusqu'à  10^ 
mais,  pour  10^,  elle  8*écarte  beaucoup  trop  du  nombre  donné  pir 
M.  Meissel. 

On  voit  que  le  paramétre  numérique  de  cette  fommle 
(1,08366)  a  une  tendance  à  diminuer,  quand  on  s'astreint  i 
mettre  la  formule  d'accord  avec  les  résultats  énoncés  préeédoD- 
ment 

Les  recherches  de  M.  Meissel  méritent  une  grande  confianee, 
en  raison  du  soin  avec  lequel  cet  Analyste  a  vérifié  les  rele?és  des 
calculs  de  Gauss,  sur  la  fréquence  et  la  totalité  des  oombres 
premiers,  qui  terminent  le  tome  II  de  ses  Œuvres  conq^Ula 
(pp.  436  et  suiv.).  C'est  précisément  à  la  suite  de  ce  tra?ail, 
considérable  et  diflScile,  que  M.  Meissel  a  eu  Tidée  de  cfaerdier 
une  formule  rigoureuse.  Le  succès  a  répondu  à  ses  efforts,  el 
lui  a  donné  la  hardiesse  d'appliquer  sa  formule  à  un  nombre  tel 
que  10*,  qui  dépasse  de  beaucoup  la  limite  de  toutes  les  tables 
de  nombres  premiers.  (La  suite  prochainemenL) 

Notes  du  RtoACTBUR.  —  L  Au  Congrès  du  Havre,  j'ai  bit 
observer  à  M.  Mondésir,  mon  ancien  Camarade,  que  sa  formule 
diffère,  assez  peu,  de  celle-ci  : 


•«-("'="•- '-sfcVsQ-sfâ 


-♦-  —  0- 


(•)  N.  C.  Jf.,  t  V,  p.  414 


—  ««5  — 

Quant  à  cette  seconde  formule,  que  je  croyais  nouvelle  en 
18S7,  et  même  en  1877,  on  la  trouve  (à  la  notation  près)  dans 
la  Théorie  des  Nombres,  de  Legendre  (tome  II,  pp.  91  et  suiv.). 

IL  Si  Ton  suppose  (3  =  3,  7  »»  S, ...  ;  et  que  Ton  représente, 
par  ky  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  3,  contenue  dans 
n,  on  obtient 


6 


w-.<.,-^-*-,-2(?).2(|)--(?^') 


n  étant  le  plus  grand  nombre  premier  qui  ne  surpasse  pas  n. 

III.  Si  Ton  pouvait  démontrer  que  le  second  membre  est 
positif,  il  en  résulterait  qu'entre  n  et^n,  il  y  a  au  moins  un 
nombre  premier;  proposition  contenue  dans  le  Postulatum  de 
M.  Bertrand. 


CORRESPONDAHCL 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Cremona.  —  «  le  viens  de  rece- 
voir le  cahier  de  mai,  de  la  N.  C.  M.  Diaprés  Tindication  que 
vous  y  donnez,  à  la  page  228,  je  me  suis  hâté  de  lire  Tarticle 
de  M.  Hoppe,  dans  VArchiv.  de  Grunert;  article  excellent  et  trop 
modeste,  digne  de  n*étre  pas  relégué  entre  les  Miscelkn.  Dès 
les  premières  lignes  de  cet  article ,  j'ai  pu  reconnaître  que,  dans 
renoncé  de  la  Question  838,  au  lieu  de  surface  de  révolution ,  il 
faut  lire,  simplement,  surface.  En  effet,  la  surface  de  M.  Hoppe, 
étant  engendrée  par  la  révolution,  autour  d'un  axe,  d'une  courbe 
«artoAfe  de  forme,  n'est  pas  une  surface  de  révolution,  dans  le 
sens  ordinaire  du  mot. 


—  iM  — 


Je  dois  protester  contre  la  désignation  d'illustre  inventewr  à 
la  Géométrie  projecHve,  par  laquelle  vous  avez  voulu  mlionorer. 
Le  créateur,  l'inventeur  de  la  Géométrie  projective  est  PoDce- 
let (*)•  » 


Extrait  d'une  kttre  de  M.  Hermite.  —  t  Voici  une  questioa 
à  proposer,  si  vous  le  voulez  bien,  à  vos  jeunes  lecteurs.    - 

Soit 


X       «* 


F(a)«.|-f--H- 


On  propoêe  de  former  la  dérivée,  d'ordre  n,  de  l'eafreuiM  : 

e  —  F(g) 

Quand  elle  aura  été  résolue,  j*en  proposerai  une  autre,  fâ 
lui  fait  suite.  > 


Une  lettre  de  M.  Brocard,  envoyée  i  rimprîmerié  il  y  a  plu- 
sieurs semaines,  a  été,  parait-il,  égarée  à  la  poste.  J'ai  dû  prier 
mon  honorable  Collaborateur  d'en  faire  une  nouxieW/e  édiftoa. 
Celle-ci  paraîtra  dans  le  numéro  de  juillet.  (E.  C.) 


C)  J*ai  eu  rhonneur  de  connaître. le  général  Poneelet,  et  je  nlîfie,4fe 
toutes  mes  forces,  les  éloges,  mérités,  que  lui  décerne  mon  savant  Colli^ 
de  Rome.  Mais,  si  Poneelet  a  écrit  le  Traité  des  propriété  pntfeeftad» 
figurée f  il  n*a  pas,  que  je  sache,  songé  à  cette  heureuse  dénominatioD  de 
Géométrie  projective,  adoptée  par  M.  Cremona.  J'aurais  pu,  pour  épaigacr 
la  modestie  de  Thonorable  Géomètre,  rappeler  perfectiotmeur;  mais  ce  aist 
n*est  pas  dans  les  dictionnaires  :  il  noos  manque.  (E.  C) 

P.-5.  —  L^assertion  précédente  n'est  pas  tout  k  fait  exacte  :  le  Dietioa- 
naire  de  Littré  m'apprend  que  perfectionneur  a  été  employé  par  Pokiut. 
Curieuse  coïncidence! 
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VARIÉTÉS. 


UNE  NOUVELLE  THÉORIE  DES  TANGENTES  f). 


L^ouvrage  dont  nous  donnons  le  titre  ci-dessous  est,  certai- 
nement,  Toeuvre  d'un  retnueur  dHdées. 

En  outre,  il  est  écrit  avec  verve ,  avec  esprit.  Mais  comment 
un  ancien  Professeur  de  Mathématiques  supérieures  a-t-il  pu 
être  conduit  à  faire  les  étranges  déclarations  qui  suivent  ? 

«  Personne  ne  semble  se  douter  que  la  Géométrie  enseigne 
une  chose  radicalement  fausse,  et  qu'elle  la  démontre  à  Tégal 
de  ses  autres  propositions ,  bien  que  cette  fausseté  soit  établie 
avec  la  plus  complète  évidence  depuis  deux  siècles.  Et  cette 
absurdité,  qui  sufiBrait  à  elle  seule  pour  condamner  la  vieille 
Géométrie  grecque,  je  ne  Tai  vu  relever  nulle  part ...  (p.  96). 
»  Cette  erreur  manifeste  que  la  Géométrie  élémcQtaire  avance 
et  démontre  de  la  même  manière  que  ses  plus  grandes  vérités, 
consiste  à  prétendre  que  la  tangente  n'a  qu  un  point  de  corn* 
mun  avec  la  circonférence.  Que  les  Grecs  aient  soutenu  une 
telle  hérésie,  on  le  comprend,  à  la  rigueur;  mais  qu'en 
plein  XIX'  siècle,  les  géomètres  la  répètent  tous,  sans 
exception ,  alors  qu'ils  savent  tous,  également  sans  exception, 
qu'elle  est  contraire  à  la  réalité  (**),  c'est  ce  que  l'on  ne  peut 


(*)  JLa  Phûosophie  êcieniifique  ...;  par  H.  Giaikd,  capitaine  en  premier 
do  Génie,  ancien  professeur  de  Mathtoatiques  snpérieiirea,  professeur  d'Art 
militaire  et  de  Fortifications.  (Paris  et  Bruxelles. —  Bandry  et  Muquardt.) 

Ç*)  La  tangente  serait  donc  iéeaniet  La  réciproque  Sil-^e  Traie! 
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s'expliquer  qu*en  accordant  à  la  routine  le  pouvoir  surnaturel 
de  cacher  aux  yeux  de  plusieurs  générations  la  plus  étonoanie 
contradiction  que  mentionne  Thisteire  de  la  science.  Qii*oa 
remarque,  en  effet,  que  depuis  deux  siècles,  le  calcul  infinité- 
simal a  établi  avec  la  plus  flagrante  évidence,  que  c^est  pré- 
cisément le  caractère  spécial  de  la  sécante  de  n'avoir  qa'm 
point  de  commun  avec  la  courbe,  tandis  que  la  tangente  eoi 
deux  (*)•..  (id.). 

•  Chacun  sait  qu'un  point  étant  donné  sur  une  courbe, 

il  passe  par  ce  point  une  infinité  de  sécantes ,  tandis  qoe  h 
tangente  en  ce  même  point  occupe  une  position  unique» et 
par  conséquent  déterminée.  Or  pour  fixer  la  position  d^one 
droite,  il  faut  deux  points;  et  comme  la  tangente  est  purement 
locale,  comme,  en  d'autres  termes,  il  n'existe  en  dehors  de  h 
courbe  aucune  condition  qui  puisse  entrer  dans  la  détermiot- 
tion  de  la  tangente,  ces  deux  points  doivent,  de  toute  nécessité, 
se  trouver  dans  l'élément  de  contact;  et  il  n'y  peuvent  coïn- 
cider (**) ,  par  la  raison  que  s'ils  le  faisaient,  la  tangente 
serait  d'être  déterminée  (p.  98).  > 


(*)  Nous  devons  modifier  la  note  précédente  :  M.  G.  appelle 
qne  tout  le  monde  appelle  tangente,  et  vice  versa  :  il  ne  s^agit  qae  Mn 
averti.  Sérieusement,  si  T Analyse  infinitésimale  était  coupable  des  mébSi 
dont  la  félicite  Thonorable  auteur,  on  devrait  la  snpprimer.        (E.  C) 

(**)  Si  ces  denx  points  ne  eoîncident  pas,  k  quelle  distance  sont-ilSi  ta. 
par  rapport  à  Tantre?  Cette  distance  est-elle  un  dixième,  on  eentième,  m 
millième  ...  de  millimètre?  On  croit  rêver  quand  on  lit  de  pareilles  éasr- 
mités,  débitées  avec  tant  d*assurancel  M.  Girard  est  pins  heorenx  qnaadil 
critique  certaines  définitions,  par  exemple  ceUe-ci,  que  HoUère,  si  elle  atait 
été  inventée  en  4664,  aurait  pu  mettre  dans  la  bouche  de  Pancraee:  «  ria- 
»  finiment  petit  est  Textréme  degré  de  petitesse  que  tend  à  aeqnêrir  OM 
*  quantité  qui  tend  indéfiniment  vers  zéro.  »  (E-  C) 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Qxiestioii  SOT. 

On  donne  une  circonférence  OBD,  un  diamètre  fioce  D'OBD , 
une  tangente  parallèle  CI  9  dont  le  point  de  contact  soit  G.  On 
projette  chaque  point  A  de  la  courbe,  en  B,  sur  OD,  puis  le  point 
B,  enMf  sur  CA.  Trouver  le  lieu  du  point  M. 

(H*  Brocard.) 

Prenons  pour  pôle  le  point  G  et  pour  axe  polaire  le  diamètre 
COG^  perpendiculaire  à  DD'.  Soient  r,  0  les  coordonnées  du 
point  M. 

Si  le  point  A  est  situé  sur  la  demi-circonférence  DGD',  nous 
aurons 

r  —  CA-MA. 
Mais 

CABalRooso,    MA«stABco86«iRcos3eco80; 
donc 

r  =  R(2  — cos3e)co8e. 

Même  résultat  si  Ton  suppose  A  situé  sur  DGD'. 
La  courbe  est  très-facile  à  construire. 

(E.  Fauquehrergce.) 


QneatioA  S08* 

On  désigne  par  9  (a)  le  nomire  des  entiers  non  supérieurs  au 
nombre  a  et  premiers  avec  lui,  et  par  \l/  (a)  le  non^e  des  entiers 
plus  grands  que  a,  premiers  avec  lui  et  non  supérieurs  à  un 
nombre  quelconque  n  connu  : 

1*  Calculer  l'eoiyrtression  de  4^ (a); 
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9*  Démonirêrque 

ç(5)  +  ç(3)  +  --.-H9(ii) 
-4/(2) +  4/(3) +  ...  +  4/(11); 

3*  Démontrer  que 

2f  (â)  +  39(5)  + H  nf  (n) 

=  2[î*(2)  +  54/(3) +  ... +iwj;(n)]. 

(É.  Lucas.) 

En  désignant  par  4^(0,  y)  le  nombre  des  entiers  plas  grenà 
que  a,  premiers  avec  o  et  non  supérieurs  au  nombre  y»  mi  voit, 
d*abord,  que  la  différence 

a  la  valeur  i  ou  0^  selon  que  a  est  premier,  ou  non,  avec  y  (*). 
Par  conséquent,  Texpression 

i^(1,y)  +  1^(2. y)  +  . ..  +  ï^y— I,  y) 
-i^(4,y-<)-iK2,y-l) ,/.(y-.  I,y  -  I) 

est  égale  au  nombre  des  entiers  non  supérieurs  à  y  et  premien 
avec  Vf  c*est-à-dire  égale  à  9 (y).  Après  avoir  posé,  successive- 
ment, y  s=  2, 3, 4,  ...,11,  nous  obtenons,  par  addition, 

iK4,n)+  vK2,ii)  +  ...  +  i^(n,n)  =  9(2)  +  9(3)  n +  9{«)(T^ 

Pour  démontrer  la  seconde  formule,  je  fais  observer  que  h 
différence 

ai/^(a,  y)  —  a\l/{af  y  —  i) 

a  la  valeur  a  ou  0,  selon  que  a  est  premier,  ou  non,  avec  y;  c*esi 


(*)  Voir,  plus  loin,  la  solution  de  la  Quuiùm  B80.  (E.  C) 

(**)  A  cause  de  ^(n,  n)^0,  on  peut  ajouter,  au  premier  meinbre,  k 
terme  ^ (n,  »)  ;  mais  il  n^est  pas  permis  de  chasser  le  terme  f  (I,  a).  D^ipiti 
cela,  les  formules  de  M.  Lucas  sont  à  modifier.  (R.) 


i 
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pourquoi  la  somme 

l»Kl,y)  H-  ^^|J{%if)  -H  ...  ^-  (k  —  i)^(v  —  i,  v) 

égale  la  somme  des  entiers  non  supérieurs  à  y  et  premiers  avec 
y»  c*est-à-(lire  -^^.  En  procédant  comme  on  Ta  fait  ci-des- 
sus f  on  trouve 

«  i[29(2)  ^  3?(3)  +  . . .  +  n9(»»)}C). 

(Radigkb.) 


Question  833* 

Soient  :  DA,  BG  deux  droites  perpendiculaires  û  OX;  F^  un 
point  de  OX;  MN,  un  arc  de  courbe;  MF,  la  tangente  menée  du 
point  F.  Cette  tangente  rencontre  DA,  BC  aux  points  A,  C.  On 
joint  G  au  pied  E  de  l'ordonnée  du  point  M  :  la  droite  GE  ren^ 
contre  DA  en  un  point  A\  On  demande  pour  quelle  xourbe  MN 
fa  construction  ainsi  dirigée  donne ^  chaque  fois^  DA  «>  DA'.    . 

(H.  Brocard.) 

I 

Prenons  DA  pour  axe  des  y\  soient  x,  y  les  coordonnées 
du  point  M.  L*ordonnée  du  point  A  est 

dfj 


Par  suite,  Inéquation  de  la  droite  A'E  est 

X  Y 


X  dy 

^-^Tx 


i (*) 


(*)  Voir  la  Note  ci-dessus.  (^) 

Noos  laissons,  aa  saTsnt  professeur  de  Bromberg,  la  responsabilité  de  H$ 
remarques.  (E.G.) 
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X»  Y  désignant  les  coordonnée»  courantes.  Cette  droite  doit 
passer  par  le  point  d'intersection  des  deux  droites  représentée 
par  les  équations 

Y-y-^(X-x) (I) 

X-«, (3) 

a  désignant  la  distance  DB. 
L'élimination  de  X,  Y  conduit  à 

(a:*-ûx)2y^-{a«-a)y 

L'intégrale  de  cette  équation  est 

y*=Cx(«  — a), 

C  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Les  courbes  cherchées  sont  donc  les  coniques  dont  un  axe 
est,  en  grandeur  et  en  direction,  la  droite  DB. 


La  démonstration  précédente  ne  suppose  nullement  que  les 
axes  de  coordonnées  soient  rectangulaires.  Si  donc  les  parallèles 
DA»  BG  sont  obliques  sur  OX,  les  courbes  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée  sont  les  coniques  dont  un  diamètre  est  DB,  les 
tangentes  aux  extrémités  de  ce  diamètre  éuint  DA,  BC. 

La  propriété  des  coniques ,  que  nous  venons  d'établir,  est  une 
propriété  projective ,  c'est-à-dire  que  :  La  langenie  en  un  poM 
(Tune  conique f  et  les  trois  droites  qui  joignent  ce  point  à  tfevx 
points  fixes,  pris  sur  la  conique,  et  au  point  d'intersection  des 
tangentes  en  ces  deux  points ,  forment  un  faisceau  harmoniqus. 
On  peut  d'ailleurs  l'établir  de  la  manière  suivante  :  Soient  E  le 
point  d'intersection  des  deux,  tangentes  à  la  conique,  aux  deux 
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I 

points  fixes  D,  B;  M'  un  point  mobile  sur  la  conique;  A,  G 
les  points  d'interseetion  de  la  tangente ,  en  ce  point,  avec  les 
droites  DG,  B6.  D'après  une  des  conséquences  du  théorème  de 
Pascal  y  les  trois  droites  DG,  BA,  6M  concourent  en  un  même 
point  I,  et  la  diagonale  DB,  du  quadrilatère  complet  6AIGDB, 
est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres;  donc,  etc. 

Inversement,  si  Ton  cherche  Téquation  différentielle  des 
courbes  telles,  que  les  trois  droites  qui  joignent  un  point  mobile 
sur  la  courbe  à  trois  points  fixes  D,  B,  6,  forment,  avec  la  tan- 
gente,  un  faisceau  harmonique,  on  trouve  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre.  Or,  Téquation  qui  représente  les 
coniques  tangentes  en  D  et  B  aux  droites  GD,  GB ,  renferme 
UD  paramèure  arbitraire  :  elle  est  donc  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion différentielle. 


Nous  allons  maintenant  généraliser  la  question  et  démontrer 
que  si  la  tangente  en  M ,  à  vne  courbe^  former  avec  les  droites  qui 
joignent  le  point  M  à  trois  points  fixes  B,  D,  G,  un  faisceau  dont 
le  rapport  anharmonique  soit  constant,  la  courbe  est  unicursale 
chaque  fois  que  ce  rapport  anharmonique  a  une  valeur  comment 
surable,  positive  ou  négative. 

En  effet,  si  Ton  prend  DB,  DG  pour  axes  de  coordonnées, 
et  que  Ton  désigne  par  a,  6  les  distances  DB,  DG;  par  X  le 
rapport  anharmonique  des  coefficients  angulaires  des  droites 
MD,  MB,  MG  et  de  la  tangente  en  H;  par  x,  y  les  coordonnées 
de  ce  point;  Téquation  différentielle  des  courbes  cherchées  est 

[>6x-t-a(A  —  i)y+a6(i  —  >)]y-+-  [—  i6x  -+•  a{\  —  %-i->a6]x-j^caO. 

-  Posons 

y»jex, 
d^où 

dy  dz 

dx  dx* 
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il  vient 


MulUpliant  le  premier  membre  par  z^-^^,  on  trouve 
o6^^-i-  [o(l  —  i)z  — i6]x»«^  =0. 


Nous  sommes,  dès  lors,  conduits  à  poser 


d*où 


Intégrant,  et  faisant 
on  trouve 

i  â  a 

_^^  ^^^^     •  ^ _^     ■      ^_^      ■      ^i^ 

/  désignant  une  constante  arbitraire. 
On  en  déduit 

I  z 

Xs=s r»         l/es» r T* 

a  -4-  p«  -t-  r«  «  -♦-  p«  -♦-  r* 

On  voit  immédiatement  que  si  X  est  entier,  la  courbe  déCaie 
par  ces  deux  équfitions  est  unicursale  et  de  degré  X  ou  — X  +  li 
suivant  que  X  est  positif  ou  négatif. 

Supposons  que  X  soit  positif,  et  égal  à  une  fraction  ir^édll^ 
tible  I  •  Les  deux  équations  précédentes  seront 
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Si  nous  posons  z^^P,  les  deux  formules  deviennent 

I  P 


y  = 


Le  degré  de  la  courbe  est  alors  le  plus  grand  des  deux  termes 
de  la  fraction  |. 
Si  A= — I ,  on  trouve 


puis 


p 

Z  « 

m                       9*^4 

aZ9  -^  Pz  9    -*-  r 

P 

,F+f 

aP  H-  pt^  -*-  y  ' 

^     olP  -h  pr+*  -t-  r 

I^  degré  de  la  courbe  est  p  +  9,  pourvu  que  p  et  9  soient  pre- 
miers entre  eux  (*).  (Y.  Jamst.) 


Question  B80. 

Trouwr  une  infinité  de  valeurs  entières  de  v,  x^  y,  z,  telks  que 
Fexpression 

sait  égale  au  doubk  d'un  carré.  (S.  Rbalis.) 

11  faut  satisfaire  à  Tégalité 

V*  —  v(x  -4-  y  -I-  z)  -•-  yz  -t-  «X  -H  xy  =3  24". 

L  On  peut  mettre  cette  égalité  sous  la  forme 

{v  —  x)(t?  — y  —  z)-«-y«  =  2fc'. 


(-)  Voir,  N.  C.  M.,  i.  V,  p.  253,  la  solution  de  M.  A.  Leinekugel. 
VI.  iS 
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Si  Ton  fait  yif  «»  Sft^,  on  doit  atoir 

v=aXj    ou    w  =  y-t-z. 
De  liy  deux  solutions  : 

II.  On  a  aussi 

f;*-f-(»  —  X  —  y  —«)*  =  if  -*-«*  +  y* -♦-«•. 

Si  Ton  fait 

«•  =  X*  -♦-  y  *  -•-  «■, 
on  a 

^k  =  x  -f-y-f-jK  —  c. 

On  peut  donc  prendre 

x  =  a(a -4- 6),  y  ^6(a -<- 6),  zs»a6,  t?  =  a'-*- 6' -#-06,  [*=*«*]• 

III.  Si  Ton  pose 

x»Aa-«-B6,    y  =  Ba  — A6,    JE»Ca+D6,    î4=Dfl-0, 

on  doit  avoir 

„«  ^.  („  _  ar  —  y  —  z)«  =  (A*  -♦-  B*  -h  (?  ^  D«)  (a«  +  6^. 

Siy  en  outre,  ou  fait 

A = «  (a  -♦-  p  H-  r)»    B  «  (5(a  -4.  p  -H  r),    C  =  r(«  -^  ? + y)» 

D  =  pr  "*-  r«  -»-  «P  » 
on  aura 

A«  ^  B«^  C«^- D«=(a*H- p*  +  r*-4- Pr  H-r« -«-«P/î 

et  Ton  pourra  prendre 

V  =  (a*-*-  p*  -I-  r*  -t-  pr  -*-  y«  4.  «pja» 

t?  —  (x  -4-  y  -*-  «)  »  (a'-i-  p*  *♦-  y*  H-  py  +  ya  -♦-  «P)i- 


j 
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Ed  égalant  les  deux  valeurs  de  t;,/on  obtieni  réquation  de 
eondition 

(pr  -^ r«  H-  ap)a  4-  (2p -^  r)(« -h  p  -♦-  y)6«0, 
à  laquelle  on  peut  satisfaire  en  prenant 

On  obtient  ainsi  le  système  suivant  : 

(E.  Gesaro.) 


Question  CMO. 

IVoiitwçwe 


r     jr 


/*^y**  (cos'^f  -+-  cos'ôcos*— "ç  -I h  cos*"a)rf«df  caiL, 

"o       0  4 

n  étan/  positif  et  entier.  (E.  C.) 

On  sait  que 

•o'  2.4.6...  2p       2      ^^  2^^' 

donc 

et  enfin 

î    - 


0         0 


"^  JSTrt  i  ^^.#  •  ^« -y),  «-p  =  "T" 

(E.  Cesaro.) 
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Question  CMA. 

Dans  le  développement  du  produit 

(i^a)(l-6)(i-c)(i-.d)... 
savoir  : 

I  —  a  —  &-t-a6  —  c-t-ac-4-  6c  —  abe  —  d  -♦-•••; 

quel  est  le  signe  du  n*^  terme  ?  (E.  C.) 

Soit  k  Texposant  de  la  plus  haute  puissance  de  %  oooteoue 
dans  n.  Soit 

Supposons  formé  le  produit  (1  -r-a^)(l  — oj)  .••(!  — ai),qui 
contient  2*  termes.  En  le  multipliant  par  1  —  oi-h  »  on  obtient 
ces  V  termes^  suivis  de  ^  autres  termes,  dont  le  n"^  est  de 
signe  contraire  au  terme  de  rang  n'^  puisqu^il  est  égal  è  ce  terme 
multiplié  par  —  ai+4>  Ainsi  les  termes  de  rang  n  et  n'  soat  de 
signes  contraires.  Exemple  :  n  =  125. 

On  a 

5  =  2'+l. 

Les  termes  de  rang  1,  S,  13,  29,  61 ,  125  sont  alternatiyement 
positifs  et  négatifs;  donc  le  signe  du  125*^  terme  est  — . 

Si  n  =3  2^m,  le  signe  est  évidemment  donné  par  ( — 1)^,  affieeté 
du  signe  du  m'^  terme.  Par  exemple,  le  signe  du  1  000^  tenne 
est  celui  de  —(—1)»,  parce  que  1  000  =  2M25.  Le  lOOff^ 
terme  est  donc  positif  (*).  (E.  Cbsabo.) 

Autres  solutions  par  MM.  Leinekugel  et  Giron. 


OSi 

les  exposants  formant  une  suite  déavUsante^  le  signe  dn  n**^  terne  c>^ 
celuîde(— 4)^"*-P.  (E-C) 


Question  B44. 

On  donne,  dant  un  plan,  deux  triangles  à  côtés  pmyiUèles. 
Soient  a,  b,  c  les  côtés  de  l'un  d'eux,  et  x,  y,  z  Us  dislances  des 
côtés  homologues.  Démontrer  que  la  quantité  ax-i-  by  -i~  ci  reste 
constante  lorsque  les  triangles  se  déplacent  :  chercher  cette  videur 
etmstante.  (E.'.Gesabo.) 

Soient  ABC,  A'B'C  les  triangles  dont  les  c6tés  a,  b,  c  et  a',  b', 
c'  sont  respectivement  parallèles. 


Si  A'B'C  est  intérieur  à  ABC,  on  a 
ABC  —  A-BC  —  BB'C'C  -•-  AA'CC  +  AA'B'B 

=  J{a  -t-  a-)*  4-1  (6  +  ft')y  +  i  (c  +  i^)z 
^i{ax-t-bi/-*-ez)-*-i{a!x-t-b'y-*-^z). 
Les  triangles  étant  semblables,  posons 


ABC 

A'B'C'"" 


i)*.c=^.l),. 


i' -?;*«<= 


—  «s  — 


d*où 


ax  -4-  6y  -t-  cz  = ABC. 


Dans  œ  cas»  la  quantilé  ox  +  6y  -«»  cz  est  donc  oonstanle. 

Il  en  est  de  même  si  A'WC  est,  en  tout  ou  en  partie,  cité* 
rieur  &  ABC;  à  la  condition  de  considérer  les  distances  x,  y,i 
comme  pouvant  être  positives,  nulles  ou  négatives. 

J.-B.  Biazm, 

VnÊÙÊÊBKTk 

Autres  solutions  par  MM.  Leinekugel  et  Giron. 


Trmam  la  UmUê  de  FexprmsUm 


lj/(n  +  l)(ii^.S)...2n, 


bnqîie  n  erott  indifimiiiêmU. 


(Laisait.) 


PRBMliRB  SOLDTIOR. 


Posons 


!.. 


-t^(fi  -4-  l)(fi  ^  S) .-  Sfi  =  A. 


En  prenant  les  logarithmes  népériens,  on  trouve 


lA 


i[,(..i)..(..î)......(..3] 


Or,  si  X  ne  surpasse  pas  1 , 

1(4  +  i)  =-  —  j  ■♦- j ±  -T?(*)- 


Par  ooDséquent,  si  l'on  pose 

i'  H-  »  ■♦-  y 


•  •  • 


«'— s^. 
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el 


on  a 


Après  avoir  attribué  à  p  une  valeur  constante  »  si  grande  que 
nous  le  voudrons  9  faisons  croître  n  indéfiniment.  On  sait  que 


donc 


*****         ^lXjI  a    * 


'™^  =  0-2!5-*-3V-*M?Vï)=^«'»*- 


A  cause  de 


on  a 


'f^^<^i^'^^ 


R<  "^ 


p  +  l     nH« 


et 


limR< 


(P +  *){?-*- 2) 


Ainsi  lim  R  est  une  fonction  de  p»  qui  reste  constamment  infé- 
rieure à  ^i(p^%  »  ^^  fl"'»  P^^  conséquent,  tend  vers  zéro,  lors* 
que  p  augmente  indéfiniment.  On  peut  donc  écrire 


™i.2      2.3      5.4      4.5 


a  •• 


i„u»2(i_*^*-^....)_i_:2te-i==ii 


n  Cotfff  d'iifia^fe  de  VUnioenUé  de  Liège,  p.  130. 


—  MO  — 
Par  conséquent, 


IiinA=— • 
e 

(EL  Cbsaio.) 


8BC0NDB  SOLUnOR. 

En  représenlant  par  S«  Texpression  donnée,  on  peut  écrire 


4  y''/i.^.'5...n{n-^  <)...2n 


4  .  y1.2.3...n(n-4-  i 
n  V  4.2.3... Il 


La  formule  de  Sliriing  donne 

4.2.3. ..11(11-*.  4). ..«ii=.l^e-*'(«ii)*"4(4  ^-t^, 

4.2.3...fi— V^c-"ii-4(4  -4-f,). 
Par  suite, 


,=iy/e-.2-H.n-^"^'- 


4 

ou 


^-^'Mt^}- 


Quand  n  augmente  indéfiniment,  ^,  c^,  e.  tendent  vers  xéro; 

donc 

4 


e 


(E.  FAUQurniBaGin.) 
Même  solution  par  M.  H.  Brocard. 


Question  8B0» 


TpÉORiHE.  5oiï  ?  (a,  n)  k  plus  grand  mulHpk  de  a  amtam 
dans  n.  Sdt  fn  la  somme  des  diviseurs  de  n.  On  a 

/'•  —  S  [9(«i»»)  — ?(«!  »  —  *)]• 
•al 

(E.C) 


—  Ml  — 
Si  le  nombre  n  n^est  pas  divisible  par  a, 

Si  le  nombre  n  est  divisible  par  a,  de  sorte  que  1*oq  ait  n  ea  Ao^ 
on  obtient 

ç(a,fi)  sa  te,    9(0,  n  —  1)  =  (t  —  l)a. 

Par  conséquent,  la  différence 

(p(a,n)  — 9(a,fi  — 1) 

a  ia  valeur  a  ou  0,  selon  que  a  divise  ou  ne  divise  pas  n;  d'où  il 
suit,  immédiatement,  que  la  somme 

•  su 

2[(p(a,it)  — (p(a.n  — 4)] 

égale  la  somme  des  diviseurs  de  n. 

Remarque.  En  faisant  successivement  n  »>  1 , 3, 3, . . .  n ,  on 
obtient,  par  addition 

y*l  -t-y^î  H-  —  -»-y*n=s(p(l,n)  -♦-9(2, n)-*-  —  -*-  (p(n,n). 

Le  théorème  qui  fait  Tobjet  de  la  Question  447  (*)  est  donc  dé* 
montré.  (Radigkb.) 


Question  881  • 

Trouver  le  coefficient  de  of ,  dam  le  développement  de  —Bg  . 

(E.  C.) 

Première  solution. 

En  posant 

i  Oi         a, 

— ^— ^"^  =  On  -4-  — a  •♦•  — — «    -♦••••. 


O  Voir  N.  C.  JTj  t.  V,  p.  a06. 


—  aw  — 

ou,  symboliquement, 

I 


on  obtient,  en  multipliant  par  1  —  «^x, 
Par  conséquent 


I  — X 

et,  pour.p  Bs  1,  2,  3,.... 

fl^_a:(a*l)'=:0 (i) 

De  là  nous  tirons  cette  formule  de  récurrence  : 

Exemples  : 

X  x(x-«-4)  «(«"-*- 4* -♦- 1) 


a,= 


(i^xr  ^    («-«)•'  ^       (i-xy 


x(ar»-4-<lx*-f-ilgH>i)  x(x*-*-a6x»-*-6«g'-i»ito-hi) 

••""  (l-xy  '   "^^  (l-xr 

Deux  autres  relations  récurrentes  se  déduisent,  de  Téqu»- 
tion  (1),  de  la  manière  suivante. 

En  désignant  par  f{y)  une  fonction  développable  suivant  les 
puissances  enu'ères  et  positives  de  y,  on  tire,  de  (t),  ceue  for- 
mule très-générale  : 

r{a)^xf{a^i)  =  f(0), 

où  Ton  doit  remplacer,  après  le  développement^  les  exposants 
de  a  par  des  indices.  En  faisant  maintenant 

/(y)-îr  (»-*)% 


(*)  p,  désigne  le  coefficient  de  afl  dans  ie  développement  de  (i  •«-  x/. 


—  W3  — 

on  obtient 

a-(o  —  i)"  —  x(a -I- l)-a"  —  0, 
ou 

(«  —  «)a^+„  +  (mix  -*•  fiOo^+„.,  +  («M?  —  fH)««+»-t  "*•  -  =^  0,  (5) 

le  dernier  terme  du  premier  membre  éuint  xo.,  ou  ( —  l)*~~'a.9 
selon  que  m  est  supérieur  ou  inférieur  à  n.  De  Téquation  (3), 
nous  tirons,  pour  m  =»  n  -f-  1  : 


••• 


••• 


(x— «KrM -♦-[(n H-  l)iX-4- «i]o,^4- [{n  ^  l)ix  — njo,,.^ h 

•«•xa„«»0; 
et,  pour  n  as  m  H-  1  : 

(X — 4  )afa,+,  4- [W|X  H- (m -♦- i)4]a,^  +  [fwtx --(♦» -^  * )i]«*»-* 

Après  avoir  changé  m  en  n  dans  la  dernière  équation ,  nous 
trouvons,  par  soustraction  et  addition,  ces  deux  formules  récur- 
rentes : 

(x— i)a,„-i-  ni(x  -•- 1)0,..,  4.  n,(x  —  t)a,..,  -^  -  •  • 

-♦.[x+Hir-^K-o, 

8(x  — l>Hrt.iH-  — q — {x'^i)au'*'—nt{x  —  i)€kn^^'" 

(Radigu.) 


SeCOHDB  SOLUTIOll. 

Le  problème  revient  à  trouver  la  dérivée  p*^  de  la  fonction 


Si  l'on  pose 

y-»fW.    »—«*, (1) 


—  984  — 


on 


+  «»*Y(tt) P) 

Pour  déterminer  les  coefficients  o^»  Os,  —  o^.i,  qui  sont  indé- 
pendants de  la  fonction  (f,  prenons 

rëquation  (3)  deviendra,  après  suppression  du  facteur  «^, 

1.2  i.2.5 

On  déduit,  de  celle-ci  : 

*•  — a  +  Oi, 

3^  =  3  -f-Soj  -*•  fl|, 

4^a4-«-6as-i-4at-«-ii«« 


puis 

m— ar— 3.1% 


«» 


nP_J(n-l)'H.Î^^^(i»-2)---.^^ 


f)  Si  cette  ingénieuse  solntion,  asses  peu  connue,  s^est  spootménMrt 
présentée  à  M.  Leinekagel,  elle  loi  fait  honneur.  (E.  C) 

(**)  Donc,  ayee  la  notation  des  différeneei  : 

ii^=sÀ»(0^).  (CE.) 
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Dans  le  cas  actuel, 

et  9  en  supposant  u  «a  1,  ce  qui  répond  à  a  ea  0  : 

[¥(u)U'-'-^;t"J,;:! (6) 

La  formule  (3)  devient  donc 

\d«'/o    {i—xf        (i— x)»  /^^(i— x)'  '^(l-x)'+* 

Enfin  9  d'après  le  théorème  de  Mac-Lauriu,  le  coeflScient  de  ef 
sera 

i.2.3...p  W«%' 

(A.  Lbinbkugbl). 

Note  du  Rédacteur.  Si  Ton  fait 

P 

i  +2'X^-yx'-l-*'X»-h...=a-j î^rj» 

(i      x)' 
on  reconnaît  facilement  : 

1*^  Que  Pp  est  un  polynôme  de  degré  p —  1,  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  entiers  (*)  ; 

^  Que  le  coefficient  de  a^ ,  dans  le  développement  de  ^_*^^,  a 
pour  expression 

i XPy 

l.2.5...p(i— xy^** 
D'après  la  solution  précédente ,  op  a  donc 


(*)  Coure  d'iino^fe.p.  78.  —  N.  C.  M.,  t  V,  p.  96. 


Par  exemple , 

(l-«)*H-x(l-«)'AXo^)-^  x«(l-«yAV)-i-x^l— x)AXo^  +«»A'(A 

En  effet  y  le  ealcul  direct  donne  : 

A«(fl^-i50,    A'(o^  =  !50.    A*  — (o^«»2*0.    A»{o^  =  120; 

et  Ton  a  bien 

X*  +  26x*  -I-  66x*  -f-  26x  •«-  X 

— (i-x)*-*-50x(l--x)»  +  150x»(*  — «)•-*- **0«^^  —  *)-^**^- 


QueatioA  BStt. 


TnioateB.  L'angle  ie  deux  hyperboles  êquUatères,  comm- 
triques,  est  double  de  t angle  de  leurs  asymptotes. 

Soient  OA»  OA'  les  asymptotes  des  deux  hyperboles,  0  leur 
centre,  P  leur  point  de  rencontre,  PA  et  PA'  les  tangentes.  On 
sait  que  le  segment  de  tangente,  compris  entre  les  asymptotes, 
est  partagé  en  deux  parties  égales  par  le  point  de  contact.  Oo 
en  conclut  aisément  PA  »=  PO  «»  PA'.  Il  en  résulte  que  ks 
points  0,  A ,  A'  sont  sur  une  même  circonférence,  ayant  P  pour 
centre.  Or,  dans  cette  circoniéren<!e ,  Tangle  APA'  a  pour  mesure 
Tare  AA',  tandis  que  Tangle  AOA'  a  pour  mesure  la  moitié  de 
cet  arc.  Donc  APA'  ».  3.A0A'.  (E.  Cesabo.) 

Autres  solutions  par  MM.  Giron ,  Leinekugel  et  Fauquem* 
bergue. 


Le  défaut  d'espace  empêche  d'insérer  les  solutions  des  Ques- 
tions 399, 433, 555  envoyées  par  M.  Fauquembergue      (E.  C) 


(*)  N.  C.  Jf.,  t.  V,  p.  96.  Voir  aussi  la  première  solatioo. 
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QUESTIOHS  PROPOSÉES. 


ftft7.  Théor&he.  I""  Les  centres  de  percussion,  relatifs  à  une 
série  d*axes  situés  dans  un  des  trois  plans  diamétraux  principaux 
de  rellipsoîde  central  d'inertie,  et  passant  par  un  même  point  M» 
sont  sur  une  même  droite  D; 

2*  M  est  le  centre  de  percussion,  relatif  à  Taxe  D  ; 

3"*  Soit  C  la  courbe  décrite  par  M,  lorsque  D  enveloppe  une 
courbe  G^  Les  courbes  C,  C  sont  réciproques,  en  ce  senSi  que 
si  M  décrit  C,  D  enveloppe  C  ; 

4?  Les  centres  de  percussion,  relatifs  à  tous  les  autres  axes  de 
Tespace, forment  un  cône  ayant  son  sommet  au  centre  de  gravité; 

5®  La  droite  qui  joint  un  centre  de  percussion  au  centre  de 
gravité,  et  la  parallèle  menée  par  ce  dernier  point  à  Taxe  corres- 
pondant, sont  deux  diamètres  conjugués  dans  Tellipse  suivant 
laquelle  le  plan  de  ces  droites  coupe  rellipsoîde  central  d'inertie. 

(E.  Gesaro.) 

ikM.  Théorème.  Si  Ton  pose 

n(n  — i)...(n  — p-f-1 

«,=  4'  ^  2'  -♦-  y  -*-  ••  -H  X',     ».  =  -^^ ~ ' ' 

'  '  i.2...p 

de  sorte  que  n^«3  0,  si  n  est  inférieur  à  p ,  on  a 

x"(x -♦- 4  )* -H  x"(x -♦- 1  )" 
(ffti-i-ft|)s«4«^i  -4-  (m8-*-fis)«»+,-4  +  —  = 2 ' 


X*(x-4'i)"*— X^X-*-4)» 

(tilt — nt)9m^^t  -»-  (w*— 'ïiK 


En  particulier,  pour  fn^=^n  -¥  1 ,  on  a 

2n-«-i           2n  — i                         x*(x  +  l)-(2x-*-i) 
-j-s*.+  -g— iM^-.+  -- — 2  - 

x*(x  -^  i)* 


formules,  dont  la  seconde  a  déjà  été  donnée  par  M.  St»Ti-(Voir 
N.  C.  M.  t.  V,  p.  378.)  (RàDicu.) 

Iklk9.  Théorémb.  Soit  nie  plus  grand  entier  eontenu  dans V^ 
Le  nombre  p  sera  premier  ou  non,  selon  que  la  p*^  dérivée  de 
la  fonction  ratUmnelle 


I— «•      I— «• 


1— «• 


s*annule  avec  x,  ou  ne  s*annule  pas*  Le  théorème  subsiste,  si 
Ton  supprime  chaque  terme  de  la  forme  ^^ ,  où  a  est  un  nom- 
bre composé  (*)•  (RABtCKE.) 

l^tfé.  Démontrer  que  Texpression 

(a  -^  4)(a  -4-  2) ... {a-^-n--  l)[a(l  —  x)  —  iw] 

s*évanouit  identiquement,  si  Ton  y  remplace  chaque  puissance  sf 
par  le  coeflScient  de  a? ,  dans  le  développement  de  ^-^^ . 

&•§.  Théorème.  En  posant 

T.  =  —  I"  -♦.  5"  —  5»  +  7- -♦-  (—  if\^  -  «)", 

on  a  9  pour  n  impair  : 

(-  ïfkx,  —  (€  +  2x)«  —  (f  --2x)-; 

pourvu  que  Ton  remplace  les  puissances  de  e  par  les  nombres 
d*Euler  correspondants. 
Trouver  la  formule  analogue  pour  le  cas  de  n  pair. 

(Radicu.) 

ses.  Théorème.  Dans  la  Boussole  d'incUnaison ,  le  liea  des 
positions  d*équilibre  de  Taiguille  est  un  cône  de  révoludon. 

(G.  Cesaro.) 


(*)  Voir,  ci-dessus,  Bemarqttes  ntr  une  série^  p.  254. 


v 
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SUR  LES  NORMALES  A  L'ELUPSB; 

par  M.  J.  Neuberg. 
{SmUHlm^  voir  t.  VI,  p.  i41.) 


14.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  l'ellipse  E 
peuvent  être  représentées  par  a  cos  9  et  6  sin  (p,  tp  étant  Yanotnalie 
de  M.  Si  m  est  le  point  où  lordonnée  de  M  rencontre  le  cercle 
principal,  on  a  9=:mOA  (*). 

Cherchons  Téquation  qui  donne  les  anomalies  <fuf%9(fzf<Pi  des 
pieds  des  normales  abaissées ,  du  point  P  (X,  Y) ,  sur  Tellipse  E. 
Il  sufBt  de  faire,  dans  Téquation  (3)  : 

x=:aco8f^=i —  ^     y  =  6sm(pa= 


on  trouve 


a*X*tg*<p-2a6XYtg'(p+(a'XV6V-c»)tg>-2a6XYlg(p+6nr«=0.  (12) 

On  obtient  une  équation  plus  simple,  qui  peu^-étre  n'a  pas 
encore  été  remarquée,  en  posant 

J-tg'i9.  ^    2tgi9.  ^ 

i-»-tg*i9       ^         i-Htg*i9.' 


(*)  Suivant  Tusage,  les  lettres  Â,  A',  B,  B',  0  désignent  les  extrémités 
des  axes  et  le  centre  de  Tellipse.  Le  cercle  principal  est  celui  qui  est  décrit 
sur  ÂÀ'  comme  diamètre. 

Soit  m'  le  point  où  la  parallèle  à  ÂÂ%  menée  par  M ,  rencontre  le  cercle 
décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre.  Les  coordonnées  de  M  peuvent  aussi 
être  représentées  par  a  sin  4^  et  6  oos  ^  ;  ^  est  Tangle  m'OB. 

VL  i9 
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oeue  subslitulion  conduit  à 

6Ttg*i9  •*■  *(ûX  -^  Otg*i9  -*-  2(aX  —  O**?  —  '^=0.  (14) 

Entre  les  racines  de  cette  équation ,  il  doit  exister  deux  rda- 
tions  indépendantes  du  point  (X,  Y).  Ces  relations,  qui  s*aper- 
çoivent  immédiatement,  sont  : 

tgi<pitgi(p,tgi(p5tg4(p4«-l (15) 

Nous  allons  en  déduire  plusieurs  conséquences  renuirquaUes. 

11.  Soient  Tr,  SrfttfSrles  points  où  les  tangrates  menées  par 
Mr  et  iTir,  respectivement,  à  rellipse  et  au  cercle  principal,  reih 
contrent  les  tangentes  menées  par  A  et  A'.  On  a 

A^  =  OAtgiç,.     AT,  =  «At  =  6tgi?, 

a 

Par  conséquent,  Tégalité  (IS)  équivaut  à 

ATt.AT,.AT,.AT4=i  — 6* (17) 

ou  à 

AT5.AT4  =  -A'S,.A'S„ (i«) 

si  Ton  observe  que 

AT|.A'S|  =  AT,.A'S,  =  6«. 

11  est  évident  que  les  tangentes  menées  par  les  sommets  B,  V 
donnent  lieu  à  des  relations  analogues. 

Les  égalités  (17)  et  (18)  n'ont  pas  encore  été  signalées. 
Au  moyen  de  la  formule  (15),  on  démontre  encore,  très-sim- 
plement, le  théorème  suivant  (*)  :  Le  produit  des  dutcnoa  da 
points  Mf ,  M29  Ms,  M4,  à  l'une  quelconque  des  droites  A3,  BA', 


C)  Dû  à  M.  de  UDgehim|M.  Voir  N.  C.  AT.,  U  IV,  p.  S79. 
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MBy  B'A,  est  constant.  En  effet»  les  droites  AB'»  BA'  ayant  pour 
équations 

a       0  a      b 

le  rapport  de  leurs  distances  au  point  H  est 

eos9-t-  sinf  —  I 


—  C09Ç  -+-sinç  —  I 


=— tgi9. 


16.  L'élimination  de  94,  entre  les  équations  (15)  et  (16), 
donne ,  après  quelques  transformations  faciles  : 

sin(9t  -f-  9»)  -H  sîn (95  -4-  91)  -♦-  8in(94  h-  9,)  =  0.  (19) 

Soient  j^i  fy^yj/z  les  ordonnées  des  points  N| ,  Nj,  Ng  de  Tei- 
lîpse,  qui  correspondent  aux  anomalies  93  +  959  ?s+?i»  ?i  -^Ta- 
La  relation  (19)  revient  à 

sous  cette  forme»  elle  exprime  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
N|N<|N8  est  sur  Taxe  AA'.  Or,  si  nr  est  le  point  du  cercle  prin- 
cipal, situé  sur  Tordonnée  de  Nr  »  on  a 

ftiOA  es  mfik  -t-  nttOA; 

par  suite»  An^  est  parallèle  à  tn^  m^*  Il  résulte»  de  là»  ce  théorème 
de  Joachimsthal  : 

Si  les  normales  aux  points  M^»  M^»  M5  d'une  ellipse  concourent 
en  un  même  points  et  qu'on  mène  les  cordes  AN^»  AN3»  Aîi^f  paral- 
lèles aux  côtés  du  triangle  M^M^Ms^fe  centre  de  gravité  du  triangle 
N1N2N5  est  situé  sur  l'axe  AA'. 

17.  En  rapprochant  les  égalités  (15)  et  (16)  de  la  formule 
connue  : 

^  i— 2tgatg6-i-tgatg6tgctgd      ^    ' 


"1 


—  ZVz  -^ 

oa^voit  que  ' 

9i  +  Çi+f*  +  <P4-»{2*-*-i)ir (M) 

Ainsi,  la  iomme  des  anomaUes  des  pieds  des  normales  issm 
d'un  même  potnl,  égale  un  nombre  impair  de  dents- araM- 
férences. 

IS.  Cherchons,  maintenant,  Téqualion  qui  donne  les  anomi- 
lies  des  points  dlnterseetion  de  TelUpse  E,  et  de  la  eireonféreoee 
représentée  par 

An  moyen  de  la  substitution  (i  3),  on  trouve 


iaa 


tg*iç-46ptg»iç^.46« 


tg*iç-46ptgi9-i-a»  «0.  («) 

—  Sas 


Les  raeines  de  cette  équation  dépendent  de  trois  paramètres 
variables  «,  P»  7;  par  suite,  il  existe  entre  elles  une  relation  con- 
stante. Celle-ci  est,  visiblement, 

ou ,  en  vertu  de  la  formule  (20), 

« 

Çi  -»-  ç*  -t-  9»  ■♦•  ?«  ™  **« ^ 

Réciproquement,  si  les  anomalies  de  quatre  points  (Todc 
ellipse  vérifient  une  équation  de  la  forme 

lllg*lçH-Ntg»iç-4-Ptg»iç-*-Ntgi<p  +  Q  =  0,      (M) 

ces  points  sont  situés  sur  une  même  circonférence  de  cercle;  car 
les  équations  (22),  (24)  sont  identiques  si 

a  M+Q— P    ^        b    Mh-Q-P   ^  M+Q-P         ^ 
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!•.  La  comparaison  des  formules  (SI),  (23)  conduit,  immé- 
diatement, à  plusieurs  systèmes  de  quatre  points  appartenant  à 
une  même  circonférence  et  ayant  une  relation  très-simple  avec 
les  pieds  des  normales  abaissées  d'un  même  point  P.  II  suffit 
évidemment  :  l^^d^ajouter  n  à  Tun  des  angles  9^,  (f^,  73/74,  ano- 
malies des  pieds  des  normales;  ^  d*augmenter  ou  de  diminuer 
de  f  deux  de  ces  angles  ;  S""  d'ajouter  f  à  chacun  ;  i""  de  dou- 
bler chacun  d'eux. 

Ajouter  n  à  Tanomalie  de  M|,  revient  à  remplacer  ce  point  par 
le  point  M'i,  diamétralement  opposé  à  M|.  Il  résulte,  de  là,  une 
seconde  démonstration  de  ce  théorème  (§  6)  :  Les  pieds  de  trois 
des  normaksy  et  le  point  diamétralement  opposé  au  pied  de  la  qua- 
trième, sont  sur  une  même  circonférence. 

Cherchons  les  coordonnées  du  centre  Q  du  cercle  M'iMsM5M4. 
A  cet  effet,  supposons  que  Téquation  (34)  se  rapporte  à  ce  cercle; 
ses  racines  seront  tg^(9i  +  w)  ou  —  colg|7i,  tg^ç^,  tg^ç,, 
tg-^fi*  Conséquemment,  si  Ton  divise  le  premier  membre  de 
réquation  (18)  par  tg  1 9  —  tg  1 9^ ,  et  qu'on  multipUe  le  quo- 
tient par  tg~9-HCOtg|9i,  les  coefficients  du  résultat  seront  les 
valeurs  de  M,  N,  P,  Q,  qu'il  suffira  de  porter  dans  les  formules 
(25).  On  trouve,  après  quelques  réductions  faciles  (*)  : 

6Y  aX 

*~îï^^*''*'     P"26*'*'    ....    (26) 

6Y  ,  aX  . , 

2sm9i  2cos9i 

De  nombreuses  propriétés  découlent  de  ces  formules. 

M.  Soient  6^,  G'i  les  points  où  M|P  rencontre  les  axes  de  E, 
el  di  l'angle  M|6|A.  Comme  tgdfiytg9i,  les  égalités  (36) 
reviennent  à 

««.-cotgcTo    p==-tg^i (27) 


(*)  Pour  opérer  ees  rédoctions,  il  ne  faot  pis  perdre  de  vue  que  tg^  f  t  eti 
raeioe  de  FéquatioB  (18). 
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Sous  celle  formo,  dles  expriment  que  fes  coordoniMes  4e  Ci 
sont  égales  aux  moitiés  des  projections  des  segments  PG^ ,  PG'i, 
faites,  respectivement^  sur  OX  et  OY.  (de  Lonccbamps.) 

Au  lieu  de  construire  le  point  Ci  par  le  moyen  de  ses  coor- 
données, on  peut  déduire,  des  égalités  (26),  deux  droites  qui 
passent  en  ce  point.  Prenons,  par  exemple,  les  droites  repré- 
sentées par 

Y  X 

asin J|  -h  |3co8^i sa-. cosJ^i  +-r-sin^i, 

Y  X 

crin  Jf  ^  pcùsâi t=a«^oos^i  -4-  --sindi. 

La  première,  qui  passe  au  milieupH»  |]  de  OP,  est  parallèle  i 
la  droite  qui  joint  0  au  milieu  ^i  de  G^G'^  ;  la  seeonde,  qui  passe 
au  point  p'(— ^»  —  ^j»  diamétralement  opposé  à  p,  est  parallèle 
à  la  normale  M4P. 

La  droite  C^p'  ne  dépend  pas  de  la  position  particulière  de  F 
sur  la  normale  M461.  Par  conséquent,  lorsque  P  se  meut  surwe 
normale  fixe  tifii,  le  centre  de  la  circonférence  HJ1M3H4  se  meut 
sur  une  parallèle  à  M1G4.  Cette  propriété  résulte  aussi  de  ce  que 
cette  circonférence  passe  par  M'i  et  par  la  projection  de  0  sur  h 
tangente  menée ,  en  M'i ,  à  l'ellipse  E. 

Soient  Cj,  C3,  C4  les  cenUres  des  circonférences  MiM'^MsHi, 
M|MsM'8M4,  M4M2M8M'4,  Diaprés  ce  qui  précède,  fesporollèia 
aux  normales  PM|,  PM2,  PMs,  PM4,  menées  respectivement  fsr 
Cf ,  C) ,  Cs ,  C4,  se  coupent  en  un  même  point  p'  du  diamètrt  PO. 
(Laguerrc.) 

Désignons  par  k^y  H^  les  points  d'intersection  des  drûles 
0^1  et  PC|,  OC4  et  PG.  Comme  C^p,  parallèle  à  Oifef ,  passe  ao 
milieu  de  OP,  C^  est  le  milieu  de  Pk^.  A  cause  des  paraDeies 
p'Ci9  H|P»  on  a  aussi 

c.0:0Hi  =  p'0:0P  =  i:2. 

On  conclut,  de  là,  que  0  est  le  centre  de  gravité  du  uîangie 
iiPHf ,  et  que  0^^  «=  { Ar^O.  Donc  k^  est  le  centre  de  la  normale 
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GfGV  Ainsi,  le  centre  de  la  circonférence  M^MzW^  est  au  milieu  êe 
la  droite  qui  joint  P  au  centre  de  la  normale  PM|.  (Joachihsthal.) 
Il  étant  le  point  d'intersection  de  OP  et  C^g^ ,  on  a  : 

C^— 40Ki  =  Oj,  =  4GiG;,    Or  =  irp  =  iOP,    Qr— rjfi. 

Par  conséquent  li""  les  points  Cet  g  forment  deux  systèmes  de 
points  symétriques  par  rapport  à  ir  (de  Longgh amps)  ;  3®  les  droites, 
qui  joignent  le  milieu  de  OP  aux  points  C,  sont  les  moitiés  des 
segments  que  les  axes  de  E  déterminent  sur  les  normales  issues 
de  P;  Z*"  ces  droites  font,  avec  les  axes,  les  mêmes  angles  que  les 
nomudes(^y 

La  somme  des  abscisses  des  points  C  égale  |^2cotg9i;  ou, 
en  vertu  de  Téquation  (13),  égale  X.  De  même,  la  somme  des 
ordonnées  est  Y.  Donc  n  est  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  G.  Autrement  dit:  les  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  opposés  du  quadrilatère  Cfi^CiCi,  et  celle  qui  joint  ks 
milieux  des  diagonales,  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales, 
au  point  ^. 

Les  points  C  et  9  formant  deux  systèmes  symétriques  par  rap» 
port  à  n,  les  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  des  quadrilatères 
C1C2G3C4,  gig^^i  sont  coïncidants  :  par  exemple,  le  milieu  de 
C|Q|  est  aussi  le  milieu  de  g^^. 

On  tire,  encore,  des  équations  (37), 

«p  =  iXY. 

Donc  les  points  C  sont  sur  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour 
asymptotes  les  axes  de  E  et  passant  au  milieu  de  OP*  (de 

LONGCHAMPS.) 

SI.  Le   cercle  MsMsM4   rencontre   Thyperbole  équilatère 


(*)  II  résalte,  de  cette  propriété,  que  tes  droUe$  PM,  et  pG,  rencontrent 
retHpee  en  quatre  points  d*une  mime  circonférence  de  cercle,  (dk  Long- 

€BAHP8.) 
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MiM5(M9M4  en  un  quatrième  point  fi,  qui  jouit  de  proprîàés 
remarquables. 

Les  droites  MsM4  et  MsM'i  (voir  §  6)  font  des  angles  éganx 
(en  sens  contraires)  avec  un  axe  de  E  ;  de  même,  M3M4  et  M^ 
font  des  angles  égaux  avec  un  axe  de  H  (ou  avec  la  bissectrice  df 
AOB).  On  déduit  y  de  là ,  que  M^  est  perpendiculaire  à  MfMy* 
donc  |x  et  M'i  sont  les  extrémités  d*un  diamètre  du  cercle  C|  (*). 

Ce  cercle  passe  par  la  projection  F  du  centre  0  de  Pellipse, 
sur  la  tangente  menée  par  ll'i  (§  13).  L  angle  droit  H'|FO  éiaol 
inscrit  à  une  demi*-circonférence,  FO  passera  par  pl  (**). 

D*après  des  théorèmes  connus  :  l'*  le  point  de  concours  h  des 
hauteurs  du  triangle  M^M^Mi  est  situé  sur  Thyperbole  équih- 
tére  H  ;  2®  le  centre  O'  de  H  est  sur  le  cercle  des  neuf  points  do 
même  triangle;  S""  h  est  le  centre  de  similitude  directe  de ee 
cercle  et  du  cercle  M^M^M^ ,  et  le  rapport  de  similitude  est  ^.  Il 
résulte,  de  là,  que  le  symétrique  de  A,  par  rapport  à  0',  est,  à 
la  fois ,  sur  Thyperbole  et  sur  le  cercle  {***)  :  il  coincide  avec  p. 
.  Donc  :  9i  M|,  M^,  Mg,  M4  swit  les  pieds  des  normaks  abaissées, 
d'un  tnéme  point  P,  sur  une  ellipse  :  le  quatrième  point  commun 
à  l'ellipse  et  au  cercle  M2MSM4  est  le  point  M'i  de  l'ellipse,  dUt- 
métralement  opposé  àM^;  le  quatrième  point  commun  au  cercle 
MSH3M4  et  à  ^hyperbole  équilatère  Mf  M2M3M4  est  le  point  p  du 
cercle,  diamétralement  opposé  a  M'i  ;  enfin,  le  point  de  l'hyper- 
bole, diamétralement  opposé  à  fi,  est  le  point  de  concours  des  hath 


(*)  Ce  théorème  est  peal-étre  Douvean. 

{**)  Ce  théorème,  que  nous  croyons  noureau,  condaît  à  It  propostlîoii 
suivante,  due  à  M.  Lagoerre  :  La  droite  Oh  et  la  normale  PM,  sont  êgahmenl 
meUnées  sur  le$  axes  de  E.  (Nouvelles  Anhalbs,  %*  série,  t.  XVIIy  p.  86).  En 
effet,  les  cordes  supplémentaires  Oh,  Om,  de  Thyperbole  éqoilatère,  font  des 
angles  égaux  avec  une  même  asymptote. 

{***)  Donc,  si  un  cercle  coup^  en  qutitrc  points,  une  hyperbole  êfuîlalirt, 
chacun  de  ces  points  est  diamétralement  opposé  au  point  de  concours  des  hau- 
teurs du  triangle  formé  par  les  trois  autres.  Comparez  Nouoelies  Amuaks, 
â*  série,  L  XVI,  p.  238. 
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teurs  du  triangle  M2M5M4.  De  plus,  la  droite  Ofx  est  parallèle  à 
la  normale  PM^ . 

M.  Deux  points,  dont  les  anomalies  ont  une  différence  égale 
à  f  y  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués,  dans  Tel- 
lipse  E.  Cette  remarque,  jointe  aux  considérations  émises  au  §  i9 
(1*^  alinéa),  démontre  que  :  la  circonférence  qui  passe  par  M|, 
Ms  et  par  une  extrémité  du  diamètre  conjugué  avec  OM3,  pcisse 
aussi  par  une  extrémité  du  diamètre  conjugué  avec  OM4. 

M.  Soient  L|,  L2,  L3,  L4  les  points  de  Tellipse  E,  dont  les 
anomalies  f^^,  /u^,  fXg,  (X4,  diminuées  de  f,  égalent  celles  des  pieds 
des  normales  menées  par  P.  On  a  vu  (§  19,  1**  alinéa)  que  ces 
points  sont  sur  une  même  circonférence  2. 

Les  coordonnées,  du  pied  de  Tune  des  normales  peuvent  être 
représentées  par 

X  =  asinjfx  —  ^j  =-^{sinfi -h  cosA«), 

y  =s  6cos(fi  — ^j  =  772  (sin/*  ~  ^^^^^' 
Elles  doivent  satisfaire  à  Téquation  (3);  donc 


c« 


~  (cosV  —  sin'ft)  -4-  siofi(aX  —  6X)  —  cosA((aX  -♦-  6Y)  =  0. 

Exprimant  cosfx  et  sinjx  en  fonction  de  tg^fx,  on  obtient  une 
équation  de  la  forme  (24),  dans  laquelle 

M  =  ^^H.(aX  +  6Y),    Q  =  |^-(aX+6Y). 

P«-~^.    N-2(aX-6Y). 

Les  formules  (25)  donnent  ensuite  : 

oX  -♦-  6Y  6Y  -  aX  a"  +  6" 

2af/2         ^        26V/2  2 
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On  déduit,  des  valenrs  de  a  et  p  : 

Les  équations  (38)  peuvent  être  considérées  comme  représen- 
tant deux  droites,  respectivement  perpendiculaires  àBA'eiBA, 
et  passant  par  les  points  [o,  -^j ,  /r^,  o)  :  ces  droites  passent 
au  centre  de  2.  La  valeur  de  y  exprime  que  la  puissance  de  0, 
par  rapport  i  2 ,  changée  de  signe,  est  égale  au  carré  de  la  moitié 
des  diamètres  conjugués  de  E. 

De  là  résulre  cette  tiouve/fe  solution  du  problème  des  ikm^ 
maies  : 

Soienl  P',  P"  /es  projeciUms  d'un  paitU  donné  P,  sur  2»  oseï 
d'une  ellipse  E.  Menez,  par  P',  une  perpendiculaire  à  Bk\  el»  pv 
F',  une  perpendiculaire  à  B  A.  Joignez  le  centre  0  au  poiiU  if  m- 
tersection  de  ces  droites,  et  déterminez,  sur  0Q>  un  point  Q'  tel  qm 
OQ'  =3  p^.  Du  point  Q'  comme  centre,  décrivez  la  cwtonféremx 
1  qui  divise  en  parties  égales  la  circonférence  passant  par  la  ev- 
trémités  des  diamètres  conjugués  égaux  de  F  ellipse  :  2  rencontrer 
V ellipse  en  quatre  points  dont  les  anomalies,  diminuées  de  f , 
égalent  celles  des  pieds  des  normales  menées  par  P. 

ta.  On  a  vu  (§  19)  que  les  points  U|,  U^,  Us,  U4,  dont  les 
anomalies  sont  doubles  de  celles  des  points  Mo  M^ ,  Mg ,  M4,  soat 
situés  sur  une  même  circonférence  £'•  Soient  tin  ifir  les  points 
du  cercle  principal,  de  mêmes  abscisses  que  Ur>  Mr  :  la  droite 
Atir  étant  parallèle  à  la  tangente  en  m  r  »  AUr  sera  perpendicu- 
laire à  la  normale  PM|.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  :Lei 
perpendiculaires  abaissées,  d'un  sommet  de  l'ellipse ,  sur  les  nor- 
maies  menées  par  un  même  point,rencontrent  la  courbe  en  fuaire 
potnis  d'une  même  circonférence  de  cercle.  (Joachimsthal)  Q. 


(*)  Voir  Journal  de  Crette,  U  XXVI,  p.  172,  et  t.  XLVIII,  p.  357;  Nvt 
velles  Jnnaks,  3«  série,  L  IX ,  p.  348  (PAumit),  et  t.  XV,  p.  i  (Locàs). 
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L*équatîon  aux  anomalies  des  points  U  peut  se  déduire  de 
réquation  (12),  qui  est  vérifiée  par  les  anomalies  des  points  M; 
il  suffit  de  changer  f  en  ^9.  On  connaît  ainsi  les  valeurs  de  M, 
Ny  P9  Q9  n^î  ^  rapportent  à  la  circonférence  2',  et  Ton  pourra 
déterminer,  par  les  formules  (25),  les  coefficients  de  Téquation 
de  cette  ligne. 

Cette  équation  est 

.     ^aV— ôV    X      .  a5XY  V      ^aVL^-^VT       ,      ^ 
^  i?  a  â     b  c« 

Si  Ton  en  soustrait  celle  du  cercle  principal,  on  trouve  Téquation 
de  Taxe  radical  des  deux  cercles  : 

(o«X«  — è'ï')-  +  2a6XY?  —  (a'X*  +  6V)=  0. 

a  6 

Cette  droite  est,  visiblement,  la  polaire,  par  rapport  à  E,  du 
point  D{x\  y')  défini  par 

X'      a»X«  -  6V      y'  2a6XY 


o       o'X«  +  6*Y'       6       a^X'^tV 


oa  plutôt  elle  est  la  tangente  DD'  ;  car 

On  vérifie  facilement  que  la  droite  AD  est  perpendiculaire  au 
diamètre  OP. 

Le  cercle  1'  passe  par  les  points  d^intersection  du  cercle  prin- 
cipal et  de  la  tangente  DD'.  Son  centre  est  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  0  sur  DD'  :  Tordonnée  de  ce  point,  égale  à  ^^  » 
peut  se  construire  par  des  quatrièmes  proportionnelles.  On  pos- 
sède ainsi  des  éléments  suffisants  pour  décrire  le  cercle  2',et  Ton 
pourra  obtenir  les  normales  en  abaissant,  de  P,  des  perpendicu- 
laires sur  les  droites  joignant  A  aux  points  de  rencontre  de  Tel- 
lipse  et  du  cercle. 
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SUR  LES  SURFACES  A  GÉHÉRATRICES  URCULAIRES; 


par  M.  Oemarties,  professeur  an  Lycée  de  Rennes. 


I.  Exposé. 

1.  Considérons  un  cercle  variable  de  grandeur  et  de  position. 
Dans  )e  cas  le  plus  général,  les  coordonnées  du  centre,  le  rayoo, 
et  les  angles  que  fait  son  plan  avec  deux  plans  fixes,  seront  doq 
fonctions  d*une  même  variable,  qui  sera,  par  exemple.  Tare  de 
la  ligne  décrite  par  le  centre,  à  partir  d*une  position  initiale  arbi- 
traire. Ces  cinq  fonctions  étant  supposées  connue^,  le  cerde 
engendrera  une  surface  déterminée;  toute  courbe,  tracée  sur  oetle 
surface,  pourra  être  considérée  comme  engendrée  par  un  point  M 
ayant,  par  rapport  au  cercle  mobile,  un  mouvement  relatif  déte^ 
miné  ;  et  nous  aurons  le  déplacement  absolu  de  M  en  composant 
son  mouvement  relatif  avec  le  déplacement  du  point  colncidanL 

t.  Prenons,  pour  axes  mobiles ,  Taxe  OZ  du  cercle,  une  paral- 
lèle OX  menée  par  le  centre  à  la  caractéristique  du  plan  du 
cercle,  et  une  perpendiculaire  OY  à  ces  deux  axes. 

Pour  passer  de  sa  position  actuelle  à  la  position  infiniment 
voisine,  le  cercle  subira  : 

1®  Une  translation  égale  à  la  droite  infiniment  petite  décrite 
par  le  centre;  les  composantes  de  cette  translation  ont  pour 
expressions  : 

udlf    veU,    wdl; 

u,  Vf  fJD  étant  les  cosinus  directifs  de  la  tangente  à  la  ligne  des 
centres  ;  d/,  Tare  de  cette  trajectoire  ; 
3°  Une  rotation,  dont  Taxe  sera  dans  le  plan  ZOX,  et  dont 
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nous  représenterons  les  composantes  par  : 

pM,    suivant    OX; 

0,      suivant    OT; 

rdlf    suivant    OZ. 

3"*  Une  dilatation  àdl,A  étant  la  dérivée  du  rayon  R,  par  rap- 
port à  /• 

Ceci  posé,  si  nous  appelons  9  Tangle  que  fait^  avec  OX,  le  rayon 
OM  mené  au  point  (x,  y,  z),  nous  aurons»  d*après  le  principe 
des  mouvements  relatifs  : 

Idx  =s  udl  —  rR  s\n(fM  +  Acos  f .  cM  —  Rsin(p.  cif , 
dys=t7d/;  +  rRcosf.rf/H-  Asin(p.cl/+  Rcosf.df , 
dz  :;sircU-i-  pRsinf.d^. 

Ces  variations  dx,  dy,  dz  mesurent  le  déplacement  de  M  par 
rapport  à  trois  axes  fiaces,  qu*on  aurait  choisis  en  coïncidence 
avec  les  axes  mobiles  OX,  OY»  OZ,  pris  dans  leur  position  avant 
le  déplacement.  Les  variables  l,  f  sont  indépendantes  et  con- 
stituent un  système  de  coordonnées  à  la  surface;  si  Ton  établit 
entre  elles  une  certaine  relation»  les  équations  (1)  conviendront  à 
un  mouvement  effectué  sur  une  courbe  déterminée. 

Si  Ton  pose  : 

(2)     MsaA  -¥•  ticosf-t-  vsinfy    NsarR  +  vcosf  —  tisintp, 
les  équations  (1)  deviennent  : 

!dx  <=a  Mcosf  .d/  —  (Rdcp  +  NdQsinf  » 
dy  Bs  Hsinf  .d<  -1-  (Rd^  -t-  NdQcosf , 
dz  Bs  (119  -H  pR  sm(f)dl. 

Sous  cette  forme»  on  voit  immédiatement  que  Téquation 

Bd(p-f-Nd/«iO 

est  celle  des  tnyectoires  orthogonales  des  génératrices  circulaires. 
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8.  Avant  d'aller  plus  loîn^  obsenrons  que  p,  r,  ont  des  sigoMi* 
cations  géométriques  très-simples  :  si  Ton  appelle  da  et  dr  les 
angles  de  contingence  et  de  torsion  de  Taréte  de  rebroasseme&t 
de  la  surface  enveloppée  par  le  plan  du  cercle,  on  a  : 

(4) pdl^dr,    rdl  =  dc. 

Les  équations  (2)  peuvent  aussi  s'écrire  : 

d<r 
(5)    .    .    .    MobA-^coso,     N  =  R-jr--i-c08O9 

dl 

ù^  iù'  étant  les  angles  que  fait  la  trajectoire  du  centre  avec  k 
rayon  OM  et  avec  la  tangente  en  M  à  ce  cercle ,  dirigée  dans  le 
sens  où  f  augmente. 
L'équation  des  trajectoires  orthogonales  devient  : 

Rd(p  -I-  Rcl<r  +  dfcoso'  ^  0. 

df-hdff  représente  le  mouvement  angulaire  de  OM.  Par  saite, 
R(d(p  +  da)  est  la  vitesse  tangentielle  relative  de  M  ;  en  outre, 
d{cosfi>'  est  la  vitesse  du  centre,  projetée  sur  la  tangente  au  cercle. 
On  a  donc,  en  résumé,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  point,  mobile  sur  le  cercle  MrMfe, 
décrive  une  trajectoire  orthogonale  de  ce  cercle^  il  faut  et  il  tufit 
que  sa  vitesse  relative,  projetée  sur  la  tangente^  soit  constammeri 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  vitesse  du  centre,  projetée  sur  h 
même  droite. 

IL  GoifSTRDGTlOlf   DBS   NORMALES. 

4L.  La  normale  à  la  surface,  au  point  (/,  cp),  doit  être  normale  i 
la  génératrice  et  à  sa  trajectoire  orthogonale ,  c'est-à-dire  à  deox 
droites  ayant  pour  coefficients  de  direction  ;  Tone, 

Hco89,    Msinf)    io-«*pRdnf, 
Fautre, 

—  siBf,     costp,  •  0; 
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d*où  Ton  conclut,  pour  Téquation  du  plan  tangent, 

M 

(6)    .    .    .  Xcos© -4- Tsîn© —■: — .Z^sR. 

^  ^      i9-t-pR8in(p 

On  déduit,  de  cette  équation,  que  Tangue  0,  du  plan  tangent  avec 
le  plan  de  la  génératrice,  est  donné  par  la  relation 

w  -H  pRsino 


A  +  «C059  -4-  vsinf 


Celte  formule,  mise  sous  forme  géométrique,  devient 

eosy.dl  -*-  Rdrsiof 


tgo  = 


dR  -t-  d^coso 


y  étant  Tangle  de  Taxe  avec  la  ligne  des  centres. 

Elle  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons  obtenue  par  une 
autre  méthode  (N.  C,  avril  1880),  et  Ton  en  déduirait  les  mêmes 
conséquences,  relativement  à  la  conique  conjuguée  du  cercle 
générateur. 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  cette  partie  de  la  question  (')  ; 
signalons  seulement  un  fait  assez  remarquable  :  la  fonction  r 
ne  figure  pas  dans  cette  partie  de  la  théorie;  donc,  lorsqu'il 
s'agira  d*étudier  une  question  relative  aux  normales  seulement, 
on  pourra  substituer,  au  cas  général ,  celui  où  le  plan  du  cercle 
mobile  envelopperait  un  cylindre. 


(*)  Je  profite  de  cette  occasioa  pour  mentionner  un  cas  on  la  construc- 
tion donnée  pour  les  normales  tombe  en  défaut.  C'est  celui  où  la  conique 
conjuguée  se  réduit  à  deux  droites,  une  de  ces  droite  coïncidant  avec  Taxe 
du  eercle.  Il  a  Heu,  par  exemple,  si  : 

AssO,     1?s=0,     tOasO. 

Nous  rencontrerons  plus  loin  une  classe  importante  de  surfaces  pour 
lesquelles  eetlt^  particularité  se  présente. 
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III.  Courbure  géodésiqub  des  trajectoires  orthogonales. 

ft.  L*équation  des  trajectoires  orthogonales  ne  peut  pas  étie 
intégrée  dans  le  cas  général;  mais  on  peut,  sans  effectuer  Pm- 
tégration,  déterminer  leur  courbure  géodésique.  Désirons 
parole  facteur  d^intégrabilité  de  Texpression 

R(/9(rR  +  veoB<f  —  us\nf)dly 
et  posons 

(7)       Pdip  =s  Rd(f  +  (rR  -t-  VC0S9  —  usinff)dl  =  Rdf  +  NA. 

Les  équations  (3)  donneront,  pour  Tare  d'une  courbe  quel- 
conque de  la  surface  : 

(8) rf«*=HW  +  P*d^«; 

en  posant  : 

(9) H«  =  M«^(ii;-*.pRsinç)l 

Si  Ton  appelle  p  le  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  trajec- 
toire, on  a,  d'après  une  formule  connue  : 

en  indiquant,  par  un  trait  horizontal,  la  dérivée  partielle  prise  en 
considérant  H  compe  fonction  de  /  el  ^.  Si  d'ailleurs  nous  con- 
servons la  notation  ordinaire  pour  le  cas  où  les  variables  soot 
l  et  7,  nous  aurons,  en  tenant  compte  de  ia  relation  (7)  : 


_  DH     P        /^      P\ 

""Iç  *  r'     \d«/*"r/ 


L'équation  précédente  devient,  si  l'on  supprime  le  facteur  P, 

(10) -  =  « — • 

H  étant  la  fonction  de  t  et  de  9  définie  par  la  relation  (9). 
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Quant  à  la  courbure  géodésique  de  la  génératrice,  elle  es 
donnée,  îmmédiatementy  par  l'expression  ^^. 

On  peut,  dès  lors,  résoudre  un  certain  nombre  de  problèmes 
relatifs  à  ces  deux  courbures  géodésiques.  Nous  nous  proposerons 
les  deux  suivants  : 

1®  Déterminer  toutes  les  surfaces  qui  admettent,  comme  lignes 
giocfésiques y  les  génératrices  circulaires; 

3^  Déterminer  les  surfaces  qui  admettent,  comme  lignes  géode' 
siquesy  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  circulaires. 

Remarque.  Notre  analyse  suppose  que  le  centre  du  cercle  se 
déplace  et  semble  écarter  le  cas  d*un  centre  fixe  ;  mais  il  est  clair 
qu^on  pourrait,  dans  ce  cas ,  mettre  de  la  même  manière  le  pro- 
blème en  équations.  On  prendra  pour  variables  indépendantes 
R  et  9;  11,  t7,  U7  disparaîtront  des  formules,  et  les  rotations  infini- 
ment petites  autour  de  OX,  OZ,  étant  maintenant  représentées 
par;>'dR,  r'dK  (A  devenant  égal  à  1) ,  on  aura  : 

dv  d<r 

^    '  '^      dR'  dR 

Ainsi,  dans  le  cas  d'un  centre  fixe,  on  modifiera  les  formules 
générales  en  faisant  u,  t;,  to  égaux  à  0,  accentuant  les  lettres 
p  et  r  (qui  alors  prendront  les  significations  4'),  et  remplaçant 
A  par  Funité.  On  aura,  par  exemple, 

H'«=l^p'«R«sinV 

Les  quantités  dr,  da  sont  les  angles  de  deux  plans  infiniment 
voisins  et  des  deux  génératrices  correspondantes  du  cône  enve- 
loppée par  le  plan  de  la  génératrice. 

Passons  à  la  solution  des  deux  problèmes  indiqués  plus  haut. 

(La  suite  prochainement.) 


VL  20 
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SUR  QUELQUES  QUESTIORS 
SE  RATTACHANT  AU  PROBLÈME  DE  PELL; 

par  M.  S.  Rbalb,  ingénieiir  à  Tarin. 


1.  Soit  proposée  Téquation  indéierminée 
0) .     x'-V=i, 

dans  laquelle  k  est  un  entier  positif,  n'ayant  pas  de  diviseur 
earré  :  x ,  y  doivent  être  déterminés  en  nombres  entiers. 

On  sait  que  Téquatiou  (1)  est  toujours  résoluble,  et  Ton  conaait 
les  élégantes  formules,  données  par  Lagrange,  au  moyen  des- 
quelles, connaissant  les  plus  petites  valeurs  de  x  et  y  qui  cor- 
respondent à  une  valeur  donnée  de  A: ,  on  assigne  direcieffleDi 
Tune  quelconque  des  solutions  entières,  en  nombre  infini,  qui 
conviennent  à  la  même  équation.  Pour  cela,  et  en  ce  qui  toudie 
à  la  détermination  des  dites  valeurs  de  x  et  y,  nous  n'avons  ici 
qu'à  rappeler  le  Chapitre  VU  de  ï Analyse  indéterminée  d'Eukr, 
et  les  paragraphes  VII  et  VIII  des  Additions  de  Lagrange  an 
même  ouvrage.  Citons  encore  la  première  partie  de  la  Théorie 
des  nombres  de  Legendre,  où  la  résolution  des  équations  iodé- 
terminées  du  second  degré  est  l'objet  d'une  étude  détaillée.  Les 
lecteurs  de  la  Nouvelle  Correspondance  connaissent  d'ailleurs  les 
belles  Notes  élémentaires  sur  le  problème  de  PeU,  insérées,  par 
M.  H.  Brocard,  au  tome  IV  de  ce  Recueil;  Notes  dans  lesqodles 
sont  résumés  les  principaux  résultats  obtenus  jusqu^iei  sark 
sujet,  avec  des  remarques  nouvelles,  et  d'utiles  indications  biblîch 
graphiques. 

Le  but  que  nous  nous  proposons  est  de  développer  des  pro- 
cédés directs ,  propres  à  reproduire  les  formules  mentionnées, 
et  susceptibles  d'être  étendus  à  des  équations  plus  générales.  D 


i 
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8*agira  donc  ici,  surtout,  des  moyens  propres  à  donner  de  nou- 
velles solutions  de  ces  équations,  au  moyen  de  solutions  préala- 
bles ,  supposées  connues.  En  certains  cas,  on  aura  des  formules 
directes,  renfermant  une  infinité  de  solutions  (quelquefois  toutes 
les  solutions)  des  équations  considérées. 

9.  On  a  remarqué,  depuis  longtemps,  que  les  expressions  de  la 
forme  x^ + ny\  étant  multipliées  ensemble ,  produisent  toujours 
des  expressions  de  la  même  forme. 

Nous  poserons,  d'après  cela, 

♦ 

^  ^ j  y  =  -pA«+2«AB-*pB»; 

ce  qui  donne,  par  identité, 

(3)    .    .    .    .     x«  — *y»  =  (a«-ip«)(A»  — *B«)*. 

Les  indéterminées  a,  (3,  A ,  B  peuvent  être  quelconques.  En 
leur  attribuant  des  valeurs  entières,  assujetties  aux  relations 

on  aura  donc 

on  aura,  dis-je,  une  solution  de  Téquation  (1),  fondée  sur  la 
connaissance  préalable  de  deux  solutions  particulières.  Mais  il 
suffit  de  connaître  un  seul  système  de  valeurs  de  x  et  y,  pour 
en  déduire,  tout  de  suite,  une  infinité  d'autres. 

Ayant  obtenu  une  première  solution  :  X|=3A,  yi=B,  on  n'a 
qu^à  faire,  dans  les  formules  (2),  a^al,  P=0,  pour  en  tirer 
aussitôt  la  nouvelle  solution  : 

a:,  «=»  A* -*- tB*, 
yt  =  2AB. 

Nous. pouvons  supposer  que  A,  B  sont  les  plus  petites  valeurs 
absolues  de  x  et  y,  autres  que  0  et  i,  satisfaisant  à  la  proposée. 
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Que  Ton  fasse  maintenant,  dans  les  mêmes  formules  (3), 
a  =  a;^==A,  p  =  — y^= — B;  il  viendra  : 

X, -=  A* -4- 5ikAB«. 
y,  =  3A»B  +  *B', 

valeurs  constituant  une  troisième  solution. 
Puis  nous  trouverons 9  poura=X2,  P= — y^  ' 

ar,  =  A*-«-6ifcA*B*^-t*B*, 
yt^^A'B-fr-UAB'; 

poura=a;5,  p  =  — y,: 

«g  «  A»  -*-  lOtA^B»  ^  5ifc*AB*, 
y,  =  5A*B  H-  10AA»B»  +  kV; 

et  ainsi  de  suite. 

Ces  résultats,  dont  la  loi  est  facile  à  reconnaître,  sont  précisé- 
ment ceux  que  fournissent  les  formules  de  Lagrange ,  mentioD- 
nées  plus  haut  ;  et  ils  peuvent  servir,  à  leur  tour,  à  établir  ces 
mêmes  formules.  Il  serait  inutile  de  nous  arrêter  là-dessus;  nous 
rappellerons  seulement  que,  si  o^i  >  1  et  y^  constituent  la  solu- 
tion la  plus  simple,  les  valeurs  x»  et  y  «,  obtenues  comme  il  vient 
d'être  dit,  constitueront  la  n^^^  solution,  par  ordre  de  grandear 
croissante,  des  inconnu)es  x,  y. 

Remarques.  —  l""  L'identité  (3)  représente  également  une 
solution  de  Téquation  (1)»  si  Ton  a 

a«-itj5«  =  i,    A«-ikB««  — i. 

Cela  peut  faciliter,  en  certains  cas,  la  détermination  d^une  pre- 
mière solution  de  (1  ). 
Soit,  par  exemple,  Téquation 

dont  la  solution  initiale  ne  se  présente  pas  d'une  nuinière  iaauh 
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diate.  Comme 

on  n*a  qu'à  faire  a  «si,  ^ssO»  Ac=a4,  Bssl,  dans  les  expres- 
sions (2),  pour  en  déduire,  aussitôt,  les  valeurs  x^» 33^  y  a 8, 
qui  satisfont  à  la  proposée. 

En  général,  ainsi  qu'Euler  Ta  remarqué,  si  A  et  B  sont  les 
plus  petites  valeurs  entières  vérifiant  la  relation 

les  plus  petits  nombres  qui  satisfont  à  Téquation  (1)  seront 
2A«  + 1  et  2AB. 

On  déduit  de  là  que  :  Xf  étant  le  plus  petit  nombre  entier 
(autre  queTunité)  qui  satisfait  à  l'équation  (l),  l'équation 

x«  — %«  =  — 1 

admet  ou  n'admet  pas  de  solutions  entières,  selon  que  le  nombre 
2(x^ — 1)  est  ou  n'est  pas  égal  à  un  carré.  Celte  propriété,  consé- 
quence immédiate  de  ce  qui  précède,  n'a  peut-être  pas  encore 
été  énoncée  d'une  manière  explicite.  Elle  n'est  pourtant  pas  sans 
une  importance  propre,  très-réelle. 

2*  Pour  certaines  formes  du  nombre  A,  on  peut  déterminer 
directement  des  valeurs  de  x,  y  satisfaisante  la  relation  (1). 

Les  quatre  identités  comprises  dans  les  formules 

o»  — (o'  — i).l*—4, 
(2a«^i)»  — (a»4.1)(2a)», 

• 

ont  été  indiquées  par  Euler,  dans  TOuvrage  cité;  elles  donnent  la 
solution  initiale  de  Téquation  (1),  lorsque  k  appartient  à  Tune 
des  quatre  formes 

On  peut  aussi  écrire 

[Va*  qp  !)•  —  P(Pa*qF«K=-*  > 
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formule  qui  comprend  les  précédeutes,  ec  qui  donne  une  sta- 
tion ,  pour  des  classes  très-étendues  de  valeurs  de  k. 

Pour  Peaa^ — 3,  par  exemple,  on  a  le  résultat  assez  rana^ 
quable 

(fl»-. 5a«  H- !)»-(«»  — 5)(a«  —  2)(a«  —  l)o««4, 
compris >  du  reste,  dans  Fidentité  connue 

(o*  +  5a6  -•-  5Y  —  a  (a  -4-  6)  {a  +  25)  (a  -*-  56)  «  V. 

Ainsi,  en  particulier,  lorsque  k  est  le  produit  de  quatre  nomiffes 
consécutifs  : 

(o«  4-  5o  +  iy  —  a{a  ^  i){a  h-  2)(a  ^  3)  =  !. 

Dans  les  applications,  il  arrive  souvent  que  la  valeur  de  k  ren- 
ferme des  facteurs  carrés  ;  mais  on  pourra  toujours  Ten  débar- 
rasser, en  faisant  passer  ces  facteurs  dans  la  valeur  de  y*.  Pu* 
exemple,  en  prenant  Pss7,  aeaG,  dans  la  formule  générale 
ci-dessus,  il  en  résulte 

281'  — 7.280.6*  =  l, 
ce  qui  revient  à 

251«  — 70.50»=!. 

Pour  P=4a— 6,  on  a 

(4a»  — 6o«  H-  ly  -  (4a— 6)(4a»—  6o«  -*-  2)a'=.i, 

c'est-à-dire 

(4a»— 6a« -f- 1)"  —  (2a  —  3)(2a -^  l)(2tt»  —  2a)*  =  I. 

Faisant  à «» 6, 14, 1  S,  26,  42,  on  parvient  aux  résultats  : 

6*9»— 13.180»=  1, 

9  801»  — 29 .1820»=  1, 

12151»  — 93.1  260»  =  1, 

66  249»  — 83.9100»  =  !, 

288  769»  — 85.50996»  =  !, 


I 
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constituaDti  respectivement ,  les  solutions  les  plas  simples  pour 
ik=13,29,93,53,85. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  voir  Tutilité  et  la  portée  de  la 
formule  générale  ci-dessus.  Toutefois,  nous  inscrirons  encore  les 
résultats  : 

5*  — 2.3.2*  =  1, 

il'  — 2.3.S.2»  —  !, 

29«  — 2.3.8.7.2«  =  1, 

769*  — 2.3.5.7.H.16«  =  1, 

4159*  — 2.3.5.7.11.13. 24*  =  1, 


qui  correspondent  à  des  valeurs  convenables  de  a  et  de  P|  dans 
la  même  formule.  Ces  égalités  sont  dignes  d'attention,  en  ce  que, 
la  valeur  de  k  étant  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers 
consécutifs  :  2, 3,  5,  7, ....,  la  valeur  de  x  (solution  initiale)  y  est 
un  nombre  premier  :  particularité  qui  se  rattache  probablement 
à  un  fait  général,  non  encore  étudié. 

3^  La  résolution  de  Téquation  (1)  peut  se  ramener  à  celle 
d'équations  auxiliaires,  plus  générales,  mais  quelquefois  plus 
faciles  à  traiter  que  la  proposée.  On  n*en  donnera  ici  que  deux 
exemples. 

Soit ,  en  premier  lieu ,  Téquation 

Px«-Qy'-1, 
dont  une  solution  est  supposée  donnée  par  Tégalité 

P,  Q  sont  des  entiers  positifs,  premiers  entre  eux,  ^el  sans  divi- 
seur carré.  Nous  aurons  les  deux  identités' équivalentes 

(2Pa«-l)«-PQ(2«p)*  =  l, 
(2Qp«H-l)'-PQ(2otp)'-l, 
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donnant  une  solution  de  (i),  pour  k  «»  PQ.  Cest  ainsi  qoe  Tép- 
ité 

6.2«  — 19.1  —  1 

engendre  celle-d  : 

59*  — 95.4*=  1. 

Soit  9  secondement,  Téquation 

Px*— Qy*  =  «, 

que  Ton  suppose  vérifiée  par  xeaa,  y  «s  p.  Il  s'ensuit 

(P«"-1)'-PQ(«P)'  =  (QP'-*-  l)'-PQ(«P)*«l. 

par  où  Ton  a  encore  une  solution  de  (1),  pour  i=QP.  P» 
exemple  9  de 

15.5*  — 118.1*  — a, 

on  conclut 

116*  — 1495.5*— 1. 

Relativement  à  ces  équations  auxiliaires ,  il  y  a  lieu  de  rap- 
peler les  théorèmes  rapportés  dans  la  Théorie  des  nombres  de 
Legendre,  T*  partie ,  §  YII.  (La  mite  prochainement.) 


SUR  LA  SÉRIE  HARMOHIQUE; 


par  M.  B.  Cesaxo. 


Théorème.  La  somme  des  n  premiers  termes  dt  la  série  har- 
monique est  comprise  entreXn  -^{etXn-^X* 
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De  la  lormiile  connue  (Cours  d'Analyse  de  l'Université  de 
Liège)  : 

n-1        Lan  — 13    (2n-i)»         J' 
on  déduit  la  double  inégalité  : 

2n-2^    n  — 1^    Lîn  — i      (2n  — i)»         J    - 

* 

ou  bien 

2  n  i  ri  1     1 

Changeant  n  en  n —  1,  n — 2, ... ,  4,  3,  2,  et  ajoutant,  on  ob- 
tient, en  désignant  par  Su  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  harmonique, 

2S,.-.S„-2<ln<S„-l(l+i) 

Or, 

i  i  i  \ 

^        "      n+l       n-»-2  2n  2 

Si  Ton  remplace  Sin  par  S»  +^,  dans  rinégalitè  ci-dessus, celle-ci 
subsiste  à  plus  forte  raison ,  et  devient 

S„-4<ln<S„--i. 

Donc 

In  +  i  <  8,  <  IfH-  i. 

Note  du  Rédacteur.  On  peut,  de  diverses  manières,  déter- 
miner des  limites  entre  lesquelles  soit  comprise  la  quantité 

^-"'*"*"2'*'5'*"^-"*"n' 
1  *  M.  Schidmiich  a  trouvé 

l(n  +  l)<S,<i +1(114.1)0 (A) 

(*)  NouoeUêi  Afinak$  de  maihémaliquei,  4859. 
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9*  Une  simple  considératioD  géométrique  suffit  po«r  déoMn- 
trer  la  double  inégalité 

H  -1-  1 


3*  Le  même  procédé  donne 


«-^1^<S.<4^U 


(q 


4*  Enfin ,  si  Ton  part  de  la  relation 

S^  =  Iii  — ç(n)  +  C, 

dans  laquelle  f  (n)  est  une  quantité  qui  s'annule  pour  n  àijbi, 

et 

C  — 0,877  245664..., 

on  trouve 

Si  Ton  compare  les  inégalités  résultant  de  considéralioDs  élé- 
mentaires, on  voit  que  celles  de  M.  Cesaro  ont  Tavantage  sur 
toutes  les  autres,  du  moins  à  partir  den=5. 


P.-5.  Depuis  que  son  travail  est  imprimé,  M.  Cesaro  m'en  i 
envoyé  un  autre,  dans  lequel  les  limites  In  + 1  et  In  -f-  -J  sooi 
remplacées  par 

l(n  -i-  i)  -^  0,60    et    l(ii  -h  i)  -4-  0JS5. 
Ces  nouvelles  limites  sont  remarquablement  approchées. 


(*)  Traité  élémentaire  de»  séries,  p.  54. 

Ç*)  Mélanges  mathémathiques^  p.  164;  Sur  to  constante  d'Eukr  é  k 
fcniUion  de  Binel;  etc. 
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Cinq  lettres  —  de  —  Sophie  Germain  —  à  —  Charles-Frédéric 
Gauss — publiées  par  —  B.  Boncompagni  —  d'après  les  origi- 
naux  possédés  par  la  Société  royale  des  sciences  de  Gôttingen. 
—  Berlin.  —  Institut  de  photoUthographie  des  frères  Bur* 
chardt.  —  Imprimerie  de  Gustave  Schade  (Otto  Franche).  — 
MDCCCLXXX.  20  pages  en  foc  simik;  titre  et  faux  titre.  Iq4\ 

Nous  avons  rendu  compte,  dans  le  n""  de  mat  (pp.  2i7-219), 
de  la  lettre  inédite  écrite  par  Gauss,  le  30  avril  1807,  à  Sophie 
Germain,  et  publiée,  en  fac  simile,  par  M.  B.  Boncompagni.  Le 
savant  éditeur  du  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  dette 
Sdenze  matematiche  e  fisiche  (*)  vient  de  rendre  un  nouveau 
service  à  Thistoire  des  Mathématiques,  en  faisant  paraître  une 
magnifique  reproduction,  photoliihographique,  de  cinq  lettres  de 
Sophie  Germain  à  Gauss. 

La  première  (21  novembre  1804)  contient  quelques  remarques 
sur  le  dernier  chapitre  des  DisquisiUones  et  sur  le  théorème  de 
Fermât,  relatif  à  Timpossibilité  de  la  relation 


(*)  Nous  apprenons,  avec  on  regret  qui  sera  partagé  par  ions  les  leeteors 
do  BvUettino^  que  oe  précieux  recueil  cessera  de  paraître,  à  partir  de  1880. 
La  collection  complète,  qui  a  été  publiée  de  1868  à  1880,  se  compose  de 
douze  volumes,  formant  ensemble  environ  9  ou  10  mille  pages  grand  in- 
qnarto;  c*esi  un  répertoire  d'une  valeur  inappréciable,  aussi  bien  pour 
l'histoire  des  Mathématiques  modernes,  que  pour  celle  des  Mathématiques 
anciennes. 


I 

I 
I     > 
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enfin ,  Tauteur  met  l'expression 

sous  la  forme  fl  —  llu',  en  posant 

«  =  «»  — il«r*,    u  =  (s*  — 3«V  — r*)r, 

transformation  vainement  cherchée  par  Lagrange. 

Dans  la  seconde  (31  juillet  1805),  Sophie  Germain,  après  m 
aperçu  de  ses  recherches  sur  les  formes  ternaires^  de  détenni- 
nant  nul ,  annonce  à  Gauss  la  publication  du  tome  IV  de  h  Jfê- 
canique  céleste  et  en  fait  une  analyse  sommaire.  Elle  donne 
ensuite  une  analyse,  plus  détaillée ,  d'un  Mémoire  de  Legendre, 
sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes,  celui4i  même, 
croyons-nous,  où  se  trouve  exposée,  pour  la  première  foîs,li 
Théorie  des  moindres  carrés.  Cette  analyse  prouve  que  Sophie 
Germain  avait,  en  Astronomie  mathématique,  des  connaissaoees 
étendues. 

La  troisième  lettre  (16  novembre  180S)  est  peut-être  h  plos 
intéressante  de  toutes,  à  cause  d'une  curieuse  conjecture  de 
Sophie  Germain  sur  les  déterminants  adjoints.  Elle  y  éDOnee, 
en  effet,  sous  forme  dubitative,  il  est  vrai,  le  théorème  démooiré 
plus  tard  par  Cauchy  : 

Si 

on  a 

Aik  étant  le  coefficient  de  aik  dans  D. 

La  lettre  suivante  (30  février  1807)  est  celle  ou  Sophie  Gff- 
main  fait  connaître  son  vrai  nom  à  Gauss.  Elle  lui  explique 
pourquoi  elle  a  pris  un  pseudonyme  :  elle  craignail  «  le  ridicoie 
attaché  au  titre  de  femme  savante  » . 

La  dernière  (27  juin  1807)  est  la  réponse  à  la  lettre  de  Gaoss, 
du  30  avril,  analysée  dans  la  N.  C.  Elle  contient,  sur  les  résidus 
des  puissances,  de  nombreux  théorèmes,  que  M^'*  Germain  sou- 
met à  Gauss. 


I 


• 
Les  cinq  lettres  dont  nous  venons  de  donner  une  idée  som- 

maire,  prouvent,  comme  celle  de  Gauss  à  Sophie  Germain,  com- 
bien celle-ci  était  digne  de  correspondre  avec  le  célèbre  Mathé- 
maticien de  Brunswick;  et  Ton  doit  savoir  gré,  à  M.  Boncompagni, 
de  les  avoir  fait  connaître  au  public  (*).  (P.  M.) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  P.  S.,  abonné.  —  «  Il  y  a  lieu ,  ce 
me  semble, de  revenir  sur  h  Question  3S9,  résolue  par  M.Gesaro 
(N. CM.,  tome  IV,  page  293). 

Disposer  y  en  triangle  équilatéraly  les  neuf  premiers  chiffres  (**), 

(*)  P.-5.  —  DaDS  une  lettre .  qu'il  me.  fait  rhonneiir  de  m'adresser,  le 
piriocc  Boncompagni  m'annonce  la  publication .  prochaine  de  dix  lettres  de 
Sophie  Germain  à  Gauss,  et  de  trois  lettres  de  Gauss  a  Sophie  Germain. 
Excellente  nouvelle  pour  les  érudits  !  Ayec  Tautorisation  du  savant  et  libéral 
Éditeur,  je  signalerai,  ici,  deux  fautes  d'inattention,  qui  se  sont  glissées  dans 
Tune  des  lettres  dont  M.  Mansion  vient  de  rendre  compte  : 
auUeudê  lii5  -l-  6)r*8\  on  doit  lire  :  (ii6  4-  6)r's>; 
au  lieu  de  {{{s*—  3#V«  —  r*)\  on  doU  lire  :  H  (»«  —  3« V  —  r*) V.    (E.  C.) 

(**)  Au  mot  chiffres^  je  préférerais  les  mots.fiom6re«  entiers;  car  les  chiffres 
sont  des  signes,  qui  n*ont  ni  sommes  ni  carrés.  (P.  S.) 

Depuis  une  trentaine  d'années,  le  mot  chiffre  est  employé  à  tout  propos, 
et  surtout  mal  à  propos.  A  l'appui  de  cette  thèse,  les  preuves  abondent  Je 
ine  contenterai  de  deux  citations  : 

io  George Sand, l'un  de  nos  plus  grands  prosateurs,  a  écrit  :  •Une dégui- 
»    9aU  pas  son  chiffre  » ,  pour  son  âge  ; 

3«  A  tout  moment,  on  lit,  dans  les  journaux,  cette  phrase  inepte  :  «  le 

9   nombre  des atteint  le  chiffre  de  ...  »;  mais,  chose  étonnante!  on  la 

reocontre  dans  V Annuaire  du  Bureau  des  longitudes  (1880,  p.  i5S).  A 
r01>servatoire  de  Paris  on  devrait,  semble-t-il,  posséder  les  premières  no- 
tions de  TArithmétique,  (E.  C.) 
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a,  b,  e,  dy  e,  f,  g»  h,  k,  de  manière  que  : 

a«  -*.  6«  -^  c*  H-  cP  «3  d*  ^  è*  -♦.  /*  V  s»  =  j*  +  **  +  *"  +  0*. 

D^abordy  la  question  n*e8t  pas  bien  posée,  parce  qu'il  y  a  sa^ 
abondance  de  conditions.  On  ne  peut  satisfaire  è  la  seconde  con- 
dition sans  satisfaire ,  en  même  temps,  à  la  première. 

En  effet  I  diaprés  la  seconde ,  la  somme  des  termes  aux  som- 
mets doit  être  divisible  par  trois  ;  ces  termes  doivent  donc  être»  oa 
1  "y  tous  trois  de  la  forme  Sa,  ou  5h,  Coos  trois  de  la  (orme  3ii+t. 

Le  premier  cas  n^offre,  pour  les  sommets,  que  la  combinaisoD 
9, 36,  81.  Il  se  rejette  facilement,  puisque  la  somme  des  terme 
qui  doivent  venir  se  placer  entre  9  et  36,  serait  93.  Or  92  D*ai 
pas  la  somme  de  deux  carrés. 

Pour  le  second  cas,  observons  que  les  termes  restants  sont  : 
trois  de  la  forme  3n  et  trois  de  la  forme  3n  + 1  ;  on  ne  peoi 
donc  avoir  des  sommes  égales  pour  les  côtés,  qu^en  prenant  les 
deux  termes  du  milieu  de  chaque  côté,  Tun  de  la  forme  S», 
Tautre  de  la  forme  3n+l.  Par  suite,  la  somme  des  termes  de 
chaque  côté  doit  être  divisible  par  trois,  et  nous  n^avons  plir$ 
qu'à  examiner  les  cas  du  2^,  qui  satisferaient  à  cette  condiiion. 

Pour  les  connaître,  je  conçois  que  Ton  retranche  une  unité  de 
chaque  terme  de  la  forme  3n  + 1,  et  qu*on  divise  ensuite  ions 
les  termes  par  3.  Après  cette  transformation,  il  faudra  encore  que 
la  somme  des  termes  aux  sommets  soit  divisible  par  3.  Hais, 
dans  cette  transformation ,  les  termes  de  la  forme  3fi  conservent 
la  même  forme  ;  les  termes ,  dont  la  racine  était  de  la  forme 
3n  + 1 ,  deviennent,  respectivement,  des  formes 

Su,    5n  +  2,    3n«i-l (a) 

Ceux  dont  la  racine  était  de  la  forme  3a  -h  3,  deviennent,  respee- 
tivement,  des  formes 

3n-f-i,    3n*i-2,    3n (^ 

Nous  ne  pouvons  donc  avoir  une  sonune  divisible  par  3,  qa*tt 
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prepant  :  l""  deux  termes  de  la  ligne  (a),  avec  le  terme  non  sem- 
blable de  la  ligne  (6)  ;  â**  deux  termes  de  la  ligne  (6),  avec  le 
terme  non  semblable  de  la  ligne  (a)  ;  3^  les  trois  termes  de  la 
ligne  (a)  ;  et  4*  les  trois  termes  de  la  ligne  (6).  Donc  en  tout 
huit  combinaisons,  savoir  : 

16,  1,  4, 

46,  1,  49, 

16,  49,  64, 

16,  4,  64; 

et  ces  quatre  mêmes  combinaisons,  dans  lesquelles  on  remplace- 
rait 16  par  25.  Or,  en  examinant  séparément  chacune  de  ces  huit 
combinaisons ,  on  reconnaît  que  la  dernière  seule  donne  lieu  à 
solution.  Et  cette  solution  satisfait  aussi  à  la  première  condition 
de  renoncé. 

M.  Cesaro  dit  qu  on  ne  peut  résoudre,  que  d'une  seule  manière, 
la  question  proposée;  d*autre  part,  les  termes  des  sommets  pou- 
vant permuter,  puis  encore  les  termes  du  milieu  de  chaque  côté 
pouvant  permuter,  il  est  clair  qu'il  y  a  48  manières,  bien  dis<- 
tinetes,  de  satisfaire  à  l'énoncé.  Ces  48  manières  présentent  les 
trois  mêmes  termes  aux  sommets,  et  les  quatre  mêmes  termes 
sur  un  même  côté;  48  pareilles  manières  formeront  ce  que  nous 
appellerons  donc,  avec  M.  Cesaro,  tine  seule  solution. 

Or,  il  est  nécessaire  de  s^entendre  sur  la  signification  du  mot 
solution  :  dans  sa  Remarque  I,  M.  Cesaro  annonce  84  solutions, 
quand  on  ne  doit  satisfaire  qu'à  la  première  condition  de  Fénoncé. 
Je  n'en  trouve  que  1 8  ;  savoir  : 

1**  deux  qui  ont,  aux  sommets  du  triangle,  la  combinaison 
1,  4, 7  ;  S'  deux  qu  on  obtient  en  retranchant  de  10  chacun  des 
termes  des  deux  triangles  précédents  ;  S"*  quatre  qu'on  obtient 
en  remplaçant,  dans  les  quatre  triangles  précédents,  2,  3  et  6, 
par  4,  7,  8,  et  réciproquement;  4"*  deux  qui  ont  respective- 
ment, aux  sommets,  les  combinaisons  1 ,  5, 9  et  5,  5,  7  :  si  on 
leur  fait  subir  les  transformations  indiquées  au  2^  et  au  3%  elles 
se  reproduisent  dans  d'autres  positions;  S""  deux  qui  ont,  aux 
sonamets,  la  combinaison  3,  8,  8  :  si  on  leur  fait  subir  la  trans- 


formation  indiquée  au  9*,  elles  se  reproduisent  dans  iTatilRs 
positions;  6"*  deux  qu'on  obtient  en  faisant  subir,  aux  deux  pré- 
oédents,  la  transformation  indiquée  au  3*  ;  7^  deux-  qui  ont,  «a 
sommets  »  la  combinaison  5,  2,  7  ;  8^  deux  que  Ton  obtient  eo 
faisant  subir,  aux  deux  précédents ,  la  transformation  du  f, 
Y  en  a-t-il  d'autres  ?  » 


Extraits  d'une  kttre  à  M.  Hermite.  —  «  ...  Sans  la  ehereher, 
je  viens  de  trouver  une  démonstration,  simple,  du  beau  théo- 
rème que  vous  avez  donné  dans  le  Journal  de  Borchardt  : 

p  étant  un  nombre  premier,  impair...  » 

«  Depuis  que  j'ai  démontré  le  théorème  de  Staudt  Q  je 
m'évertue  à  en  tirer  des  conséquences  :  vous  allez  voir  que 
votre  théorème  en  est  une. 

»  Du  temps  où  . . . ,  j'ai  donné  cette  relation  : 

(Comptes  rendus,  tome  LIV)... 

«  Considérons ,  dans  le  premier  membre,  les  Nombres  de 
Bernoulli  admettant  la  fraction  j  (passez-moi  cette  iocutiop 
abréviative).  Ce  sont  : 

B,.i^,    Bj(^^)_t,    B|(p^)^i,  

Ces  quantités  admettent,  comme  coefficients  respectifs  : 

ar*(W4.p^.  v^k:^,^,.  i'^K^.^, 

Ainsi,  dans  le  premier  membre,  la  somme  des  fractions  ajf0f 


(*)  La  d^oDstration  paraibra  dans.un.antre  R^^eneiL  (E.  C) 
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p  pour  démominateur  est 

N  étant  un  nombre  entier. 

M  M^  M'/ 

»  Le  second  membre  est  entier*  Or,  les  fractions  - 1  -r?  >  77  y 
ne  peuvent  pas  se  réduire  entre  elles  (*)  :  donc  chacune  est  réduc- 
tible à  un  nombre  entier.  Autrement  dit  : 

ou  y  en  négligeant  des  n)ultiples  de  p  (d*après  le  théorème  de 
Fermât)  : 

(E.  c.)  r  ).  » 


Extraits  d'une  lettre  de  M.  Laquière,  ex-officier  d'Artillerie 
(Alger). —  «  Les  questions  sur  le  déplacement  d'une  figure  dans 
son  plan,  sur  lesquelles  M.  Neuberg  a  inséré  plusieurs  Notes 
intéressantes,  à  la  iV.  C.  If.,  m'ont  remis  en  mémoire  quelques 
renseignements  sur  ce  sujet,  déjà  assez  anciens,  et  qui  seraient 
peut-être  intéressants  pour  vos  lecteurs. 

En  1872,  mon  camarade  Grouard,  capitaine  d'Artillerie,  me 


(*)  Si  de$  fraelùms  irréduetiblei  |i  I7,  prr*.,  otU  leurs  dénaminateutt 
premiers  entre  eux,  deux  à  deux^  la  fraction 

hVW 
est  ûréduetible;  propriété  connue.  (E.  G.) 

(**)  On  a  pu  lire,  dana  la  iV.  C.  M.  (i.  III,  p.  72),  une  démonstration  du 
même  théorème,  dae  à  M.  Edouard  Lucas,  notre  savant  Collaborateur. 
VI.  21 
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communiquait  une  étude  fort  belle,  qu*il  avait  faite,  du  dfpket- 
ment  continu  d'une  figure  dans  son  plan,  variant  de  grandeur, 
mais  en  restant  semblable  à  elle-même.  Comme  on  le  voit,  les 
théorèmes  de  M.  de  Laffite  et  ceux  de  M.  Neuberg  ont  rapport 
&  des  cas  extrêmement  particuliers  de  Tétude  de  M.  Grooard. 
Celle-ci  a,  du  reste,  été  insérée,  si  mes  souvenirs  ne  sont  pas  eo 
défaut,  dans  le  Bulletin  (*)  de  la  Société  Philomatkique  de  Parti, 
vers  le  commencement  de  1870.  Je  regrette  de  ne  plus  avoir 
sous  la  main  la  brochure  de  M.  Grouard,  dont  j'aurais  voulu  vons 
signaler  les  parties  les  plus  remarquables. 

La  méthode  de  déplacement,  définie  par  M.  Grouard,  est  ooe 
sorte  de  généralisation  de  la  théorie  du  centre  instantané  de 
rotation. 

M.  Grouard  part  du  principe  suivant,  de  démonstration  iadk: 

Lorsque  deux  figures  sen^lables  sont  situées  dans  un  même 
plan,  il  existe  un  point  tel  que  Von  peut  ramener  Fune  des  figura 
par  une  rotation,  autour  de  ce  point,  à  Favoir  pour  centre  de 
similitude  avec  la  seconde. 

Ce  point  est  nommé,  je  crois,  par  M.  Grouard,  cenire  de  miî- 
Utude.  Je  lui  avais  proposé  de  changer  cette  dénomination  (**) 
en  celle  de  centre  de  rotation-épanouissement ^  rappelant,  à  b 
fois,  les  deux  mouvements  simultanés  de  la  figure,  cbangeoeot 
d'orientation  et  variation  de  grandeur,  par  épanouissement  sur 
des  rayons  convergents,  contenant  les  points  homologues. 

Si  la  figure  se  déplace  d'une  manière  continue,  k  chaque  posi- 
tion dé  la  figure  mobile  correspond  un  centre  instantané  de  simi- 
litude (ou  de  rotation-épanouissement).  La  considération  deee 
point  conduit  à  des  remarques,  fort  intéressantes,  siu-  lestaiH 


(*)  Est-ce  le  nom?  En  tout  cas,  dans  le  Journal  donnant  les  Gomptes-fea» 
dos  de  cette  Société.  (L.) 

Ce  journal,  qui  n'existe  plus,  je  crois,  était  V Institut»         (S»  C) 
(**)  Elle  est  généralement  adoptée.  Voir,  par  exemple,  les  TMoninet  d 
Problèmes  de  Géométrie  élémentaire.  (E.  C) 
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gentes  aux  courbes  de  la  figure.  La  suivante  est  fondamentale  : 

Les  rayons  qui  joignent  le  centre  instantané  aux  divers  points 
de  la  figure  ou  atiap  points  de  œntact  des  diverses  droites  avec 
leurs  enveloppes  font^  respectivement ^  avec  les  trajectoires  des 
points  et  les  enveloppes  des  droites ,  un  angle  commun^  que  Fau- 
teur dénomme  l'inclinaison  des  obliques  concourantes. 

Cet  angle  V  est  défini  par  Pexpression 

tgV  =  f  .d«, 

y  représentant  Tépanouissement,  et  da,  la  rotation  élémentaire. 

Trois  figures  semblables,  A|,  A^^  A5,  ont,  dans  leur  plan,  trois 
centres  C3,  G^,  C2,  de  rotation-épanouissement.  On  nomme  cercle 
des  trois  centres ,  le  cercle  G1C2G3.  Si  Ton  joint  respectivement 
ces  trois  centres  aux  points  d'intersection  de  trois -droites  homo- 
logues (G3  au  point  de  concours  de  L|,  L2,  etc.),  les  droites  ainsi 
obtenues  concourent  en  un  point  du  cercle  des  trois  centres^  . 

Par  trois  points  homologues,  on  peut  faire  passer  trois  droites- 
homologues  concourantes.  Le  point  de  concours  est  sur  le  cercle 
des  trois  centres. 

Le  cercle  des  trois  centres  contient  trois  points  homologues 
des  trois  figures  données,  formant  un  triangle  semblable  à  celui 
de  trois  droites  homologues  quelconques. 

Trois  droites  homologues  renferment  deux  systèmes  de  trois 
points  homologues,  en  ligne  droite;  les  droites  contenant  les  trois 
points  homologues  passent  par  un  même  point  qui  est  croise- 
ment commun  des  trois  droites  unissant,  respectivement,  un  des 
centres  au  point  du  cercle  dont  les  homologues  sont  sur  le  cercle. 

Si  la  figure  se  déplace  d'une  manière  continue,  les  propriétés 
ci-dessus  monurent  que  : 

A  chaque  instant,  il  existe  un  système  de  droites,  de  la  figure, 
dont  les  enveloppes  présentent,  en  ce  moment,  un  point  de 
rebroussement  ;  toutes  ces  droites  concourent  en  un  même  point 
tel,  que  le  rayon  qui  le  joint  au  centre  instantané  fasse  Tangle  V 
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iTinclinaison  des  obliques  concourantes ,  avec  la  courbe,  lieu  du 
cenu^  instantané. 

Le  lieu  des  points  de  rebroussement  est  un  cercle  tangent  au 
lieu  du  centre  instantané  et  passant  au  point  de  concours  des 
droites  dont  les  enveloppes  ont  un  rebroussement. 

Le  rayon  de  courbure  de  Tenveloppe  d'une  droite  est  propor- 
tionnel k  la  distance  de  son  point  de  contact  au  cercle  des 
rebroussementSy  comptée  sur  la  corde  qui  joint  le  point  de  ooo- 
Uict  au  centre  instantané. 

Il  existe»  à  chaque  instant,  un  système  de  points  dont  les  u^jee- 
toires  ont,  à  cet  instant,  un  point  d'inflexion  ;  le  lieu  des  points 
d'inflexion  simultanés  est  un  cercle  des  inflexions,  tangent  au  lieu 
du  centre  instantané  et  passant  par  un  certain  point  de  Goncoun 
de  toutes  les  tangentes  aux  points  d'inflexion. 

Avec  les  indications  que  j'ai  cru  pouvoir  vous  donner,  il  vous 
sera  facile  de  retrouver  les  traces  du  Mémoire  de  M.  Groaard , 
qui  pourrait,  j'en  suis  convaincu ,  fournir  une  mine  précieuse 
et  variée  de  questions  sur  le  sujet  ébauché  dans  les  eommuoi- 
cations  auxquelles  j'ai  fait  allusion.  Je  crois,  d'ailleurs,  que  moa 
brillant  Camarade  n'avait  encore  fait  qu'ouvrir  très-large  ooe 
voie  où  nombre  de  Créomètres  pourraient  utilement  trouver  sujet 
à  recherches.  » 

«  Un  mot  au  sujet  de  la  dernière  observation  de  M.  Neoberg  : 

Venveloppe  d'un  cercle  du  plan  d'une  figure  semblableme^l 
variable  (dont  tous  les  points  décrivent  des  courbes  semblables, 
de  dimensions  proportionnelles  à  leur  distance  à  un  centre  fise), 
est  une  caustique  secondaire  du  Ueu  du  centre  du  cerde. 

Le  théorème  est  évident  et  n'est  autre  qu'un  cas  particulier 
de  la  déflnition  de  la  Caustique  secondaire,  donnée  par  Queieiet 
(P.  Serrbt,  Des  méthodes  de  Géométrie,  p.  78). 

A  ce  propos,  nous  ferons  observer  que  l'énoncé  suivant^géné- 
ralisation,  dans  l'espace,  du  théorème  énoncé  dans  le  plan)  peut 
se  passer  de  démonstration  : 

Que,  du  pomt  f  comme  centre,  on  décrive  une  sphère  (dans  k 
cas  considéré  par  H.  Neuberg,  son  rayon  est  nul)  de  rayon 
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traire,  et  que,  de  chaque  point  ude  la  surface  de  séparation  des 
deux  miUeux,  on  décrive  une  sphère  dont  le  rayon  soit,  à  la 
distance  de  ce  point  à  la  sphère  f,  dans  le  rapport  ^^»  égal 
à  rinverse  de  l'indice  de  réfraction  :  Veniveloppe  de  toutes  ces 
sphères  sera  normale  aux  rayons  réfractés. 

Si  le  plan  mené  par  le  point  lumineux  est  plan  de  symétrie  de 
la  surface  de  séparation ,  on  a  ainsi  la  définition  des  caustiques 
secondaires,  de  Quetelet;  et,  si  la  sphère  arbitraire  a  un  rayon 
nul,  le  théorème  devient  le  suivant  : 

5î  le  centre  d'un  cercle  décrit  une  courbe^  tandis  que  son  rayon 
est  une  fraction  déterminée  k  du  rayon  vecteur  mené  d'un  point 
fixe  au  centre,  l'enveloppe  du  cercle  est  la  caustique  de  la 
courbe  du  centre,  pour  Findice  k.  » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  SW. 

■ 

Une  ellipse  roule,  sans  glisser,  sur  une  horizontale  fixe.  Trou- 
ver le  lieu  de  son  point  le  plus  haut  (*).  (H«  Brocard.) 

Prenons,  pour  axe  des  x,  ThorizoAtale  donnée,  et,  pour  axe 
des  y,  une  verticale  quelconque. 

Le  point  le  plus  haut  M  est  le  point  de  contact  de  la  tangente 
parallèle  à  Taxe  des  x ,  c'est-à-dire  qu*il  est  diamétralement  op« 
posé  au  point  de  contact  M'  de  Tellipse  avec  cet  axe. 

Soient  :  X,  Y  les  coordonnées  du  point  M;  «i,  yj  celles  du 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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centre  C  de  Tellipse;  x,  Tabscisse  du  point  IT;  3r  la  dbtaDoe 
MM  ;  |3  et  0  les  angles  M'MP  et  MCB  que  la  droite  MM' bit  avec 
rordonnée  MP  et  le  grand  axe  AB  de  Tellipse. 
Nous  aurons  d*abord  : 

Y  =  2rco8p, P) 

9) 


ahîn^B  -+-  6*co8*6 

V  étant  Tangle  du  rayon  vecteur  CM  avec  la  tangente  en  M,  on  a 

rd$  cV 

cotgp  ts=  —  tangVes . 


4r      cVsineoosa 
De  (9),  on  tire 

par  suite,  Téquation  (3)  devient 

En  substituant,  dans  cette  dernière  équation,  la  valeur  der  drée 
de(l),  on  en  déduit, 

tangj3«-i ;^ i (4) 

D'autre  part ,  on  sait  que  la  tangente  au  lieu  du  centre  C  est 
perpendTieulaire  à  la  droite  CM';  elle  fait  donc,  avec  Taxe  des  s, 
un  angle  supplémentaire  de  P,  et  Ton  a 

Ungp  — |; 

ou,  en  observant  que 

Y  X  +  « 


^^         dX  +  dx  V  •         w 
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On  a  aussi 

X  —  X 
tangp  =  -y— 

d'où  l*on  conclut 


l/(4a«  — T')fr  — 46») 
X  — a?«— i :q ; 

et,  en  différentiant , 

—  Y*-*-46oV 
dX  — dx= dY,  ...    (6) 

ri/(4a«-Y*)(Y*— 46)* 

L'élimination  de  dx,  entre  les  équations  (S)  et  (6)  donne,  pour 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée, 

dX  =  ± dY. 

YV(4o«— Y»)(Y«— 46«) 

équation  qui  ne  peut  s'intégrer  que  par  les  fonctions  elliptiques. 

(E.  Fauquembergue.) 


Question  3TS. 

Une  parabole  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe.  Trouver 
le  lieu  du  point  de  contact  de  la  tangente  perpendiculaire  à  la 
droite  fixe  donnée  (*)•  (H.  Brocard.) 

Prenons  des  axes  rectangulaires ,  celui  des  abscisses  étant  la 
droite  fixe  donnée.  Soient  :  M' le  point  de  contact  de  la  parabole 
avec  cette  droite  ;  M ,  le  point  de  contact  de  la  tangente  perpen- 
diculaire MP.  L'angle  MPM',  circonscrit  à  la  parabole,  étant  droit, 
le  point  P  se  trouve  sur  la  directrice  ;  la  corde  MM'  passe  par  le 
foyer,  et  la  droite  PF  est  perpendiculaire  sur  MM'. 


C)  Le  locteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Soient  X,  Y  les  coordonnées  du  point  M ,  et  ^  Tangte  PHM. 
Le  triangle  rectangle  HFP  donne 

PF 
1IP«T»-: — 

sinp 

Hais  (D  étant  le  pied  de  la  directrice),  Fangle  DPP=ic— i|); 
et,  dans  le  triangle  rectangle  PDF  : 


PF 


sinSp 
Par  suite 


Y  = 


sin^sinâ^ 

La  tangente  au  lieu  du  point  F(z|,yf),  étant  perpendicalairei 
FM',  est  précisément  la  droite  PF,qui  Tait,  avec  Taxe  des  x»raD- 
gle  P  ;  c*e8t-è-dire  que  Ton  a 

•^^-ê « 

Mais,  des  équations,  presque  évidentes  : 


y«»|séc|3,    «i  =  X^|cosëcp, 


on  déduit 


rfyi=|8écptangpdp,     dx«  =  dX— |oo8écpootg^ 
Substituant  ces  valeurs  dans  (3),  on  obtient,  après  réductioD, 

sin  p  sio  3^ 
L*intégration  donne 

='-«-f[5J*'^-*(M)}  •  ■  "• 

X  et  Y  étant  exprimées  en  fonction  de  h  même  variable  p,  a> 
pourra  constraire  la  courbe.  (E.  Facqdehbbbgob.) 


(5) 
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Question  STO. 

Une  ellipse  roule,  $ans  glmer^  mr  une  droite  fixe.  Trouver  le 
Heu  de  ses  points  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  droite 
fixe  donnée  (*).  (H.  Brocard.) 

Soient  :  M' le  point  de  contact  de  l'ellipse  avec  la  droite  donnée, 
que  nous  prendrons  pour  axe  des  x,  et  M,  le  point  de  contact  de 
Tune  des  deux  tangentes  perpendiculaires  à  cette  droite.  Dési- 
gnons par  X ,  Y  les  coordonnées  du  point  Kl  et  par  ^  Tangle 
M'MP. 

L'angle  MPMS  circonscrit  à  Tellipse,  étant  droit,  la  droite  CP, 
qui  joint  le  centre  G  au  sommet  P,  a  une  longueur  constante, 
égale  à  Va^  -H  6*;  elle  rencontre  la  corde  MM'  au  milieu  I. 
Par  conséquent 

Y»3Plco8|3. 

Or, 

PI  — CP  — CI; 

et,  d'après  une  propriété  connue, 

CP 

K  étant  le  point  de  rencontre  de  la  droite  GP  avec  Tellipse.  Donc, 
en  désignant  GK  par  r,  on  a 

CP*— r*      a»  +  6«  — r' 
PI«= — — — = 

el 

¥«.    ^  Jcosp (1) 


(*)  Le  leeteur  est  prié  de  iaire  la  figure. 
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De  plus,  0  étant  Pangle  que  CP  fait  avec  le  grand  axe  de  ïé- 
lipse. 

En  outre, 

-coige— tang(Sp  — •). (ï) 

o 

En  effet,  a  étant  l'angle  obtus  formé  par  MM'  avec  le  gnnd 
axe, 

«  =  «  —  8(5 -i-d; 

d*où 

.tanga  =  —  tang(3|3  —  e). 

Si  Ton  suppose  Pellipse  rapportée  à  ses  axes,  tang  a  est  le  coeS- 
eient  angulaire  de  la  eorde  HM'.  Mais,  en  eonsidérant  cette  droite 
comme  la  polaire  du  point  P,  par  rapport  à  rellipae,  son  ooefli- 
cient  angulaire  est  aussi  —  -^  cotgO;  ce  qui  prouve  la  relation  (3). 
Éliminant  r'  et  0,  on  obtient 

(o'H-ft'lT*  — 2(a«  +  6VYcosp  +  a%«cosëc«p  =  a    .  (« 

Désignons  maintenant  par  jCf ,  y^  les  coordonnées  du  centre  C, 
et  par  y  Tangle  CM'P.  On  trouve 

X|  B=  X  —  l^o*  H-ô'sinp,    yi  =  l^ai-*-6*cosp, 

Ytangp-Ka*H-6«8inp  |-  '  ^^ 


cotr 


V/o"-f-  b*cosp 


Mais,  —  cotgy  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangenle  au  lieu 
du  point  C  ;  donc 

dy!     Va*  -♦-  ô'sin  p  —  Y  tang  p  ^ 
^^  l/a*^6"cosp 

ou,  en  remplaçant  dy^y  dx^  par  leurs  valeurs,  tirées  des  cqœ- 
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tîoos  (S)  : 

dX  =  — î^ ^ (6) 

Ysécp-V/a*-4-6' 

Il  resterait  à  éliminer  P  entre  les  équations  (4)  et  (6),  pour 
avoir  Téquation  différentielle  de  la  courbe. 

Remarque.  La  solution  de  la  Question  378  peut  se  déduire  dé 
la  précédente.  (E.  Fauquembergue.) 


THÉORâiiB.  Soient  OAGB  le  rectangle  déterminé  par  les  axes 
d'une  ellipse  [indéfiniment  prolongés]  et  une  tangente  AHB> 
prise  comme  diagonale.  Si  l'on  joint  le  sommet  C  au  point  de 
contact  M,  et  que,  du  centré  0,  Von  abaisse  OP  perpendiculaire 
à  CM  y  la  droite  OP  passe  par  le  centre  de  courbure,  relatif  au 

point  M.  (6.  DE  LONGGHAMPS.) 

Le  point  M  étant  défini  par  Tanomalie  excentrique  %  Téquation 

de  AB  est 

XCO89      j^sinf 


— 1«0; 


d*où 


0A=. .     OB 


C0S9  sm9 

Par  suite,  le  coefficient  angulaire  de  CM  est 

-Trr--osmç  ^      - 

smf  6cos'9 

a  asin'o 

acos®  ^ 

cosf  ^ 


et  réquation  de  OP  : 


asin'o 
ocos'9 
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Elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  du  centre  de  ecfariKDt, 
relatif  au  point  M  : 

c'cos'f        c'8in*9 

a  6 

(A.  Leihkool.) 
A*jtre  solution  par  M.  Fauquembergue. 


D'après  la  construction  précédente,  quel  est  le  Ueu  du  point  P? 

(R  C.) 

Le  point  P  est  Tintersection  de  OP  avec  la  cireonféreoGe 
décrite  sur  OM  comme  diamètre.  Il  est  donc  représenté  par  b 
équations 

x*-«-2f*e8  6y8in9-4-axcoa9, (i) 

y*»— T — rx -PI 

0006*9 

t 

De  la  première,  on  conclut 
La  seconde  donne 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  et  chassant  ki 
dénominateurs,  on  a 

(xV  yii{ax)i  ^  (fcy)l]  -  [(«x)i  -  (6y)l]*; 
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d*pùy  en  supprimant  le  facteur  {ax^-i-  (by)^  : 

(a:*^.y«)«-[(«x)l+(6y)l][(a«)l~(J^)f]"    ...    (3) 

(A.  Leinekugrl.) 
Autre  solution  par  M.  Fauquembergue  (*). 


Les  Questions  515,  524  et  535  (**)  ont  été  résolues  par 
M.  Leinekugel.  En  outre,  notre  jeune  Correspondant  a  généralisé 
la  première  :  il  a  cherché  quelles  sont  les  trajectoires  qui  coupent, 
sous  un  angle  donné,  les  spirales  données  (***). 


QUESTIOHS  PROPOSÉES. 


i6S.  1^  L*enveloppe  de  la  polaire  d*un  point  fixe  P,  par  rap- 
port à  une  série  de  coniques  homofocales,  est  une  parabole  ; 
2^  Déterminer  le  foyer  et  la  directrice  de  cette  parabole ,  et 


(*)  M.  F.  fait  observer  que,  si  Ton  met  réquation  (3)  sous  la  forme 

u*  SB  [{a oos  »)'  -h  (6sin »)'jl.(a  ces  »)*  —  (6  sîn  «)*  J  , 

la  diseussion  ne  présente  plus  de  difficultés.  (E.  G.) 

C")  Voir  pages  130, 185  et  236. 

(***)  Le  Problème  des  trajectoiret  a  été  traité,  d*abord  par  Leibniz  et  par 
le9  Bemoulli.  On  peut  lire,  dans  Montocla,  Thistorique  des  recherches  et 
des  incidents  auxquels  ce  problème  a  donné  lieu.  (E.  G.) 
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trouver  le  lieu  du  foyer,  lorsque  le  poiol  P  décrit  uoe  eourbe  C 
dans  le  |dan  ; 

5*  Quelle  doit  être  la  courbe  C  pour  que  le  point  de  codim 
de  Taxe  de  la  parabole  avec  son  enveloppe  coïncide  coosiamoKiit 
avec  le  foyer?  Quel  est,  dans  ce  cas,  le  lieu  du  foyer? 

(V.  Jambt.) 
••4.  On  donne  une  infinité  de  sections  coniques  bomoEocales, 
et  un  point  situé  dans  leur  plan;  et  l'on  demande  : 

1'  Quel  est  le  Heu  géométrique  des  points  de  contact  des  tiB- 
gentes  menées  à  ces  courbes,  par  le  point  donné; 

3*  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  nmnales  tac- 
nées  k  ees  courbes,  par  le  point  donné; 

Z'  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées,  du  point  donné,  sur  les  cordes  de  contact  (*). 

(Concours  général,  1840.) 
é%6.  Deux  circonférences  C,  C,  ayant  respectivement  pour 
rayons  R,  r  sont  don- 
nées ;  leurs  centres  0, 
0'  sont  placés  sur  ud 
même  axe  XX'  et  dis- 
tants d'une  quantité  con- 
stante a. 

Une  droite  AB,  de 
longueur  constante,  est 
assujettie  au  rnoorr- 
ment  suivant  :  le  poiai 
A  décrit  la  circonférenoe 
iniérieure  arec  une  vi- 
tesse angulaire  constan- 
te; le  point  B  décrit  la 


(')  En  recevant  Hotéressante  Question  de  H.  Jamct,  je  me  suis  rtpf^ 
celle-ci,  l'nne  des  plus  belles  qui  aient  ëtë  proposées  dans  les  CoDconis  géaé- 
raoï.  Elle  est  d'autant  plus  remarquable,  que  ht  froidûtu;  n'en /Wfii^ 
coDuue  l'a  trouTé  M.  Chasles,  si  mes  souvenirs  sont  fidèles.  (L  C) 


J 
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circonférence  extérieure  avec  une  vitesse  dépendant  des  condi- 
tions du  mouvement. 

On  demande  : 

V  L*expression  la  plus  simple  de  l'aire  S  engendrée  par  la 
droite  AB  quand  le  point  A  décrit  un  arc  correspondant  à  un 
angle  intérieur  quelconque  a. 

3^  Quelle  doit  être  la  position  initiale  du  point  A  sur  sa  tra- 
jectoire, c'est-à-dire,  la  position  initiale  de  la  droite  AB,  pour 
que  la  surface  S  soit  maximum? 

3"*  Plus  simplement,  quelle  doit  être  la  position  initiale  du 
point  A ,  pour  que,  décrivant  un  arc  AA'  correspondant  à  un 
angle  a.  Tare  extérieur  AB',  correspondant  à  un  angle  P  décrit 
par  Texurémité  B  de  AB,  soit  maximum  (^)? 

\.  Évaluer  les  déterminants 
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etc., 


dont  la  loi  générale  de  formation  peut  s'énoncer  comme  il 
suit  : 

Chaque  déterminant  renferme  2m — 1  lignes  et  2m — 1  co- 
lonnes. La  diagonale  contient  m  —  1  fois  Tunité,  et  m  fois  le 
nombre  m.  Les  lignes  se  déduisent  de  cette  diagonale,  en  écrivant, 
à  droite  des  unités,  m  —  1  fois  le  chiffre  1 ,  et  à  gauche  des  chif- 
fres m,  la  série  naturelle  m  — 1,  m — 2, ....  2,  1,0;  et  complé- 
tait les  lignes  par  des  zéros.  (H.  Brocard.) 


(*)  Cette  question,  aa  moins  originale,  vient  de  TÉcole  des  Mines,  de 
Li4e.  (£.  C.) 
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MT.  Vérifier  ïidentité 

2.4.6... Sn     ri         f.3   ,  1.3...(îii-<)  J 

;.5.7...(«n-i-i)L        î         2.4  2.4. ..2»      J 


dans  laquelle 


n  n{n  —  I) 


«l«=»Tt      ''t^ 


••  ■ 


1'       "  i.2 

(Hbbxite.) 

MS.  Démontrer  que 


(f-v^ 


±*      /  .  /~\ \  *■** 


\-\rÇ- 


i        +  r-V^-M     T« 


xqp2 

est  le  carré  d'un  polynôme  entier,  à  coefficients  entiert. 

(E.  GiUH.) 
1.  Vérifier  Pégalité 

V/2 


4  4 

(E.  G.) 


Dans  renoncé  de  la  Qwtiitm  563 ,  au  lien  de  cdm  de  rèsMkm,  oa  ^^ 
lire  :  c^ne  o6/i^,  à  bote  circuUtire  {*), 

(*]  L'orreur,  qui  n'a  pas  été  commise  par  H.  G.  Gesaro,  m'a  été  signalée,  par  Ini  d'aboti 
pais  par  M.  V.  Jamet.  Le  jeone  Professeor  de  Pau  m'a  envoyé,  en  même  tenps,  >k 
démonstration,  très-simple,  du  théorème.  (E.  Q 

P.'S.  —  Rectification  et  démonstration ,  par  M.  E.  Cesaro. 
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SUR  LES  SURFACES  A  GÉNÉRATRICES  CIRCULAIRES; 

par  M.  Demabtres,  professeur  an  Lycée  de  Rennes. 


[Suite  et  fin  ^  voir  t.  YI,  p«  300.) 


IV.  Surfaces  dont  les  génératrices  sont  des  ugnes  oéodésiqcbs. 

•.  On  doit  avoir  9  =af , ,  tg9=«  ,  c*est-à-dire  : 

A  +  ticosf  +  vsin9  =  0. 
Il  faut  donc  que  Ton  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  /  : 

A«0,      tt  =  t=:0, 

équalioDS  qui  caractérisent,  évidemment ,  le  cylindre  de  révolu- 
tioD. 
Dans  le  cas  d'un  centre  fixe,  on  a 

tgOsap'Rsincp. 

.  La  condition  cherchée  est  alors  p'saoo  ;  dans  les  deux  cas, 
les  conditions  trouvées  sont  su£Bsantes  ;  en  outre  p'  »==  oo ,  ou 
dR  sa  0,  caractérise  la  sphère.  Donc  : 

Théorème.  La  sphère  et  le  cylindre  de  révolution  sont  les  seules 
surfaces  admettant,  pour  lignes  géodésiques,  un  système  de  géné- 
ratrices circulaires. 

Si  Ton  veut  que  les  trajectoires  orthogonales  soient  des  lignes 
géodésiques,  on  aura  à  vérifier  la  relation  générale 


f-«-  (j-«) 


VI.  22 
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Or,  si  nous  différentions  Féquation  (9)  : 

H*  SB  (A  -I-  1100S9  -«-  osÎDf)'  +  (w  -4-  jiRsbff, 

nous  aoronsy  ea  ^lant  à  0  : 

(li)  (AH-»oo8f-i-vsinf)(voosf— iisîiif)-»-(«;-»-pRsiiif)pBcos9B0. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  avoir  lieu  identiquement,  c*est4- 
dire  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  /  et  de  f . 

Considérons  d'abord  le  cas  d'un  centre  fiie;  Féquatioa  (II) 
devient 

(IT) p'RsiofOOSf  ==0; 

et  la  condition  cherchée  est  p'»»Oy  ou  dr=0  :  la  surface  estéfi- 
demment  un  plan;  la  condition  trouvée  est  d'ailleurs  suffi- 
sante. 

Passons  au  cas  général.  Si  nous  écrivons  que  la  relation  (11) 
a  lieu  pour  chaque  valeur  de  /,  aux  quatre  points  définis  ptr 
(psaO,  if=itf  f  »:  |,y  f  =  ^y  nous  aurons  les  conditions  néces- 
saires y  mais  peut-être  insuflSsanles  : 

(A -♦- w)r -♦- irpR  =  0,  ...ç  =  0; 

(A  —  ti)t7  -h  wpH  s=  0,  . . .  9= îr;  (tt'-i-©*-i-io'=l) 

(42)    .    .    .    <(A-i-r)a  e=0,  ...9  =  -; 

(A  — i?)ti  =0,  ...9  =  — «. 

Première  solution  : 

us=Oy    Av-«-i0pR  =  o. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  condition  générale  (II);  die 
devient 

(A  +  vsin9)vcos9  —  At;cos9  -1-  p*&'sin9cos9ssO. 
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On  doit  doDC  avoir,  identiquement  : 

(i;*-i-pW)8inç™0; 
d'où  t;=aO,  pssO.  En  résumé  : 

«BaO,     VssO^     pB=0. 

Ces  conditions  sont  suffisantes,  car  elles  réduisent  l'équation  (1  i) 
à  une  identité;  elles  donnent  les  surfaces  de  révolution. 

Deuxième  solution  : 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (11);  elle  devient 

—  tt'co89sin9  s»  0; 

■ 

et  il  est  impossible  de  la  vérifier  identiquement.  Donc  cette 
seconde  manière  de  satisfaire  aux  équations  (12)  ne  donne 
aucune  surface  répondant  à  la  question. 

Troisième  solution  : 

ff  =  0,    A=0,    «  =  0,    ti7=»0. 

La  substitution  dans  (11)  donne 

—  cos9sin9  -t-  p'R'sin9co8(p  =  0; 

et  cette  équation  est  identique  si  pRssl.  On  obtient  donc  une 
nouvelle  classe  de  surfaces  ;  savoir  : 

A  =  0,    pR»:1,    u=l,    v  =  to«0. 

Interprétons  ces  conditions  :  R  est  constant,  et  la  caractéris- 
tique est  constamment  parallèle  à  la  tangente  de  la  ligne  des 
centres.  Il  faut,  pour  cela,  que  ces  deux  droites  se  confondent, 
a*e8t-à-dire  que  le  plan  du  cercle  mobile  soit,  à  chaque  instant, 


—  Seu- 
le plan  osculateur  de  la  ligne  des  centres;  dt  est  alors  ïw^ 
de  torsion  de  celle-ci,  et  la  condition  pR«=l  exprime  que  k 
rayon  de  torsion  est  constant  et  égal  à  R. 

En  résumé  : 

Théorème.  Les  seules  surfaces  pour  lesquelles  les  trajeclmm 
orthogonales  soient  en  même  temps  des  lignes  géodisiquet  «mli 
en  laissant  de  côté  le  plan  et  les  surfaces  de  révolution,  engen- 
drées  de  la  manière  suivante  : 

V  Le  centre  décrit  une  courbe  à  torsion  constante; 

2^  Le  plan  du  cercle  mobile  coïncide  constamment  avec  le  pks 
osculateur  de  cette  courbe; 

3*  Le  rayon  du  cercle  est  invariable  et  égal  au  rayon  de  tor- 
sion de  la  ligne  des  centres. 

Remarques.  Pour  ces  dernières  surfaces ,  ds^  prend  la  kmt  : 

dp  ^  (Rdf  H-  rRdl  —  àn(pdlf  =  dP  -f-  V^d^, 

sur  laquelle  on  reconnaît  immédiatement  que  %  <»  consL  r^ 
présente  des  lignes  géodésiques. 

Observons  encore  que  la  détermination  de  toutes  ces  sar&œs 
revient  à  la  détermination  des  courbes  à  torsion  constante;  or, 
ce  problème  a  été  résolu  par  M.  Serret  (voir  une  note  de  11.  Lioih 
villcy  dans  louvrage  de  Monge). 

Le  problème  général,  que  nous  nous  étions  proposé,  se  troofe 
donc  complètement  résolu  :  la  ligne  des  centres  se  déterminen 
par  des  quadratures  portant  sur  des  expressions  qui  dépendeDi 
d*une  seule  fonction  arbitraire. 


V.  Trajectoires  orthogorales* 

7.  Reprenons  réquation  : 

R(Ap-f-  (rR  -I-  vcosf^-tfsinfjcUtssO. 
On  peut  Tintégrer  sans  difficulté  dans  un  cas  très-étendo, dé- 
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pendant  encore  de  quatre  fonctions  arbitraires  :  c*est  par  cette 
intégration  que  nous  terminerons  ce  qui  concerne  les  trajectoires 
orthogonales. 

Soit  A  Tangle  que  fait,  avec  OX,  la  tangente  à  la  ligne  des  cen- 
tres projetée  sur  le  plan  de  la  génératrice  ;  nous  aurons  : 

ti=ssinyeosif    i;s>8inrsin>i  tisînf — vco8(f=»siaytàn{<p-'X). 

Si  donc  Ton  pose  : 

(i5) ^s=»(f  —  x^    d^  =  d(f^dx, 

Téquation  des  trajectoires  deviendra  : 

Rdf^  -^  RdA  -t-  rRcU  —  sinr  sin  f^dt^  0. 

Si  nous  supposons  que  les  fonctions  l,  r  satisfassent  à  la  con- 
dition 

(14) X -i- <r  f^  eonst.f 

nous  aurons 

Bd^  -t-  sinr  sio  ^dl  &=  0  ; 

et,  en  intégrant  : 

fh         /•siny  ,, 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

(15) 9=»>-*-2arctg(ey^^). 

Le  facteur  d*in(égrabilité,  désigné  plus  haut  par  P,  est  ici. 

sinvp       sin(ç  — >) 


P 


R 


La  relation  (14)  a  une  signification  géométrique  très-simple, 
et  la  classe  particulière  de  surfaces  qu'elle  représente  est  nette- 
ment caractérisée. 
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SUR  QUELQUES  QUESTIONS 
SB  RATTAQBAHT  AU  PROBLÈME  DE  PELL; 

ptr  M.  s.  REAU8,  ingémeiir  à  Turin. 
{Smik  d  /E»,  voir  t  TI,  p.  8M.) 


S.  Soit,  maintenant,  Inéquation  plus  générale 

(i) x«  — ty«  =  *: 

k  désigne  un  entier  positif  n'^ayant  pas  de  diviseur  carré,  et  A 
est  un  entier  quelconque,  tel  cependant  qu*il  y  ait  lieu  à  des 
valeurs  entières  pour  x  et  y. 

La  difficulté  consiste  essentiellement  dans  la  détermination  de 
la  solution  initiale,  c'est-à-dire  de  la  solution  entière  oprimée 
en  moindres  nombres;  et,  sur  cela,  nous  nous  bornons  encore  à 
renvoyer  aux  ouvrages  cités.  Une  fois  cette  solution  eonnae,  on 
en  obtiendra  une  infinité  d'autres,  par  Temploi  des  formules 
qui  nous  ont  servi  à  Tégard  de  Téquation  (1). 

En  effet,  si  a  et  P  fournissent  d'abord  une  solution 

et  si,  de  plus,  on  choisit  A  et  B  de  manière  à  vérifier  la  relaûoD 
A*  —  *B*  =  1 ,  on  aura  en  définitive,  par  la  formule  (3), 

On  assigne  donc,  par  là,  une  infinité  de  solutions  de  FéquatioD 
(4),  en  s'appuyant  sur  une  solution  particulière  connue»  et  sur 
la  série  indéfinie  des  relations  (1),  précédemment  obtenues. 

Remarque.  Lorsque  h  est  égal  à  un  carré  g\  et  que  k  pent 
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s*exprimer  par  P(Pa*  7  S^X  ^^^  solution  directe  est  fournie  par 

4.  En  vue  des  résultats  qui  précèdent,  on  aurait  pu  rem- 
placer les  formules  (2)  par  le  système  plus  simple  : 

amenant  l'identité 

et  appliqué,  par  Legendre,  à  la  résolution  de  Téquation  (4).  Hais 
les  formules  (2)  ont  Tavanfage  de  pouvoir  être  généralisées,  de 
manière  à  s'appliquer  à  d'autres  équations,  dont  (1)  et  (4)  ne 
sont  que  des  cas  particuliers,  et  même  à  des  équations  renfer- 
mant une  troisième  inconnue. 
C'est  des  relations  de  la  forme 

€w;^  -♦.  bxy  -4-  cy'  «■  &, 

que  nous  entendons  parler  en  premier  lieu,  et  nous  commen- 
cerons^ comme  précédemment,  par  le  cas  de  A*»  1. 

ft.  Soit  donc  l'équation 
(5) oa:* -♦- 6xy -4- cy*  «=  I , 

où  les  coefficients  a,  6,  c  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  tels 

qu'il  y  ait  lieu  à  des  solutions  entières. 

Posant 

x^iaoL-i-  6p)A'  -^  2cpAB  —  caB*, 


(  X  =  (oa  +  6 

(6)   .   .    .  < 


-  2aaAB  -l-  (6a  •♦•  cp)B\ 

on  obtient  la  relation  d'identité 

(7)    ox*  -f-  bxy  +  cy»  =  {aofi  -*-  tap  +  cp*)(aA«  -f-  6AB  +  cB*)% 

dans  laquelle  se  trouve  compris,  comme  cas  particulier,  le 
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résultat  que  donnent  les  formules  (2),  à  T^rd  de  Téquation  (1). 
On  voit  donc  que,  si  les  entiers  a  et  P  d'une  part,  A  etB 
de  l'autre,  satisfont  à  Téquation  (8),  en  sorte  que  Ton  ait 

oa*  -4-  6ap  H-  cJ3*  OB  i  ,    a  A*  -4-  6 AB  +  eP  »  i , 

la  relation  (7)  constituera  une  nouvelle  solution  entière,  fondée 
sur  les  deux  solutions  préalables,  distinctes,  que  Ton  suppose 
connues.  Et  comme,  dans  Tapplication  des  formules  (6),  on 
peut  échanger  entre  elles  les  deux  solutions  connues,  oq 
obtiendra,  de  la  même  manière,  une  quatrième  solution,  qui  sen 
généralement  distincte  de  chacune  des  trois  autres.  Au  moyen 
de  ces  solutions,  on  en  obtiendra  d'autres,  et  ainsi,  de  {Mttefae 
en  proche,  à  Tinflni.  Il  est  bien  entendu  que,  dans  des  cas  parti- 
culiers, le  nombre  des  solutions  distinctes  pourra  être  limité. 

••  Soit,  comme  exemple,  Téquation 

8a"  -♦-  5xy  —  7y*  =  i , 
dont  deux  solutions  particulières  sont  données  par  les  ^liiés 

5.1M*—  3.184.124  —  7.121»  —  1  (*). 

Posant,  d'après  les  formules  (6)  : 

x=»  H- 8. 184* -4- 14.184.121  -4- 7.121'= -«- 688  031, 
j^r=r  — 5.184'  — 10.184.121— 4.121*=  — 430484, 

on  obtient  la  troisième  solution  : 

5. 685  031*  —  3. 688  031 .480  484  —  7.480  484* »  1. 

Posant  ensuite,  par  l'échange  des  deux  premières  solutions  : 

«  =  587.1* -4- 1694.1.1  -♦-1288.1*  =  3539, 
y  =  608.1'-t- 1  840.1.1  +  1  399.1*  =  3844, 


{*)  Nous  verrons  bientôt  comment  on  obtient  la  seconde. 
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on  trouve  une  quatrième  solution  : 

5.3539' -1-5.3539. 3844  — 7.3844^=1; 
etc.  ^ 

9.  Le  point  essentiel ,  comme  on  voit,  est  d'assigner  les  deux 
premières  solutions  de  Téquation  (5),  dans  le  cas  général;  sur 
cela,  les  théories  connues  laissent  encore  quelque  chose  à  désirer, 
surtout  du  côté  de  la  simplicité.  Dans  Texemple  qui  précède,  la 
solution  x=l,  y^'^i  se  présente  d'elle-même;  et  cela  arrive 
toutes  les  fois  que  l'on  aad=&  +  c=3l.  La  deuxième  solution, 
par  une  circonstance  spéciale  que  nous  allons  indiquer,  est  aussi 
très-facile  à  déterminer;  mais  il  n'en  est  pas  généralement  ainsi, 
et  il  y  a  là  un  sujet  de  recherche  qui  ne  nous  parait  pas  avoir  été 
épuisé. 

Dans  l'identité  (7),  il  est  indifférent  que  A  et  B  satisfassent 
à  l'équation  (5),  ou  qu'ils  soient  assujettis  à  la  relation 

aA«-f.6AB-^cB«=  — 1. 

Cela  fait  voir,  d'abord,  que  l'étude  de  l'équation  (5)  ne  doit  pas 
être  disjointe  de  celle  de  l'équation 

(8) CMC*  -*-  bxy  -¥•  cy'  e=»  —  1  ; 

et  cela  peut  faciliter  aussi,  en  certains  cas,  le  moyen  de  déter- 
miner la  seconde  solution,  exigée  pour  l'emploi  des  formules  (6). 
C'est  ainsi  que,  dans  l'exemple  précédent,  la  relation 

6A»-«-3AB  — 7B»  =  — i 

étant  vérifiée  par  A  ==  3,  B=  —  2,  on  prendra  a  ==  1 ,  P  =1  ; 
moyennant  quoi  les  formules  (6)  amèneront  les  valeurs  x  =»  1 84, 
y  =  — 121  :  ce  sont  celles  que  nous  venons  d'utiliser,  pour  assi- 
gner les  deux  solutions  ultérieures  ci-dessus. 

11  est  superflu  d'ajouter  que  l'échange  de  solutions,  dont  il  a 
été  question  plus  Biaîut  (n"*  S),  ne  peut  plus  s'effectuer  lorsque  les 
valeurs  de  A  et  B  se  rapportent  à  l'équation  (8). 
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•.  Dans  le  casdea»!,  il  y  a  des simfilîficatioiis qui mérheM 
d'être  signalées.  Nous  rappellerons  ici  la  théorie  déyeloppée  par 
Lagrange,  dans  le  paragraphe  IX  des  Additions  citées  pins  baoL 

Soit  donc  Téquation 

dont  une  solution  est  supposée  donnée  par  x  «»  A,  y  =»  B. 

D'après  les  formules  (6),  où  Ton  prendra  a  «=  1,  ^  sa  0;  une 
deuxième  solution  sera  donnée  par  les  valeurs  : 

Xi  «s  A*  —  cE\ 
y.  =  2AB  +  6B«. 

Changeant,  dans  ces  expressions,  A  en  x^,  et  B  en  yi,  oa 
obtiendra  : 

x,  =  A*  —  6c  A  W  —  46c  AB»  —  c  (6*  —  c)B*, 

y,  =  4A»B  +  66A*B"  +  4(6»  -  c)AB»  ^  6(5*  —  2c)B«, 

valeurs  constituant  une  troisième  solution.  Celle-ci  pourra  ea 
amener  une  quatrième,  par  le  même  procédé;  et  ainsi  de  suiie. 

Remarques.  —  1**  Chaque  solution  obtenue  en  entraine  une 
autre,  dans  laquelle  y  a  la  même  valeur.  On  tire,  en  effet,  de 
réquation  proposée. 


x=--^±-l/(6*-4c)y«H-4; 

ce  qui  donne ,  pour  chaque  valeur  entière  de  y,  deux  Talenrs 
entières  de  x,  généralement  différentes. 

2*  Lorsque  la  proposée  a  un  nombre  limité  de  solutîoiis 
entières,  le  procédé  indiqué  amène,  nécessairement,  des  solu- 
tions qui  rentreront  dans  celles  que  Ton  aura  trouvées  précé- 
demment. C'est  ce  qui  a  lieu ,  par  exemple,  pour  l'équation 

a?«~7xy-i-43y»  — i. 
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On  trouve^  Tune  au  moyen  de  Feutre,  les  deux  solutions  : 

3«_7.3.l  -^iZA^^i, 

mais,  de  quelque  manière  que  Ton  s'y  prenne,  on  n'ira  pas  plus 
loin. 

•.  Si  Ton  avait  Téquation  plus  générale 
(9) ox*  -♦-  bxy  -I-  cy'  =  A, 

et  que  Ton  en  connût  une  solution  particulière  : 

Tapplication  des  formules  (6)  amènerait  de  nouvelles  valeurs 
de  X  et  y,  dans  le  cas  où  Ton  pourrait  assigner  des  valeurs  de 
A  et  B,  propres  à  vériûer  Tune  ou  Tautre  des  relations 

oA*  -f-  6AB  +  cB«  =  =fc  4  ; 

mais  ce  cas  n'a  pas  toujours  lieu. 

Si  Ton  avait,  en  particulier,  a»»!,  on  tirerait, de  réquation(9)  : 


=  -^±ll/(6«-4c)y«H-4A; 


d^où  Ton  voit  que,  6,  c,  y  étant  entiers,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  x  soit  entier,  consiste  en  ce  que  l'expression 
sous  le  signe  radical  se  réduise  à  un  carré  z^  On  posera  donc 

«•  — (6»-4c)y»  =  4A; 

et  Ton  sera  ainsi  ramené  à  une  équation  plus  simple  (traitée  en 
détail  par  Lagrange),  et  dont  chaque  solution  entière  fera  con- 
naître une  solution  correspondante  de  la  proposée  (et  même  deux 
solutions  associées,  puisque,  à  chaque  valeur  de  y ,  répondent 
deux  valeurs  de  x).  Cette  remarque  subsiste  évidemment  pour 
les  équations  (S)  et  (8X  lorsque  le  coefficient  a^=±:  i. 
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Considérons,  par  exemple ,  Téquation 

01?  -¥■  Zxy  —  7^  »=  47. 
On  posera 

Cette  relation  étant  vérifiée  par  y  =  2,  z  =  20,  il  s'ensuit,  pour 

la  proposée ,  la  solution  x  =»  5 ,  y  =  2. 

En  efiet 

5*-*- 5. 3. 2  — 7. 2' =  47. 

La  solution  associée  est 

i5»-5.15.2  — 7,2"  =  47. 

On  trouve  ensuite,  en  faisant  a &=  5,  P=»2,  A=«l,B««i, 
dans  les  formules  (6)  et  (7),  la  nouvelle  solution  : 

2y-*-5.M.19  — 7.i9"  =  47, 

associée  avec 

H7»— 5.H7.I9  — 7.I9«  =  47. 

De  ces  solutions,  on  en  déduira  autant  d'autres  que  Ton  Toodn. 
Nous  bornons  là ,  pour  le  moment,  ce  que  nous  avions  i  dire 
sur  réquation  (9)  ;  mais  nous  n'en  prendrons  pas  moins  rocei> 
sion  d'insister,  de  nouveau,  sur  l'intérêt  qui  s'aUache  i  ladéu^ 
mination  des  solutions  initiales,  dans  les  équations  (5)  et  (8) 
Il  s'agit,  bien  entendu,  du  cas  général,  où  les  coefficients  entien 
a,  6,  c  ne  sont  soumis  à  aucune  restriction,  pourvu  seulemeot 
que  des  solutions  entières  soient  possibles.  Lorsqu'il  y  a  lieu  de 
les  appliquer,  ces  équations  jouent  effectivement,  à  l'égard  de 
l'équation  indéterminée  (9),  un  rôle  analogue  à  celui  des  équh 
tions  aï"  =  d:  1,  par  rapport  à  l'équation  binôme  générale,  de 
degré  m. 

10.  Supposons  que  l'on  ait  à  résoudre  Téquation 
(«0) aa«^6xy-4.cy«  — A«, 
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Of  by  e,  h  étant  des  coefficients  entiers,  arbitraires,  mais  premierà 
entre  eux,  et  tels,  que  l'équation  soit  possible  en  nombres  entiers 
»,  y,  z. 

Nous  remarquerons  d*abord  que,  étant  donnée  une  solution 
particulière  x^=àf  y="P,  z^^y^  on  en  aura  une  infinité 
d'autres  en  posant  : 


î 


X  t=  (oa  -♦-  5p)A'  -♦-  ScpAB  —  caB*  -¥•  *«C, 
y  „  —  apA*  -♦-  2aaAB  -♦-  (6a  -♦-  c^)V  -¥■  ApC , 


et  en  attribuant,  aux  indéterminées  A,  B,  C,  des  valeurs  entières 
quelconques.  On  reconnaîtra  effectivement,  en  substituant  ces 
valeurs  à  la  place  de  x  et  y,  et  en  tenant  compte  de  la  relation 
entre  a,  P,  y,  que  le  premier  membre  de  Féquation  (10)  se  réduit 
à  une  expression  de  la  forme  hz.  Cela  devient  intuitif,  si  Ton 
fait  attention  que  ces  expressions  de  x  et  y  ne  diffèrent,  des 
expressions  (6),  que  par  les  termes  multipliés  par  A. 
Par  exemple,  Téquation 

dont  on  a  la  solution  particulière  xs=»  2,  yeal»  zs»l,  est 
vérifiée  identiquement  par 

X  »  i3A'  —  i4AB  -t-  i4B*  +  38€ , 
y  =  —  5A'-*-  20AB-  B«  -^  49C, 
«  =  (5A«  -«-  3AB  — 7B«  —  49C)»  -f-  C(*i3A  —  8B)"; 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

S'il  s'agissait  de  passer  à  une  nouvelle  solution  de  l'équation 
(f  0),  au  moyen  d'une  première  solution  connue,  on  n'aurait 

qu'à  poser 

X  c=  (A  -♦-  a  —  c)a  -♦-  (6  ^  2c)l3 , 

y  =  (2a  -4-  6)a  -♦-  (A  —  o  -»-  c)p, 

moyennant  quoi  Ton  trouve,  par  identité: 

(H)    .    .    aa:«-t-6xy-i-cy'  =  A(Pa'-*-Q«p-»-Rp') 

^  (o  ^  6  +  c)\aaf  -I-  bap  -^  cp'). 
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égalité  où  Ton  a  fait,  pour  simplifier  récriture  : 

p  =  aA  -t-  ^a{a  -i-  6  — c)  -i-  J", 
Q_6&  -i-  2(a6  -^  4ae  -I-  6c), 
R  «C& -I- âc(6  H- e  — a)  H- 6*. 

S*il  existe  donc  la  solution 

a«*  -♦-  fcfltp  H-  cp*  a=  Ar> 

le  second  membre  de  Tidentité  (11)  se  réduit  h  un  multiple 
de  A»  et  Ton  a,  par  conséquent  : 

««=  A[P««  H-  Q«p  H-  Rp?  -+-  (a  -K  6  -♦-  c)V]. 

On  voit  que,  si  a  +  6  +  c  est  divisible  par  A,  Tideotité  (11) 
donne,  directement,  une  infinité  de  solutions  de  Téquaiion  (10), 
quand  on  attribue  à  a  et  |3  des  valeurs  entières  quelconques  (*). 

tt.  Dans  le  cas  particulier  de  c»»  1,  Téquation  (10)  donne 

Alors,  X  et  is  étant  entiers,  y  sera  entier  si  la  quantité  soos  le 
radical  se  réduit  &  un  carré  u\ 
On  posera  donc  ^ 

et  Ton  se  trouvera  ramené  à  une  équation  plus  simple,  que 
nous  avons  déjà  traité^  dans  la  Nouvelle  Correspondance  (t  VI, 
p.  111). 

Lorsque  le  coeflBcient  6^  —  4a  est  positif,  Téquation  en  ti,  x,  s 
se  réduit  au  cas  particulier  considéré  par  M.  S*  Gonthcr^  et  dont 
il  est  fait  mention  au  t.  IV,  p.  340,  de  ce  RecueiL 


(*)  EUe  fournit  même  toutes  les  solutions,  d*après  une  théorie  qoe 
ne  pouvons  développer  ici. 
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THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE 
des  covrlm  anallagmatitiiesi  seotions  planes  de  It  Cfclide; 

ptr  IL  LAQUiÈaB,  asden  offlder  d'ArtUlerie  (Algar). 


O>nformément  à  des  définitions  adoptées ,  nous  dirons  que  : 
i*  Les  Courbes  anaUagmatiques  sont  celles  qui  se  reproduisent 
elles-mêmes  par  rayons  vecteurs  réciproques,  quand  on  choisit 
convenablement  le  Cerck  dHnversion,  dont  le  centre  est  le  pôle 
de  réciprocité  y  et  dont  le  rayon  a  pour  carré  la  puissance  de 
réciprocité.  Ce  cercle,  réel  ou  imaginaire,  suivant  que  les  deux 
points  accouplés  sont  du  même  côté  ou  de  part  et  d'autre  du 
pôle,  traverse  orthogonalement  la  courbe,  en  tous  les  points  où 
il  la  coupe.  Ces  points  sont  au  nombre  de  2  (m — A:),  si  m  repré- 
sente le  degré  de  la  courbe  et  k  Tordre  de  multiplicité  des  points 
cycliques,  intersections  de  la  droite  de  Finfini  et  des  cercles.  Si» 
de  plus,  p  est  le  degré  de  multiplicité  du  pôle,  on  voit  immédiate- 
ment la  nécessité  de  la  relation 

exprimant  que  le  nombre  de  points  d'intersections  de  la  droite 
de  rinfiniy  avec  la  courbe,  autres  que  les  points  cycliques,  est  le 
même  que  celui  des  intersections,  à  distance  finie,  de  celle-ci  avec 
un  cercle  passant  au  pôle ,  et  réciproque  d'une  droite  quelconque. 
Observons,  en  passant,  que  le  même  procédé  de  démonstra- 
tion rend  évidentes  les  formules  de  M.  Moutard,  entre  les  valeurs 
f^f  Py  9^  degré,  nombre  des  branches  passant  au  pôle,  et  multi- 
plicité des  points  cycliques  d*une  courbe,  et  les  valeurs  m',p\q' 
correspondantes ,  de  sa  réciproque.  Il  suffit  de  l'appliquer  aux 
intersections  d'une  courbe  et  de  sa  réciproque ,  par  une  droite 
quelconque  et  par  la  droite  de  l'infini,  ayant  pour  réciproques  un 
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cercle  quelconque  et  un  cercle  inflniment  petit,  dont  la  circoofé- 
rence  passe  au  pôle  : 

m' '=B^m — p  —  âç,    p'  =  m  — 2ç,    q'=m  —  p  —  q. 

9*  On  nomme  déférente  la  courbe  enveloppe  des  droites  égt- 
lement  distantes  des  deui  points  associés  d*un  même  eoupk  réci- 
proque. Elle  est  le  lieu  du  centre  d'un  cercle  langent  à  la  courike, 
aui  deux  points  associés.  De  là  résulte  une  définition  des  anil- 
lagmatiques,  comme  enveloppes  des  cercles  orthogonaux  i  un 
cercle  fixe  et  dont  le  centre  décrit  la  courbe  déférente;  nous  en 
avons  déduit  une  construction  fort  simple  du  rayon  de  courbure 
de  ranallagmatique,  au  moyen  de  celui  de  la  déférente. 

Les  rayons  du  cercle  d'inversion  sont  tangents  à  la  courbe,  aux 
points  où  elle  rencontre  la  déférente,  à  moins  que  celle-ci  n'y  soit 
tangente  au  cercle,  auquel  cas  la  construction  infinitésimale,  da 
couple  de  points  voisins  du  point  d'intersection,  rend  évident  que 
l'anallagmatique  traverse  en  ce  point  le  cercle  et  la  déféreoie 
suivant  deux  branches  inclinées  sur  ces  courbes  de  l'angle  s, 
tel  que  : 

R  et  p  désignant  le  rayon  d'inversion  et  le  rayon  de  courbure  de 
la  déférente  (*). 


(*)  Dans  ce  travail,  nous  nous  sommes  surtout  proposé  de  montrer  que 
les  raisonnements  analytiquçs  de  la  Géométrie  infinitésimale  pnresiiflise&tà 
trouver^  en  n'empruntant  à  TAIgèbre  que  des  notions  générales»  la  plupart  4» 
propriétés  des  courbes,  que  Ton  demande  souvent  au  Calcul.  Cest  avee  peiie 
que  nous  voyons,  de  nos  jours,  négliger  la  Géométrie.  Le  mieux  est  dei 
de  pair  les  deux  méthodes;  mais  nous  croyons  que  la  Géométrie  peut 
vent,  plus  promptement  que  le  Calcul,  parvenir  à  la  connaissance  de  la 
▼érité,  et  d'une  manière  plus  lumineuse.  Le  dernier  résultat  serait-il  obtenu 
aussi  facilement  et  aussi  clairement  par  le  Calcul?  Nous  en  doutons,  alon 
que  le  raisonnement  seul  nous  a  permis  d'établir  toutes  les  vérités 
dans  cette  Note. 
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3®  La  podaire  de  la  déférente,  par  rapport  au  cercle  d^inversion, 
est  diamètre  polaire  des  couples  de  points  associés  ;  par  suite , 
la  courbe  inverse  du  lieu  des  milieux  des  cordes,  limitées  à  deux 
points  associés,  est  polaire  réciproque  de  la  déférente,  relative- 
ment au  cercle  d*in version. 

4^  Le  nombre  des  couples  de  points  associés,  sur  un  rayon  issu 
du  centre  du  cercle  d'inversion,  est  • 

nombre  égal  au  degré  de  multiplicité  des  points  cycliques.  Les 
asymptotes,  en  nombre  p,  sont  les  droites  inverses  des  cercles  de 
courbure,  au  pôle  des  branches  qui  y  passent. 

5*^  Les  p  rayons  tangents  au  pôle  donnent  les  directions  des 
branches  asymptoliques  du  diamètre  polaire;  la  tangente  corres- 
pondante à  la  courbe  déférente  est,  tout  entière,  transportée  à 
Finfini,  dans  la  direction  normale.  Le  nombre  des  tangentes 
menées  par  un  point  de  Tinfini,  à  la  courbe  déférente,  est  donc 
A  H-  p,  dont  p  à  l'infini  et  k  aux  milieux  des  couples  associés 
sur  le  rayon  polaire  normal  à  la  direction  du  point  à  Finlini.  La 
classe  de  la  déférente  est,  par  suite, 

k  -+■  p  =  m  —  i, 

avec  p  =  m  —  2A  contacts  à  Tinfini  (branches  paraboliques). 

6"  Le  diamètre  polaire  a,  au  pôle,  A:  -+■  p  =  w  —  k  branches, 
orthogonales  aux  tangentes  menées,  de  ce  point,  à  la  déférente; 
et  comme  chaque  rayon  possède  k  points  à  distance  finie  (nombre 
des  couples  associés),  son  degré  est  m.  Ses  asymptotes  sont 
parallèles  à  celles  de  Panallagmatique ,  et  à  demi  distance  du 
pôle.  Il  a  donc,  comme  elle,  k  fois  les  asymptotes  du  cercle,  ou 
passe  A:  fois  aux  points  cycliques. 

l""  La  réciproque  du  diamètre  polaire  est,  par  conséquent,  de 
Tordre  m'=m — k;  elle  a  p'  =  m — 2A-  branches  passant  au 
pôle,  et  ne  passe  pas  aux  points  cycliques. 

Sa  classe,  que  de  simples  considérations  de  limites  montrent 
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égale  à  m'(m'— 1)— p'(p'— 1),  est  donc  *(2«  — 3t~l). 
Sa  polaire  réciproque,  ou  la  déférente,  est  donc  de  degré 
A(3m — Zk — 1),  de  la  classe  m  —  k,  avec  m  —  Vc  eooucts 
avec  la  droite  de  Finfini. 

Anallaginatiqueê  du  quairième  ordre. 

Elles  sont  de  deux  classes,  suivant  que  A;=l  ou  A*  =  2.  La  pre- 
mière classe  a  un  point  double  et  deux  asymptotes,  parallèles  aux 
tangentes  en  ce  point.  La  seconde  classe  a,  pour  déférente,  nœ 
conique.  Lorsque  cette  dernière  est  doublement  tangente  au 
cercle  d'inversion,  lanallagmatique  a  deux  points  doubles  réeb  : 
elle  se  décompose  alors  en  deux  cercles;  car  le  cercle  passanipar 
les  deux  points  doubles  ne  peut  la  rencontrer  en  un  troisièinc 
point  sans  la  couper  en  neuf  points,  dont  quatre  aux  points 
cycliques  :  il  fait,  dès  lors,  partie  de  la  courbe.  La  connaissance 
de  la  conique  déférente  et  du  cercle  d'inversion  donne  lieu  i 
une  construction,  fort  simple,  du  rayon  de  courbure,  que  nous 
ferons  connaître  ailleurs.  (La  suite  prochainement.) 


UNE  DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DE  STIRUHG. 


l*"  Considérons  Texpression 


-vmm-ii^r----^' 


On  la  transforme  facilement  en 


n-+î 


l.ZaO...    ft 
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d*où 

i.2,3...ii=  — n»"*-* (3) 

2*  Calculons  ^.  Nous  avons 

3,2      5,3      7|4  2n— I        n 


2    4       2    2      2    3  2         n  — i 

Or  : 


n  2         1  2  4 


«-4       4      2n  — 1       5     (2n— 4)»       5.    (2n  —  i)" 

et,  par  suite, 

2n  —  i ,     n 

si  Ton  pose 


4  i  4  4 


^n-i  =  -z 


•  •  •  «  * 


3    (2n  — 4)*       5     (2n---l)* 
donc 

lcp„  ■=  n  —  4  +  (ti,  -f-  tit  -*-  ti,  H-  •••  -♦-  tt^i)  s=  n  ^  4  -♦-  S._|.  (4) 

3**  Afin  de  calculer  S«~i ,  étudions  la  série  u^-hu^-h  u^-h  ... 
On  a 

"-*  ^  3  L(2n  -  4)«  ■*■  (2n  -  i/  ■*"  "  J  "^  Î^LiTIIl  '"  nJ' 
On  obtient,  par  addition, 

^■<À('-i). 

Donc  Sn— i  tend  vers  une  limite  S  inférieure  à  ^  ;  et ,  comme 
les  termes  sont  tous  positifs ,  on  a 

S..i  <  S. 

D'autre  part,  Rn.i  désignant  le  reste  de  la  série,  on  trouve. 
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comme  ci-dessus  : 

R.-4  =  t«.  -+-  ti^  +  «•+«  -*•   -, 


ou 


^^iâU      fi-Hi/  "*"42\ii^4       in- 2/ 


ou  encore  : 

c'est-è-dire  : 

i 


S-"S..4< 


4  Su 

On  peut  donc  écrire 

e 


S^  =  S  — 


0  étant  compris  entre  0  et  1 . 
4<>  légalité  (4)  devient 

e 


l(p„«n-l+S- 


I2n 
On  conclut ,  de  celle-ci  : 

1 .2.3 . . .  Il  =  Cn**i  c"*^î5  ; 

C  étant  la  constante  e^-^^  à  déterminer. 
»•  Soit 

,,,2244  2n  2ii 


13     3     5        2»— i     2n-4-* 
Une  transformation  facile  donne 


y"      r(<.2.3...n)«V 
'^'*^"*2n-*-iLi.2.3-..2nJ 


Or: 


donc 
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{1.2.3...n)*  =  (?n«"+'.e-'-+s-, 
<  .2.3...  2n  e»  C  (2ny'*  i  e-»"+nir  ; 


n         ••-•• 


«•'-'■il^Tîj'  -  ■ 


0'  étant  9  comme  9,  une  fraction  proprement  dite. 
Si  n  augmente  indéfiniment, 

(? 

/•(oo)  =  ^. 

Mais,  d'après  la  formule  de  Wallis, 


n.)-| 


Par  conséquent,  C^-l/SîT. 
6''  Donc  enfin 

E.  Cesaro. 

« 

Note  du  Rédacteur.  —  La  démonstration  précédente  com- 
mence comme  celle  de  M.  Glaisher  (*)  ;  mais  elle  est  incompa- 
rablement plus  simple  que  celle-ci. 

Grâce  à  notre  jeune  et  intelligent  Correspondant,  la  formule 
de  Stirling  pourra  désormais,  croyons-nous,  être  donnée  dans  les 
Cours  élémentaires  d'Analyse. 


C)  N.  C.  M.,  tomo  V,  p.  U. 
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DÉRIVÉES  DES  FOHCTIOHS  ÉLÉHEHTAIRES 
VUNB  VARIABLE  IMAGINAIRE  O; 

par  H.  P.  Mahsior,  professeur  à  rUnîTenilé  de  Giod. 


1.  Objet  de  cette  rote.  Nous  nous  proposons,  dans  h  pré- 
sente Note,  de  déBnirles  fonctions  e«,  /((^)),  je",  d'une  variable 
imaginaire  z  =  x  h-  yi(i  =  {/—  i) ,  d'en  établir  les  propriétés 
principales  et  d'en  chercher  les  dérivées,  sans  recourir  à  la  théo- 
rie des  séries,  des  produits  inCnis  (**),  ou  è  celle  des  intégrales 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 

Nous  ne  supposons  connues  que  les  propriétés  élémeolairfs 
des  fonctions  x*,  te,  e',  sinx,  cosx.  Pour  conserver  à  oeue  Noie 
son  caractère  didactique,  d'un  bout  à  l'autre ,  nous  démontroos 
sommairement,  dans  les  premiers  numéros,  quelques  formules 
équivalentes  à  celle  de  Moivre,  au  lieu  de  renvoyer  aux  oavrages 
qui  les  contiennent  implicitement  ou  explicitement. 

9.  Exponentielles  purement  imaginaires.  I.  Nous  posons, par 
définition , 

««'  =  cosx-i- isinx  (*•*) (A) 

On  aura  donc 

e~^  ==  co8( —  x)  H-  tsin( —  x)  =» cosx  —  ssînx; 


(*)  L'idée  fondamentale^  marquée  (A),  de  cette  Note  se  trouve  dans  nolrt 
Coure  d'Analyse  infinitisimaU ,  n**  63  et  67,  et  le  théorème  fotdsmM, 
marqué  (B),  au  n"  73,  mais  sans  aucun  développement. 

(**)  Sauf,  bien  entendu ,  ce  qui  est  nécessaire  à  la  définition  de  e,  de  cosx 
et  de  sina?,  si  Ton  ne  veut  pas  recourir  à  la  Géométrie. 

(*•;)  Voir  la  Note  A,  à  la  fin.  (E.  C.) 
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puis ,  en  particulier, 

e«*^— i,    e**=  — 1,    cî^  — t. 

II.  Pour  que 

ou 

C08X  -1-  isinxBs  ODsy  h-  tsiny, 

il  faut  et  il  suffit  que 

cosx  =  cosy,    sino;  ssginy; 

et  y  par  conséquent , 

A:  étant  un  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 

III.  On  a  encore 

e^  X  c**  =  (cosx  -4- 1  sîn  x)  (ces  y  -h  t sin  y) 
=  cosxcosy  —  sinxsiny  -♦-  t(8inxcosy  -♦-  sinj/cosx) 
=  ces  (x  -t-  y)  -4-  t  sin  (x  -+-  y)  =  c^**-»>'. 

On  déduit  de  là 

é^  Xe'^ssé^  =  cosO+  isinO  =  i, 
ou 

--  =  1 

S.  Formule  de  Moiyrb  ,  pour  un  exposant  commbnsurablb  réel. 
I.  De 

on  déduit  les  formules  suivantes  : 

c"  X  c"  ?=  c'", 
e'*  X  e*^c=  e^, 

e'^Xe^^^^'^c""»; 


d*où,  par  multiplication, 

On  peut  encore  écrire  cette  formule  comme  il  suit  : 

puisque  le  second  facteur  est  égal  à  Tunité. 

II.  Sous  cette  dernière  forme,  elle  est  vraie  pour  toute  nha 
de  m,  réelle  et  commensurable.  Soit,  en  effet,  d'abord  m  =s—p, 
p  étant  un  entier  positif.  Ou  a 

III.  Soit,  ensuite,  m=:^,n  étant  un  entier  positif.  Il  vient 
immédiatement 

c'est-à-dire , 

Mais,  dans  le  cas  actuel,  on  a  aussi 


ou 


k  étant  un  entier  quelconque.  L'expression  du  second  membre, 
à  cause  du  facteur  c«*«^»,  a  n  valeurs  distinctes,  que  ron  obtient 
en  faisant  A:  »=  1 , 2, 3, .. . ,  n.  Autrement  dit ,  la  racine  n*^  d'une 
exponentielle  imaginaire  a  n  valeurs  différentes. 

On  démontre  de  même  la  formule  dans  le  cas  où  m  =="■;' 
n  étant  entier  positif. 

IV.  Soit  enfin  m  c=£ ,  p  et  n  étant  entiers.  On  aura  : 


pxi+UpTi 

m 
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ce  qui  est  la  formule  de  Moivre,  pour  m  réel  et  eommeosurable. 

^.  Exponentielles  composées.  I.  Si  x,  j/  sont,  comme  plus 
haut,  des  quantités  réelles,  nous  poserons,  par  définition  (*), 

e*  =  e**^  =  e*  X  «**  =■  e'(cosy  -i- 1  sioy).     .    .    (A') 

II.  Soient 

u  =  v  -h  wif    c'  =  e", 

ou 

e'(cosy  -♦- 1  siny)  =  e"{co8W  -i-  tsiutr). 

Cela  suppose  ^ 

e^cos  j(  =s  6*cosii7 ,    «'sin  y  =»  «"sin  w. 

Elevant  au  carré  et  ajoutant,  on  trouve  : 

e**  a=  e**,    2a?  =  2v,    «  =  t?  ; 
et,  par  suite, 

cosj^  =  cos  ti7 ,    sin^  =  sin  to ,    11;  =  y  -f-  âftr. 

De  là  résulte 

t«  =s  t7  +  tin'  =  X  -I-  2(t  -4-  2Ârw4  =  z  -H  2fcirt. 

Donc  pour  que  e«»  =  e«,  w  doit  différer,  de  is,  d'un  multiple 
de  27rt  ;  autrement  dit  :  la  fonction  e'  a  une  période  égale  à  S^ri 
et  n'en  a  pas  d'autre. 

III.  On  a 

c'  X  «•=  ^^  X  e'"*^= C.  e»*"  X  e":  e*<= c'+*  X  c<*+*^ 

Les  exponentielles  composées  se  comportent  donc,  dans  les 
calculs  algébriques,  comme  les  exponentielles  réelles  et  les  expo- 
nentielles purement  imaginaires.  Par  exemple,  pour  m  comme'n- 
surable  et  réel , 

formule  de  Moivre  généralisée. 

O  Voir  la  Note  B.  (E.  C.) 
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l(.  FoRCTfoifs  DÉDUITES  DB  «>.  I.  Des  fonoales 

ir  =  eosx  -¥-  tsinx,    r^=eosx*  -  tsinx. 


on  tire 


è^-^e"^        I  e»'— «-^  i 


cosxas =-- — ,    8inx  = 


3  sëcx  2i  eosécs 

Ungx=-r 


Par  analogie,  nous  déflnirons,  comme  il  suit,  les  foncdoos 
circulaires  générales  : 

cosz= =a— : — »      smz 


tangz=- 


sécz  2i  cosécx 


{(c**  -•-  c"**)       cotz 

Ces  fonctions  générales  jouissent  des  mêmes  propriétés  qoe 
les  fonctions  réelles,  de  même  nom,  sauf  que  toutes  peuvent 
prendre  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires.  On  peai  eo 
déduire  la  formule  suivante  : 

e«+"*  =  «"(cosu  -4-  tsiou), 
même  si  z  et  u  sont  imaginaires. 

II.  Les  fonctions  hyperboliques  sont,  comme  Ion  sait,dé{- 
nies  par  les  égalités  : 

Chx= — ^—-—,     Shx  = 


2  Sëchx  "2  Coséchx 


Thx  = 


e*  -♦-  c~'      Cothx 


Par  analogie,  nous  définirons  les  fonctions  hyperbolitpKS 
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géoérales,  par  les  relations  : 


Chz  = =--—,     Sh-ar  = 


Th«  = 


Séchz  2  Coséchz 

c*  -I-  e—  ^  e"  -«-  i  ""CÔthi 


ni.  Les  fonctions  Chx,  Chz,  Shx,  Shz  ont,  comme  e*»  une 
période  égale  à  2iri;  Thx,  Thz,  Cotha;,  Cothz  ont,  comme  e**, 
une  période  égale  à  ni.  On  a,  d'ailleurs ,  comme  dans  le  cas  d'un 
argument  réel  : 

Ch'z  —  STiz  ==  1  ; 

ChO  =  i  ,       ShO  =  0,       ThO  «  0, 
Choo  =a  00  ,    Shoo  =  «  ,     Thoo  =  \  ; 

Ch  (Z'hu)  =  ChzChu  +  ShjzShu, 
Sh  (z'hu)  =  ShzChu  -»-  ChzShu  ; 


puis 


Ch  {zi)  ss  cos  js ,    CCS  (zi)  =s  Chz , 
Sh  (2 1)  =  t  si  Q  2 ,    sin  {zi)  e=:  tShz , 


formules  qui  permettent  de  n'étudier,  si  l'on  veut ,  que  Tune  ou 
l'autre  des  deux  classes  de  fonctions  ici  considérées. 

B.  Argument  et  module  d'une  expression  imaginaire  a  -h  bi. 

L  Posons 

as=>pcosy,    b^^psinyf 

p  étant  positif,  y  réel.  Nous  aurons 

a  b 

ces  y  «S' —  .     siny  = 


|/a*  -4-  6«  I/o'  +  6« 

Les  deux  dernières  relations  déterminent  y,  à  un  multiple  près 
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de  2n.  On  a  donc 

La  quantité  positive  p  est  le  module  de  a  +  6t:  y  +  Sbeo 
est  Yargument. 

II.  On  peut  poser  p  =»  e*,  en  prenant  x  e=s  |p.  Alors 

a  -I-  6i  «=  e*  X  «^  =  c***'  =  e-^+^fc"-'. 

Toute  imaginaire  est  donc  égale  à  une  exponentielle  composée 
e*c=3  «s+yi  :  le  module  est  e*  et  Targument,  y  -h  2*». 

III.  En  particulier,  le  module  d*une  quantité  positive  a  esi 
cette  quantité  même,  puisque  la  racine  carrée  positive  de  a' est 
a  ;  Targument  est  0  ou  un  multiple  de  3t.  Le  module  d'une 
quantité  négative  —  a,  est  -+■  a,  racine  carrée  positive  de  (— fl)^; 
largument  est  «-  ou  r  +  2J:t,  c'est-à-dire  un  nombre  impair  de 
fois  fr.  Le  module  de  ts^iei^i  est  Tunité,  Targument  f  oo 
î  H-  2*r. 

IV.  Si  a  +  frt  tend  vers  Tunité,  a  tendant  vers  Tunité  6  vers 
0,  le  module  p  =  |/o*-h6*  tend  aussi  vers  Tunité,  et  l'une  des 
valeurs  de  l'argument,  dont  le  sinus  tend  vers  zéro,  tend  aussi 
vers  zéro.  (La  suite  prochainement) 


EXERCICES  DE  MATHÉHATiaUES  ÉLÉMENTAIRES; 

par  M.  J.  Neuberg. 

{Suite,  voir  t.  VI,  p.  ttS.) 


Soient  ABDE,  BGF6,  GAHI  les  carrés  construits  sur  les 
côtés  du  triangle  ABC,  et  a^y  le  triangle  formé  par  les  droites 
DE,  FG,  HI. 
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Les  droites  aA»  |3B,  yC  concourent,  évidemment,  en  uii  même 
point  (ù.  Le  quadrilatère  AEaH  étant  inscriptible,  les  angles  AaH, 
AaE  sont,  respectivement,  égaux  à  AEH,  AHE.  Construisons  le 
parallélogramme  BACX;  les  triangles  EAH,  XCA  étant  égaux, 
on  aura 

AaH«a>AG=»BAX,    EaH»uAB  =  CAX.     .     .     (1) 

Par  conséquent,  le  point  <ù  est  Tintersection  des  droites  symé- 
Uriques  des  médianes  des  triangles  ABC,  a^y,  par  rapport  aux 
bissectrices  des  angles  (*).  Ce  point  est  donc,  suivant  une  expres- 
sion de  H.  Lemoine  (*"),  le  centre  des  médianes  antiparallèles 
de  ces  triangles. 

Étant  donné  le  triangle  a^y,  il  est  facile  de  retrouver  le  tri- 
angle ABC  i  Déterminez  le  centre  des  médianes  antiparallèks  de 
a^,  et  inscrivez  des  carrés  aux  triangles  gu^,  tù^yy  ov/a. 

Soient  a,  6,  c,  S  les  côtés  et  Taire  de  ABC;  d|>  ^2,  dz  les 
distances  de  a>  aux  côtés  de  ABC  :  les  quantités  analogues ,  par 
rapport  à  apy,  seront  Ka,  K6,  Kc,  K^S,  KS^,  Kd,,  K^,,  K  étant  le 
rapport  de  similitude  de  <x(3j^,  ABC.  En  vertu  des  égalités  (1), 
les  dislances  d|,  dj|,^3Sont  proportionnelles  aux  distances  du 
centre  de  gravité  de  ABC  aux  côtés  AB,  AC.  De  là,  on  conclut 
aisément  : 


6       c  o*  ri-  6'  -♦-  c'         a* 

âSa 

J,  =— j ,    etc. 

o'  -♦-  6'  -♦-  r 


(*)  La  Question  268  (N.  C.  M.,  t.  III,  pp.  286,  400)  proposait  de  démon- 
trer que  les  droites  A(x,  B/3,  Cy  concourent  en  un  même  point.  Elle  a  été 
retirée  comme  insignifiante.  Il  est  à  supposer  qu'elle  a  été  simplement  /ron- 
quée.  Nous  ignorons  de  quel  Recueil  elle  provient. 

(**)  Voir  Nouvellei  Annales,  2«  série,  p.  56i.  La  dénomination  de  bary- 
centre  arguesien' serùi  plus  simple.  Sf  AA',  DE',  CC  sont  les  hauteurs  de 
ABC,  »  est  le  point  de  concours  des  médianes  des  triangles  AB'C,  BC'A', 
CA'B',  menées  par  A,  B,  C. 
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On  a  aussi 

K(f|  <Bs  ^1  •«-  a; 

doù 

R  «  i  +  --  »  i  H- — 

Rappelons,  en  passant,  les  propriétés  suivantes,  qui  résulieoi 
de  légalité  des  triangles  ACX,  EAH  : 

V  Les  droites  EH,  DG,  IF  sont  égales  aux  doubles  des  mé- 
dianes de  ABC  (*). 

^  Les  médianes  et  les  hauteurs  de  ABC  sont,  respectivemeot, 
des  hauteurs  et  des  médianes  des  triangles  EAH,  DBG,  FCI  (**). 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  H.  Brocard  (***).  —  «  L'erreur  qoc 
vous  me  signalez  provient  d'une  incorrection  de  transcriplioD, 
comme  vous  pourrez  aisément  le  vérifier  sur  le  texte  original. 
Je  savais  bien  que  les  nombres  n!  +  1  ne  sont  pas  tous  frt' 
miers,  » 

«  il  a  fallu  un  fâcheux  concours  de  circonstances  »  iodé- 
pendantes  de  ma  volonté,  pour  produire  ce  malentendu.  > 


(*)  Cette  remarque  donne  la  solulion  du  problème  suivant  :Coiu/n»rrlr 
triangle  ABC^  connaissant  les  longueurs  des  droites  EH,  DG,  IF. 

(**)  Étant  donné  le  triangle  DHF,  comment  en  déduire  le  triangle  ABC! 
("•)  Lettre  égarée  et 'retrouvée;  voir  p.  364.  (E-C-) 
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Extraits  d^une  kttre  de  M.  Le  Lasseur.  —  <  Les  derniers 
numéros  de  la  N*  C.  M.  m'ont  fort  intéressé.  Si  vous  voulez  bien 
le  permettre,  je  vous  soumeUrai  quelques  réflexions,  que  m'ont 
suggérées  les  articles  de  M.  Brocard,  concernant  les  nombres 
premiers.  » 

«  Je  ne  puis  rien  dire  du  nombre  de  25  chiffres  que  donne 
M.  Brocard;  il  dépasse  les  limites  que  la  méthode  Aurifeuille  me 
permet  d'aborder.  Mais,  par  celte  méthode,  je  puis  chercher  les 
diviseurs  de  nombres  moins  grands,  il  est  vrai,  que  celui  que 
propose  M.  Brocard,  mais  qui  dépassent  encore  ceux  qui  jusqu'à 
présent  ont  été  reconnus  premiers.  Si  je  ne  trouve  pas  de  divi- 
seurs, je  constate  alors  que  les  nombres  sont  premiers. 

J'ignore  si  les  nombres  que  je  vais  vous  transcrire  sont  pre- 
miers ou  non;  mais,  avec  la  méthode  Aurifeuille,  je  pourrai  le 
savoir  dans  un  temps  relativement  peu  considérable. 


18928956449131 

252873502458941 

série  de  FiBONACCi    2918000731816531 

»     •         »         42426476041450801 

série a;>=3a;-2  398599300908200701 


DItImw  d« 
4103^.3105 

v 

V.,4 


PonuM  lln^airM  dei  dlTiscon 

210n+1 
204n  + 1 
370n  -♦- 1 
320n  -I-  1 
1148n-M,  1148n+1147. 


100  000; 
1  000  000; 

3  000  000. 


J'ai  pris,  presque  an  hasard,  ces  cinq  nombres,  de  14  à  18 
chiffres  ;  il  suffît  de  chercher  les  diviseurs  premiers,  de  la  forme 
indiquée  : 

pour  les  nombres  de  14  et  18  chiffres,  jusqu'à 

pour  celui  de  IG  chiffres,  jusqu'à 

ety  enfln,  pour  les  deux  autres  jusqu'à  la  limite 
des  tables  de  Burckhardt,  soit 

Les  autres  diviseurs,  compris  entre  ces  limites  et  la  racine 
carrée,  et  qui  sont  en  bien  plus  grand  nombre,  seront  cherchés, 
par  la  méthode  Aurifeuille,  en  beaucoup  moins  de  temps  que 
celui  qu'aurait  exigé  l'essai  des  autres  diviseurs. 

J'ai  vu,  avec  le  plus  grand  plaisir,  que  M.  Brocard  a  repris  la 
continuation  de  son  travail  sur  la  fréquence  et  la  totalité  des 
nombres  premiers. 
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Je  vais  vous  soumettre  quelques  petites  observations  qui  vous 
prouveront  avec  quelle  attention  j'ai  lu  son  dernier  article. 

Voici  1  évaluation,  donnée  par  MM.  Piarron  de  Mondésir  et 
Meissel,  de  la  totalité  des  nombres  premiers. 


La  différeoce  d'une  aoité  pour  les  quatre 
premiers  indices  s'explique,  sans  doute,  parce 
fait  que,  dans  la  totalité  des  nombres pranien, 
M.  Piarron  de  Mondésir  comprend  limité,  d 
que  M.  Meissel  la  retranche.  (Je  ferai  (Asa- 
ver,  à  ce  sujet,  que  Prestet ,  qui  a  donné  ose 
table  des  nombres  premiers  jusqu'à  10  000, 
en  compte  I  S31 ,  nombre  supëriear  d'oK 
unité  à  celui  de  M.  Piarron  de  Ifondéstr.) 


Mais,  pour  le  nombre  qui  répond  à  10^  ou  un  million,  flya 
désaccord  entre  MM.  Piarron  de  Mondésir,  Meissel  et  Legendre, 
qui  donnent,  respectivement,  les  trois  nombres  78  490, 78  498  et 
78  495.  Quel  est  le  nombre  des  tables?  Il  me  semble  qu'il  ne 
serait  pas  difficile  de  le  constater,  mais  auparavant  il  faudrait  eon- 
venir  de  ce  point  :  Faut-il  ou  ne  faut-il  pas  tenir  compte  de  tuvitt 
pour  déterminer  le  nombre  total? 

Me  serait-il  permis,  à  ce  sujet,  d  exprimer  le  voeu  de  la  publi- 
cation d'une  édition  des  nombres  premiers  contenus  dans  les 
tables  de  Burckhardt,  avec  l'indication  du  rang  de  chaque  oombn^ 
premier? 

SPÉCIMBN. 


r.itiMMir 

leissel 

10» 

26 

25 

<0» 

t69 

168 

«c 

1250 

42^9 

10» 

9593 

9592 

10» 

78490 

78498 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

etc. 

2 

3 

5 

7 

il 

13 

etc. 

Je  remarque,  à  ce  propos,  que  M.  Brocard  nous  apprend  que 
M.  Meissel  a  revisé  toutes  les  tables  des  nombres  premiers,  et } 
a  relevé  près  d'une  centaine  de  fautes.  Ne  penserierr-votts  p«s 
qu'il  serait  utile  de  donner  de  la  publicité  à  ces  correctioas? 
Pour  ma  part,  je  serais  heureux  si  M.  Brocard  voulait  bien  don- 
ner, dans  un  des  prochains  numéros  de  la  N.  C.  M.  (ce  qui  « 
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serait  pas  difficile) ,  Jes  fautes  signalées  par  M.  Meissel  et  (eur^ 
correction. 

•  •  • 

Je  désirerais,  tout  particulièrement,  savoir  s'il  y  a  des  fautes 
dans  la  Table  (tes  diviseurs  des  nombres^  de  /  jusqu'à  US  500, 
par  V.-Â.  LïBBSGUE.  (Paris,  Gauthier-Villars,  1864.)  » 


Extrait  d'une  httre  de  M.  MansiM.  —  «  Voici  une  méthode 
simple,  pour  établir  que 

!     '      *  (Pu     '  d^u 

dxdy       dydx 

*****  • 

san%  s*appuyer  sur  aucun  postulat,  en  se  bornant  aux  fonctions 
considérées  en  Analyse  élémentaire.  j  .      ' 

l*"  Le  théorème  est  évident  pour 

2*  S'il  est  vrai  pour  v,  u;,  <,  il  est  clair  qu'il  existe  aussi  pour 
3»  Si  Ton  a 


dxdy      dydx 

et  si  t«  s»  f(y)f  on  a,  pareillement, 

d?u        (Pu 
dxdy  '  dydx 


En  effet. 


d*u  iPv  dv  dv 


> .  ^ 


cfi/dx  dydx  dy  dx 

4»  De  proche  en  proche,  toute  fonction  élémentaire  renfre 
Vl.  24 


-  \ 
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dans  Tun  des  types  précédents,  par  rintermédiaire  des  expooen- 
tielles.  Ainsi 

Donc  ie  théorème  est  prouvé,  d*une  manière  générale,  poor  b 
fonctions  élémentaires. 

Le  même  procédé  permet  d'établir,  d'une  manière  simple  et 
rigoureuse,  la  formule  relative  aux  dérivées  des  fonctions  coin- 
posées.  J'ai  exposé  ce  mode  de  démonstradon  (sous  une  fonne 
un  peu  moins  simple,  toutefois),  depuis  plusieurs  années,  daoi 
mon  Cours  d'Analyse,  à  l'Université  de  Gand.  > 


SOLUTIOHS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  proposés  par  M.  (Ieriiite  (*).  —  Soit 


X         x* 


F(x)  =  4  -4-- 


•  •• 


i       i.2  i.2...ft 

On  propose  de  former  la  dérivée,  d'ordre  n,  de  Vexprew»: 

«»  — F{«) 


X*** 


(*)  N.  C.  M.,  tome  VI,  p.  â64. 


ou 


1 
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)  posant 

• 

«r-^F(x) 

• 

*  r  *   . 

X 

X* 

i.2...nLn  ^  i      (n-»-l)(»-*.2)     (n-4-i)(in-2)(n-*-5) 
on  obtient,  par  différentiation , 


1 


0^ 


y__    i    r      i.2...p  i.2...(p-Hi)     g     -1 

f     l.2...nL(n-^4)...(n-^p  +  i)     (n-4-i)...(n+p-4-2)  î"*"    J 


Or, 


— ii- '- sa  fu^(\  —  wNtt. 

(n -♦- i)  —  (n-*-p -4- fc-h  i)     0*^ 


Par  conséquent. 


ïi?[/«'<*  -  «>''^«  ■*■  T  /«"'(*  -  «)"'^«  ■*■  •]' 


OU,  plus  simplement, 


dx^      i.2...n 


fuF(i^uYerdu. 

0 


Telle  est  la  valeur  générale  de  la  dérivée  d*ordre  p. 
De  là,  résulte  Fexpression  de  la  n**"^  dérivée,  pour  p^=an  (*). 
(M.  Uermite  ne  propose  de  former  que  celle-ci.) 

(A.  Radigu). 


(*)  Après  cette  solatioD,  notre  savant  Correspondant  en  .indique  ane 
seconde,  fondée  sur  l^intégration  de  l'équation  différentielle  connue  .• 

aîy<iH-«) -4- (n  +  p -♦- 2  —  a?)f(H-«)  —  (p -*.  l)/i»)  =5  0 . 

Noos  avons  reçu,  en  outre,  une  (roisième  solution  du  problème  proposé 
par  M.  Hermite;  mais  cette  solution  est  ïnêuffitantêf  parce  qu'elle  nécessite 
des  éliminations.  (E.  C.) 
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QuestloA  aSQ. 

Se>t7  ABmD  un  quadrilatère  articulé^  formé  de  quatre  tigu 
égaki  deux  à  deux  : 

AD<»mD»a.    ABaBm  =  &. 

Le  côté  mD  étant  fioce,  chaque  point  de  la  tige  AB  et  (h  pini 
emporté  par  cette  tige  décrit  une  inverêe  de  conique. 

(ROBERTS.) 
SBCOHDK  SOLUTION  (*). 

Notre  démonstration  s*appuie  sur  les  lemmes  évidents  ei-des- 
sous. 

Lemmes.  —  I.  La  podaire,  par  rapport  au  point  fixe  N  d'vns 
conique  dont  le  centre  est  n,  a  pour  diamètre  polaire  (ndHeu  éa 
cordes  concourant  au  point  îi)  la  circonférence  décrite  sur  k 
diamètre  Nn  ;  les  cordes  concourantes  oht  des  longueurs  tfidr- 
pendantes  de  la  position  du  point  N,  et  sont  égaks  aux  diamitm  ' 
parallèles  de  la  podaire  du  centre. 

II.  Lantipodaire  du  cercle  est  une  conique  ayant  k  point  p» 
pour  foyer j  et  le  diamètre  du  cercle  passant  par  ce  point  fsur 
axe  transverse,  en  grandeur  et  position. 


(*)  M.  Dubois  a  donné  une  solution  fort  élégante  de  la  question  {U  ^f 

Nous  croyons,  néanmoins,  intéressant  de  revenir  sur  ce  sujet,  h  dé> 
monstration,  du  domaine  exclusif  de  la  Géométrie  élémentaire,  «jue  noos 
en.  donnons  ci-dessous ,  joignant,  à  une  simplicité  de  solution' au  meios 
égale,  Tayantage  de  faire  connaître,  sans  fefforts  noaye^uz»  les  éléments  des 
coniques  dont  les  trajectoires  des  divers  points  sont  les  réciproques.  E3k 
les  présente,  en  effet,  comme  podaires  de  coniques  déterminées  ;  et  Ton  sail 
que  les  inverses  des  podaires  de  coniques  sont  les  polaires  réciproques  des 
dites  coniques  par  rapport  au  cercle  d'inversion  (*)« 

(*)  Nous  démons  dire  non  pas  «  on  sait  »  mais  bien  «  il  est  éTident  qne  ».    (M 
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Nous  désignons,  par  abréviatioD,  par  antipodaire  d'une  courbe, 
t'enveloppe  des  perpendiculaires  menées,  aux  rayons  vecteurs 
issus  d'un  point  Gxe,  par  les  points  d'intersection  de  ces  rayons 
avec  la  courbe. 

Les  cordes  détachées  par  le  cercle,  sur  les  divers  rayons  vec- 
teurs, sont  égales  aux  diamètres  de  ta  podaire  du  centre  de  la 
coDÎque  :  pour  la  podaire  de  la  conique  par  rapport  h  un  point 
quelconque  du  plan ,  les  longueurs  A  porter,  de  part  et  d'autre 
du  diamètre  polaire  (cercle  décrit  sur  la  distance  de  ce  point  au 
centre),  sont  les  demi-cordes  détachées,  sur  les  rayons  parallèles 
issus  du  foyer,  par  le  cercle  décrit  sur  l'axe  iransverse. 

Premier  au.  Cela  posé,  soititf  un  point  de  la  tige  mobile,  dis- 
tant de  rarlteulation  A,  d'une  longueur  AM  =  /,  prise  dans  le 


sens  de  la  tige  AB.  Je  mène,  par  le  point  M,  une  parallèle  MG  à 
Taxe  mobile  de  symétrie  du  quadrilatère.  Le  point  N,  symétrique 
de  M,  est  le  point  fixe  de  la  tige  tournante  mB,  à  la  distance  / 
de  l'articulation  m.  Je  mène  de  même  la  parallèle  NF  A  l'axe 
mobile  de  symétrie,  par  le  point  N  qui  décrit,  autour  du  point 
fixe  m,  un  cercle  de  rayon  l.  Les  points  K,  H,  L,  étant  les  inter- 
sections de  la  diagonale  Am  par  les  parallèles  MG,  BD,  NF,  on 
voit  que  les  points  G  et  F  son  fixes,  en  vertu  des  relations 

mG  :  mD  :  mF  :  :  mK  :  mH  :  mt  :  :  2fc  —  i  :  6  :  /. 

Puisque  mD  =  a  : 
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De  plus  9  la  droite  MN  est  perpendiculaire  snr  6M  et  PN  ;  les 
points  M ,  N  décrivent  donc,  dans  le  plan,  les  courbes  podaires, 
relativement  aux  points  fixes ,  de  Tenveloppe  de  la  droite  UH. 
Or,  d*après  le  Lemme  II,  celle-ci  est  la  conique  ayant  pour 
centre  m,  pour  foyer  F,  pour  axe  transverse  21,  pour  longueur 
d*excentricité  j  ;  soit,  pour  excentricité,  | .  L*axe  non  transverse  a 
pour  longueur  :  j\/^  —  a*. 

Toutes  ces  coniques  sont  semblables  à  colle  qui  a  pour  centre 
le  point  mj  pour  foyer  le  point.  D  et  la  longueur  de  la  tige  mo- 
bile pour  demi«axe  transverse  :  cette  courbe  est  une  hyperbole  ou 
une  ellipse,  suivant  que  la  tige  fixée  est  une  des  longues  ou  une 
des  courtes.  Le  rapport  de  similitude  est  égal  au  rapport  des  dis- 
tances du  point  décrivant  M,  et  de  Textrémité  B  de  la  tige  mobile 
à  son  articulation  A. 

La  courbe,  lieu  des  points  M,  podaire  de  la  conique  de  ceout 
m,  a  pour  inverse  une  conique,  polaire  réciproque  de  la  précé- 
dente, par  rapport  au  cercle  dlnversion  du  centre  G. 

Second  cas.  Le  point  décrivant  P  est  extérieur  à  la  tige,  à  une 
distance  /  de  Tarticulation  A,  et  sur  un  rayon  du  point  A  ftJsant, 
avec  la  tige  qui  Tentraine,  Tangle  constant  BAP»=9. 
Ce  cas  se  ramène  au  précédent  par  la  fiction  suivante  : 
Dans  le  premier  cas,  le  point  M  était  conjugué  d*un  point  M' 
donné  par  la  position  de  la  tige  AB',  symétrique  de  AB,  relati- 
vement à  la  diagonale  mA.  Le  point  K  du  diamètre  polaire, 
milieu  des  deux  conjugués,  est  rintersection  de  la  circonféreaee 
fixe  décrite  sur  niG,  ou  diamètre  polaire,  avec  la  diagonale 
variable  mA.  Si,  pour  toutes  les  positions  du  quadrilatère  articulé, 
nous  supposons  construite  la  figure  (1),  et  que  nous  fassions 
tourner  la  figure  AMKM',  autour  du  point  A,  de  Tangle  ?,  nous 
aurons  construit  la  position  des  points  correspondants  P  et  P 
dans  le  second  cas,  aux  positions  données  du  quadrilatère  arti- 
culé. Or,  dans  ce  mouvement,  la  droite  AK,  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  la  corde  HM',  tourne,  autour  du  point  A  mobile  sur 
le  cercle  de  centre  D,  d'im  angle  f  •  Son  second  point  d1nte^se^ 
tion  avec  le  cercle  s^est  donc  déplacé,  sur  le  cercle,  d*im  are  égal 


i  3a.9;  M  eomine  il  était  fixe  en  m,  la  droite  AK,  dans  sa  nou- 
velle position  AC,  passera  par  un  point  fixe  n  de  ce  cercle,  dia- 


métralement opposé  au  point  N  que  détermine,  sur  le  cercle,  le 
rayon  mN  sur  lequel  vient  se  placer  la  droite  AP  lorsque  le  qua- 
drilatère est  eniièrement  replié  sur  lui-même.  La  droite  NA, 
mobile  autour  du  point  fixe  N,  donne  la  direction  de  la  corde 
PP',  position  de  MM'  après  la  rotation  de  la  figure.  Prolongeons 
PP*  jusqu'à  son  intersection,  en  0,  avec  le  rayon  fixe  mN.  Le 
point  0  est  fixe;  car,  en  désignant  par  I  l'intersection  de  la  corde 
PP'  avec  mA  : 

KO  _  AI       A[     AK 

Nm       Km       AK     km 
Or. 

AK  «  AC  =  Al  costp, 

et 

AK       AH        l 
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d*où,  en  ôbservànl^ue  Nms=2a.oo6f  :  "     ' 

'."..-  a 

6 

Le  lieu  du  point  C ,  milieu  de  la  corde  PP'  de  la  trajeetoire 
du  point  P,  issue  du  point  fixe  0,  est  donc  une  ciroonféreott 
décrite  sur  On,  lieu  des  sommets  des  angles  droits  nCO. 

Cela  posé,  je  mèrie  nS  égale  et  parallèle  i  NO,  et  rQ 
égale  et  parallèle  à  AP.  La  droite  SQ  sera  parallèle  à  OP; 
la  droite  OP  parallèle  à  NA,  et,  par  suite ,  perpendiculaire  aux 
deux  précédentes.  Les  points  Q  et  P  décrivent  donc  les  podaim, 
par  rapport  aux  points  fixes  S  et  0,  de  Fenveloppe  de  la  droite 
mobile  QP.  Or,  le  lieu  des  points  Q  étant  un  cercle  de  eenu^  t 
et  de  rayon  /,  la  droite  QP  enveloppe  la  conique  de  centre  n,  de 
foyer  S,  ayant  2/  pour  axe  transverse  et  ^  pour  excentricité;  et 
la  trajectoire  du  point  P,  entraîné  par  la  tige  mobile,  est  la  po- 
daire  de  cette  conique  par  rapport  au  point  0,  c'est-à-dire  la 
courbe  inverse  de  la  polaire  réciproque  de  cette  conique,  par 
rapport  au  cercle  d'inversion. 

On  remarquera  les  particularités  suivantes  : 

La  conique  dont  la  trajectoire  du  point  est  podaire  ne  dépend, 
comme  forme,  que  du  rapport  des  longueurs  des  tiges,  Texceo- 
triciié  étaq.t  le  rapport  de  la  tige  fixe  à  la  tige  mobile. 

Sa  grandeur  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  décri- 
vant à  l'articulation  de  la  tige  mobile  avec  la  tige  tournante,  de 
longueur  pareille  à  la  tige  fixe;  cette  distance  représente  son 
demi-axe  transverse. 

Quand  on  fait  varier  le  point  décrivant,  autour  de  TarticulatioD, 
sans  en  changer  la  distance,  la  conique,  de  grandeur  fixe,  se  ment 
dans  le  plan,  de  la  manière  suivante  :  son  axe  transverse  pivote 
en  glissant  autour  du  point  /x  du  prolongement  en  arrière  de  h 
tige  fixe  d'une  longueur  égale  à  elle-même,  le  centre  se  mouvant 
sur  la  circonférence  complète  de  lextrémité  A  de  la  tige  égalai 
la  tige  fixée,  et  la  position  /xn  de  Taxe  transverse  faisant,  avec  h 
tige  fixe,  un  angle  n/xm  =^9,  égal  à  celui  de  la  tige  mobile  avec 
le  rayon  AP  du  point  décrivant 
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Enfin  le  point  doublé  0  de  la  podaire,  ou  point  projetant,  se 
trouve  sur  le  rayon  mN  parallèle  à  la  position  de  Taxe  transverse, 
incliné  de  Tangle  9  sur  la  tige,  mené  par  Textrémilé  fixe  m  et 
Il  une  distance  du  second  point  d'intersection,  avec  le  cercle  A, 
égale  à  la  demi-distance  focale  -^  '•  Lorsque  le  point  P  varie  en 
restant  à  la  même  distance  de  Tarticulation  A,  le  point  double  0 
décrit  un  limaçon ,  conchoide  du  cercle  A. 

CONSTRUCTION   D*UNB  TRAJECTOIRE. 

Supposons  le  parallélogramme  replié  sur  lui-même ,  la  tige 
AB  rabattue  sur  mH.  Soit  vs  la  position  de  départ  occupée,  à  cet 
instant,  par  le  point  décrivant,  telle  que  Dmcr  =  9,  ma^=»l. 
Soit  la  circonférence  mnfxN  décrite  par  l'extrémité  A  de  la 
tige  égale  à  la  tige  fixe.  Soient  N  Tintersection  de  cette  circonfé- 
rence avec  le  rayon  mis,  et  n  «on  point  diamétralement  opposé. 
Celui-ci  sera  le  centre  de  la  conique  dont  la  courbe  est  la  po- 
daire. Prenant  sur  Nm  la  longueur  NO  =y  /?  le  point  double 
O  de  la  trajectoire  sera  déterminé. 

Le  cercle,  de  rayon  /=  mf,  tracé  du  point  n  comme  ceaire, 
sera  le  cercle  décrit  sur  Taxe  transverse  de  la  conique,  dont  les 
foyers  seront,  en  outre,  les  points  S  et  S|  tels,  que  les  droites  S^n 
et  nS  soient  égales  et  parallèles  à  NO.  Ces  droites  passent  au 
point  |x  diamétralement  opposé  à  m.  La  conique  est  compléle- 
rnent  déterminée.  Si,  par  Tun  des  foyers  S^,  on  mène  une  trans- 
versale au  cercle  décrit  sur  Taxe  transverse  se  coupant  aux  points 
y  et  j^i,  les  perpendiculaires  yx,  yiXi,  à  la  transversale,  seront 
tangentes  à  Tellipse,  et  leurs  intersections  xx^  avec  la  parallèle 
OxXi  à  la  transversale  S^yy^  seront  deux  points  conjugués  de  la 
courbe;  leur  point  milieu  z  décrit  la  circonférence  dont  On  est 
le  diamètre  (lignes  ponctuées  de  la  seconde  figure). 

Les  normales  en  x  et  y,  à  la  trajectoire,  sont  faciles  à  détermi- 
ner. Prenant  yS's=»S^y,  et  traçant  SS',  cette  dernière  droite 
déterminera  le  point  de  contact  a  de  la  tangente  xy  sur  la  conir 
que.  Si  donc  Ton  joint  le  point  x  de  la  courbe  au  milieu  a>  de  la 
droite  Oa,  la  droite  xu,  ainsi  menée,  sera  la  normale  en  x  à  la 
trajectoire  du  point  décrivant. 
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On  pourrait  aisément  en  déduire  le  rayon  île  courbure  de  k 
trajectoire;  mais  cette  question,  n^étant  que  TappIicatioD  (Tin 
problème  général  de  Géométrie  infinitésimale,  que  nous  avons 
résolu  autre  part,  sortirait  des  limites  du  sujet  qui  nous  oeeupe 
aujourd'hui. 

Tous  les  éléments  de  construction  et  de  discussion  des  tnje^ 
toires  se  déterminent^  on  le  voit,  d'une  manière  fort  simple,» 
attaquant  la  question  par  la  Géométrie  élémentaire.  Les  résultais 
obtenus  sont  plus  complets  et  plus  nets  que  ceux  qua  fournis,! 
M.  Dubois,  la  considération  de  Téquation  de  la  courbe.  Aussi 
avons-nous  cru ,  malgré  Télégance  des  méthodes  employées  p 
ce  jeune  Géomètre,  que  la  solution  que  nous  leur  adressons 
aura  quelque  intérêt  pour  les  lecteurs  de  la  Nouvelle  CùmspW' 
dancr.  (Laquiébe.) 


Question.  931* 

Soit  ADBC  un  quadrilatère  articulé  ^  formé  de  quatre  tiges 
égales  deux  à  deux  : 

AD«=CB«ra,    ÂC  =  BD  =  6, 

Si  l'on  fixe  la  tige  AC ,  chaque  point  de  la  tige  BD  et  du  pkm 
emporté  par  cette  tige,  décrit  une  inverse  de  conique.    (Hart.) 

SECONDE    SOLUTION  (*). 

Soit  construite  une  des  positions  du  quadrilatère,  en  supposant 
a  >  6;  les  tiges  a  se  croiseront  en  un  point  R,  et  les  tiges  6,  pro- 
longées, en  un  point  S.  La  droite  RS  est  un  axe  de  symétrie 
mobile  du  quadrilatère,  les  points  R  et  S  étant  les  centres 
instantanés  de  rotation,  suivant  que  Ton  fixe  une  tige  6,  ou  une 
tige  a. 


O  Voir  N.  C.  M^  tome  VI,  p.  138. 


J 


*  Cdi  posé,  ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Dubois,  la  base  de  la 
roulelle  et  la  courbe  roulanie,  génératrice  du  mouvement  de  la 


lige,  sont  deux  coniques  égales,  ayant  pour  foyers  les  sommels 
articulés  de  la  tige  fixe  pour  l'une,  de  ta  tige  mobile  pour  l'autre, 
el  ayant,  pour  grand  axe  la  longueur  des  tiges  tournantes. 

De  plus,  ces  deux  coniques  sont  tangentes,  en  R  ou  en  S,  à  la 
droite  RS  qui  est  axe  de  symétrie  de  l'une  par  rapport  ô  l'autre. 
Il  en  résulte  que  W,  point  Tixe  du  pian  de  In  conique  roulante, 
est  symétrique,  par  rapport  à  SR,  du  point  V,  du  plan  de  la 
conique  fixe,  placé  par  rapport  à  celle-ci,  identiquement  à  la  posi- 
tion de  W,  par  rapport  à  la  conique  roulante.  Le  point  V  est 
donc  fixe  sur  le  plan  de  la  tige  fixe;  et  le  point  W  décrit  une 
courbe  homoihétique  par  rapport  à  V  el  de  dimensions  doubles 
de  la  podaire  de  la  conique,  base  de  la  roulette  relativement  à  ce 
point. 

Prenons  donc,  pour  pôle  de  transformation  réciproque,  le 
point  fixe  V,  dont  le  point  décrivant  reste  constamment  l'image 
réfléchie  sur  la  tangente  instantanée  commune  aux  deux  coniques 
égales,  rail  et  roulette;  et  soient  dés  lors,  à  partir  de  ce  point, 
les  rayons  vecteurs  : 

p  de  la  courbe  tracée  par  l'image  mobile  de  V  ; 


—  «»•  - 

Pi  an  I  de  la  podaire  P  du  point  V  rélaU?èniènt  an  nà,w 
coniqae  fixe  ; 

p'  de  la  courbe  réciproque  de  la  courbe  u^cée  R*  élant  h 
puissance  de  réciprocité  des  rayons  inverses  des  deux  coarl». 

On  aura  : 

'  _  ni  '      ^* 

PP  "  *  »      p,p  =  y 

L^inverse  de  la  courbe  tracé  est  donc,  diaprés  un  théoràne 
connu  (évident  sur  la  figure),  la  polaire  réciproque  U  de  k 
base  de  la  roulette,  par  rapport  au  cercle  de  rayon  — j^'COt- 
centrique  au  point  V  placé,  relativement  à  la  tige  fixe,  comme  k 
point  décrivant  est  situé  relativement  à  la  tige  mobile  qui  Pen- 
traîne  dans  son  mouvement. 

Ce  point  fixe  V  est  d'ailleurs  point  singulier,  ou  point  doDbk 
à  branches  réelles  de  la  courbe  décrite,  suivant  qull  sera  inlé- 
rieur  ou  extérieur  à  la  conique  de  son  plan.  Les  tangenies 
menées,  de  ce  point,  à  la  conique,  sont  les  normales  aux  branciio 
qui  s'y  croisent  ;  leurs  perpendiculaires  donnent  les  direetioiis 
des  asymptotes  de  la  réciproque,  polaire  réciproque  de  la  coniqoe 
fixe.  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  issues  du  point  V,  pour 
la  courbe  tracée,  est  une  circonférence,  réciproque  du  liea  des 
quatrièmes  harmoniques  de  V,  relativement  à  la  polaire  red- 
proque  de  la  conique  fixe. 

Le  mode  de  démonstration  qui  précède  (sorte  de  rédaction  l 
révidence)  du  théorème  de  M.  Hart,  et  la  relation  de  famille  qoi 
en  résulte  pour  toutes  les  courbes  décrites  par  les  divers  poiais 
du  plan ,  dérivant  ainsi  d'une  seule  conique,  dont  6  et  a  sont 
Texcentricité,  le  rayon  transverse,  et  qui  complète  renoncé  sa» 
le  compliquer,  nous  ont  paru  offrir  assez  d'intérêt  pour  nous 
permettre  de  revenir  sur  une  question  déjà  traitée  par  un  jeune 
Géomètre  aux  talents  duquel  les  remarques  de  la  nature  de  ceik 
qui  termine  (pp.  127  et  128),  la  solution  de  la  Question  230,» 
laissent  pas  que  de  faire  le  plus  grand  honneur. 

(LAQDlâBl.) 


I 

i 
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Question  30<4. 

Trouver  une  intégrale  particulière  de  Céqualion 

• 

g^.5|-i.%-.y»)  =  0 (i) 

(Abel)0. 
Si  Voû  pose 

réquation  proposée  devient 

dS. 


d*où 


ax 


ox'  do:         ax 


ou 


;'  ox         ox  \dx  / 


ou  encore  : 

(PX         dX 

5^-^3-«2X(XH.i)(XH.2). 

Si  Ton  fait 

X  =  ti  — 1, 

on  trouve 

(Tti        du 

-r-; -4- 5— -♦- 2(tt  —  II')  =  0. 

dx'         dx 

Ainsi,  la  fonction  u  vérifle  Inéquation  (1). 

On  obtient  donc  une  intégrale  de  cette  équation  en  faisant 


(*)  Je  n*ai  troavé  cette  question,  ni  dans  les  œuvres  du  Géomètre  norwé- 
gien,-  ni  dans  les  premiers  volumes  du  Journal  de  Crelhé  (£.  C«) 


<roù 
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On  satisfoit,  à  eette  noarelle  équation,  par 

4 


y— 


1— a«» 


0. 


(V.  Jamr.) 


Question 


Évaluer  kê  déterminanU 
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de, 


dont  la  loi  générale  de  formation  peut  s'énoncer  comme  il  inA  • 
Chaque  détermmant  renferme  2in  -r- 1  lignes  e(  2iii  — i  co- 
lonnes.  La  diagonale  contient  m  —  1  fois  Vunité,  et  mfakk 
nombre  m.  Les  lignes  se  déduisent  de  cette  diagonale ^  en  écrieestf 
à  hroite  des  unités,  m — 1  fois  le  chiffre  l^etyà  gauche  dés  dûfm 
m,  la  série  naturelle  ni'— 1,  m  —  2,  •.^2^1,0;  etcompUM 
les  lignes  par  des  zéros.  (H.  Brocard.) 

Il  est  RÎsé  de  voir  que  le  détenninant  de  H.  Brocard  etf  k 
résultani  des  équations 


j(x)  =  xf^  -♦-  isT"*  H-  —  H-  m  =  0.    . 


(*)  Dliprès  eette  formale,  il  y  a  one  liaison,  asseï  remarquable,  eont  10 
QuestioM  864  et  Bttt  (N.  C.  JT,  tome  Vf,  pp.  28i  et  soir.).  (&  CL). 
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Si  l'on  désigne  par  a  une  des  racines  primitives  de  l'équadoo 


les  racines 
sont 

de 

A«)-o 

«-. 

y(x)  = 

-*— « 

+  «—»  +  ...+ 1 

1 

X- 

—  i      X— •  — 4 

-1    ■    «-1 

r 

X 

—  1 

—  i 

-<) 

(or 

-i-x'*~*-H«..-i-i) — (m-f- 

<) 

(X- 

■1) 

-^(m^l) 


x—i  (^  — i) 

x*^  —  [m -^  i)x  "h  m 

Si  Ton  observe  que 

on  voit  que  le  déterminant  de  M.  Brocard  est,  abstraction  faite 
du  signe  9  égal  à 

(m  4-  i)- 


•  •• 


Le  dénominateur  est ,  évidemment , 

/•(4)=:m-4-  4. 
Par  suite 9  le  déterminant  est,  en  valeur  absolue,  égal  à 

(m  -•-  i)r^. 

On  aperçoit,  sans  peine,  qu*il  est  toujours  positif. 
Ainsi 

1    I    i 


i    2    0 
0    I    â 


2«-i=(2  4-1)*-\ 


(Lb  Paigb.) 
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QUESTIOHS  PROPOSÉES. 


'     t 


ft79.  Dans  la  série  de  Lamé  :  ''-■'. 

9 

1  f  Z|  Oy  9|  Of  «  £||  21 1  •  •  •  t 

i*  Si  Ton  prend  qoatre  termes  consécutifs,  la  différeooe  entre 
le  produit  des  termes  moyens  et  celui  des  termes  extrêmes, 
é^le  d:  1  ; 

9^  Si  Ton  prend  cinq  termes  consécutifs,  la  différence  entre  li 
quatrième  puissance  du  terme  du  milieu  et  le  produit  des  qaatre 
autres  termes,  égale  1 .  (Gbli5.) 

571.  Théorème.  Une  figure,  de  grandeur  invariable,  se  mfiot 
dans  son  plan ,  où  deux  de  ses  droites  ont  chacune  an  cerde 
pour  enveloppe;  toutes  les  droites  du  plan  ont  alors  descente 
pour  enveloppes.  Les  centres  des  cercles  enveloppes  d'on'système 
de  droites  forment,  trois  à  trois,  des  triangles  semblables  an  tri- 
angle symétrique  du  triangle  des  trois  droites  enveloppantes. 
Entre  les  côtés  a,  6,  c  du  triangle  mobile,  et  les  rayons  a,  ^,7 
des  cercles  enveloppés  correspondants ,  on  a  la  relation 

âT  =  aa-i-  6|3H-cr; 

r 

T  représentant  Taire  du  triangle.  (Laquiâre.) 


ERRATUM. 


Quettion  569.  Au  lieu  de  i  |/^2+l^— âi-l/S,  lisez  :  |?^4+2l/— 2+»^ 


I 
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DÉRIVéBS  SES  FORCnOHS  ÉtÉHERTAlRES 
iraHB  YABIABU  IMAQIRAIREi 

par  ■•  P.  KàHSioir,  professear  à  IDniTenité  de  Gand. 

(Suât  il  jSn»  wîr  u  yiy  p»  sn.) 


9.  LoGABiTHMB  AifALTTiQin*  I.  On  appelle  fe^fonYAnie  (népérien) 
atittlytique,  d*une  expression 

a -•- K  ea  e^***  a»  a^********, 

et  Ton  représente  par  /((a  H-U))^  et  quelquefois»  pour  abr^r, 
par  /(a-f-6t),  l'exposant  x-hj/i-^ikiri  de  la  puissance  imaginaire 
de  e,  égale  à  cette  expression.  Toute  expression  a  +  W  a  donc 
une  infinité  de  logarithmes  ayant  même  partie  réelle  et  dont  les 
parties  imaginaires  différent,  entre  elles»  d'un  multiple  de  2«t. 
La  partie  réelle  est  le  logarithme  arithmétique  x  de  e^,  module 
de  a^bi;  la  parUe  imaginaire  en  est  Targument»  multiplié  par  I. 
Ainsi, 

l{(a  H-  6t))  SB  /[mod(a  -«-  &t)]  •»- 1  argument  de  (a  -«-  bi). 

II.  En  particulier  (6,  III),  a  étant  réel  et  positil^ 

H{a))  =  la^ikwi^ 
/((_o))  =  to-H(2Jt^l)rt. 

JEosmie^  puisque  l^ae^  : 


Une  des  valeurs  de  IK(0)  -^]  ^^  ^^^  f  * 

VL  28 


III.  Si  (a-hln)  tend  vers  runité  (d«6,  IV),  le  modoiede 
(a  -f-  bt)  tend  vert  Ptinité,  et  Tune  des  valeurs  de  rirgumod 
tend  vers  0«  Oo  aura  doue,  pow  Tune  des  valetm^iQ.kgtfîtliine 

analytique  de  (a  -t-  U)» 

^     •  •-         •-  * 

lim/((a^6i))»0. 

IV.  La  propriété  fondamentale  des  logarithmes  arithinétiqfles 
s^étendy  sans  peine,  àufknàriâimM  analytiques.  En  eflfet,  si 

A  et  A'  désignant  des  entiers  quelconques  : 

•    /((Z))  -»-^((U))  =  («  +  2ifc»t)  -f{u-t-  8t'«)  = 

On  conclut  de  là  que  les  logarithmes  analytiques  jouissent  de> 
fatme»  propriétés  que  les  l<^;arithmes  arithmétiques. 


t-"i5n  (î^yjKit 


V.  Ainsi,  en  particulier,  poior  m  réel  et 

/{(r-))  =  l  ((«~»*^)  «  mu  -«-  2ilm«  +  2A'«. 

Or 

«U((Z))  —  m/((e***w0j  —  mu  -t.  2l?'m«. 

Les  nombres  entiers  k,  k!,  f  étant  quelconques,  on  peut  toujours 
supposer  J:m  -i-  i'  ^a  i^'m*  Ponc 

VI.  Il  serait  facile  d6  détermina,  au  moyen  des  logarithmes 
analytiques,  les  valeurs  des  fonctions  circulaires  et  des  fcDdioas 
hyperboliques  inverses,  définies  comme  dans  le  cas  de  variabks 
réelles,  et  de  vérifier  l'assertion  qui  termine- Tail^  tt,  L  Ain 
par  exemple,  si  Ton  pose 


usa  Arcth;ar,' 
pour  désigner  la  quantité  «;  qtii  tàc  Viurguoênt,  ou  là  wi# 


•  \ 


—  387  — 
doal  la  tangente  hyperbolique  est  z,  où  aura 

è"  -♦-  e"^      r"  -I- 1 
on  tire  de  là  : 


e*'^ 


{^-  -Î'{(t^3} 


n  entre,  dans  Fexpression  de  quelques-unes  de  ces  fonctions 
inrersesy  des  radicaux  dont  le  signe  ambigu  peut,  dans  le  calcul 
des  intégrales  définies,  donner  lieu  à  certaines  difficultés. 

S.  Puissances  quelconques  des  quantités  iMAanfAiaEsQ.  I.  Soit 
Zea  e^H-yiy  une  expression  imaginaire  quelconque.  On  a,  diaprés 
les  articles  4,  III  et  7,  V,  pour  m  eommensuraUe  et  réel, 

Par  analogie,  dans  le  cas  où  m  est  imaginaire  ou  inconmien- 
surable,  on  pense,  par  définition  ; 

ce  qui  entraine  naturellement  la  relation,  absolument  générale, 

cette  fois, 

/((Z-)«m(((Z)). 

IL  Ainsi,  pour  9iia»n-f-p>, 
En  particulier. 


expression  qui  a  une  infinité  de  valeurs  réelles. 

m.  On  a 

Z-XZ»  — Z-+«; 

I.         ■  -  —  ~ 
O  Voir  la  Note  C 


car,  d*aprës  les  articles  4,  III  et  8, 1  : 

Z- X  z»  =  ^■««»  X  tf"*^^  =  «^•**^***, 

Les  puissances  quelconques  des  expressions  imaginaires  se 
comportent  donc,  dans  les  calculs  algébriques,  comme  les  pais- 
sances  réelles  et  oommensurables  des  quantités  réelles  et  com- 
mensurables. 

••  Réscmé.  Les  fonctions  élémentaires  des  variables  inuiKÎ- 
naires,  quelque  compliquées  qu  elles  soient,  s^expriment  au  mojeo 
des  exponentielles,  des  logarithmes  et  des  puissances.  D*aprèsee 
qui  précède,  on  voit  que  les  calculs  relatifs  à  ces  fondions  sont 
ausjsi  simples  et  à  peu  près  les  mêmes  que  ceux  qui  se  rappor- 
tent aux  fonctions  élémentaires  d'une  variable  réelle. 

1#.  LuiiTB  POimAHDiTALB.  Théoréme.  La  limùe  de 

— — ,      («  =  x^yi) 

lorsque  x  el  y  iendetU  vers  zéro,  est  égale  à  Punilé. 

h  On  a 

«• — 1      c**^  — f      «"(cosy-i-fsiny) — i      (e'cosy— i)4-û^y 

z  X  -4-  yt  x-^yi  «  -t-  yi 

[(«■cosy  —  i)  H-  te'siny](x  —  yt)      P  -♦-  Q» 
(x-*-yt)(x  — yt)  "x'-hy*" 

Psa:x(e*cosy — i)-i-ye'6iny,    Q==xc*siny— y(rtosy— 1)^ 

II.  Pour  calculer  la  limite  de  l'expression  considérée,  trans- 
formons P  et  Q,  au  moyen  des  relations 

e* — i  siny  i — cosv      I 

lim =  1,    lim — ^=1,    lim ^^-r» 

X  y  y  * 

ou  encore  : 

^=1 -i-x(l -i-a),    8iny=y(i +  p),    cosy «I  —  iy'(i +r)» 

a,  P,  7  étant  aussi  petits  qu'on  le  veut. 
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III.  Il  viendra  d'abord 

P  =  ar(i  +0;  +  x«)(i —iy»—  jyV)  —  x-h y(i  H-x  +  xa) (y -f-yp) 
=  x*+  x*a — ixy«(i  -*.x-*-xa)(i  h-  r)  -♦-  y«-H  y'p  -i-  xy*(l  h-«)(1  -^(3) 
«  x«^.y*-*-x*«+y'p^-xy»[—  i{i  H.a?H-x«)(l  +r)-*-(i  +aXi  +  p)]. 

La  quantité  entre  crochets,  qui  multiplie  xy',  a  pour  limite  {, 
lorsque  x,  y,  a,  fi,  y  tendent  vers  0  ;  on  peut  la  représenter  par 
^-^9,9  ayant  aussi  pour  limite  0.  On  a  donc 

P  =  x*-*- y«  ^.  x'« -♦- y^p  +  xy«(i -*- (f), 

P  X*  y*  y« 

x«+y«""*"^*x*-i-y»'*"P?T7'^^ir;r^«^*'*-^)' 

lim-j 5=4. 

IV.  On  a  ensuite,  successivement,  £«  (>  y  ayant  pour  limites 
zéro,  en  même  temps  que  x  et  y  : 

Q  =  xy(i-i-x^-ax)(4-t.p)  — y(4  H-x  +  x«)(i— Jy»— iyV)-Hy 

«xyO  +P)-i-xV(l  +«)(!  +15)— xy(l  +«)+  iy»(i  +y) 
-♦•ixy»(l  -f-a)(l  -H  y) 

=  xy(p- «)^a:«y(i +«)(! -|.p)-|.  4y»(1 -f.y)[i  4-x(i  .^.a)] 
=  xyf  +  x«y(4  -*-  2^  -i-  4y»(1  ^.  iy), 


Q  X  y  X 


s 


••  j^  *.« 


e 


■^  y -i-r3  (*-*-«) 


liiii-^^=0. 
ar  +  jr 


V.  Donc, enfin, 


Iim ssiini-z :■=! , 

z  ar  -*-  y 

même  si  x,  y,  tendent  vers  0 ,  sans  que  leur  rapport  tende  vers 
une  limite  déterminée. 
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11.  Liims  vÉDUins  di  u  raÉcteuns.  L  Potins  l»^«,ci 
«apposons  que  z  teode  Ters  0.  II  vieiidn 

On  troore,  de  même  : 

hm-^ 1.    Iîm_jj -,    bm ^ j, 

pais,  pour  les  fonetioiis  byperiMiqoes,  des  fommles  amdopKS, 
qo*il  est  mutile  d'éerire. 

II.  Considérons  ceUe  des  yalears  de  /((I  +  %))  qui  t  pour 
limite  zéro  en  même  temps  que  z,  et  posons 

fi-/((l^s)); 
luroos 

Hm  i  SB  lim  —  os  1. 

in.  Pour  m  croissant  indéfiniment  y 


lim  (l  +— ]*  — limHO+s)). 

Si  Ton  considère  celle  des  valeurs  de  llli  -^4))  ^^  ^^ 
vers  séro  en  même  temps  que  ^ , 


a  pour  limite  Tunité.  Dans  cette  hypothèse,  on  a  donc 


""(*-*-^)'— • 


comme  dans  le  cas  où  m  est  entier  positif. 
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t9«  Dérivée;  prinqpbs  de  DÉainiioii.  I.  Sùk^u^^VS'^^^ne 
fonction  d'ane  variable  imaginaire ,;?.  La  dérivée  de  cette  fonc- 
tion, quand  elle  existe,  est  définie  par  la  relation 

Az  tendant  vers  zéro.  >:!      i         .! 

II.  Si  11  est  une  fonction 'de  fonction,  tefle  qu^; 

«««?»A    ?«Ç^'  '^4'«; 
«  ■  '        .      -      ^         *       •       '.' 

on  trouve,  comme  dans  lié  cas'des  variables  réelles, 

.•      *        '  •  .  '  .  "^ 
Au      Au      ai      At' 

Az      j^     .  Al      .Az 
D.ti=/'Vxtp'tXf^.  " 

III.  Si  tisar  -f-  «( —  t^r^Sfl  étant  des  fonctions  de  z  : 

Ail —Ar^  As  — Al, 
Ati      Ar      .As      At 

Az      Az      Az      Az 

IV.  Toutes  les  fonctions  composées  se  ramènent  aux  sommes 
algébriques ,  par  rinlermédiaire  des  logarithmes.  Il  est  toutefois 
intéressant  de  remarquer,  dès  maintenant,  que  si  a  est  conatant, 

oAv 
Dati  Bs±  l^m  '^ —  a^  aDti. 

Az 

^  ti.  DÉftivÉEs  DBS  pamaPALES  ponctions  élémentaires.  I.  On  a 

De* — lim— r — — I"  «*  —;: — ■  ^<> 

•     •         ;^.  A«        ^   ^  Az 

d'après  le  n*  10  (*).     '  .   : 


.  C)  G^He  dériréa  nlestpas  oMenin  d*ime  toanàèn  riganmisè,  dtas  la 
plapart  des  Tnités  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  d*«aç  Tfiriable  .îipilgir.. 
naiFe*  • .  -  •  > 


On  tire»  de  eM^  formidei 
eit  en  particalier, 

n.  Obdéduitdelà: 


DChg— D     ^^  — — -1-a.az, 


Deosx  — D— ^^ — » — -l-.i_«.rii|«, 

3  S 


DsinsesD — — — «a foieoss. 

Si  3»  ' 

ele.  On  poorrait  aussi  trooTer  ces  dérivées  an  moyen  des  limites 
obtenues  au  n*  11,  eonune  aussi  eelle  de  Talinéa  suivant 

m.  Si  ti«i/((z)),  ou  pour  abréger,  Iz,  on  a  «— «■;  Jou,  ei 
prenant  les  dérivées, 

DvoiDbc»-.. 

z 

On  tire  de  là 

u 

ly.  Soit  enfin  &  ebercber  la  dérivée  de  js".  On  a,  sveeM»- 
ment: 

X 

Piar  suite, 

M.  DÉaiVÉlS  D*im  PRODQIT,  0*011  QOOTmiT,  D*D1IB  B3EP0IIBI11IUI 

Qoa&ooHQDB.  I.  Soit 


I 

I  .    tf  a-  rst 


Onmiji 
d*où 


II.  Si 
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Du      Ur      Ds      Dt 
u         r        9        t 
Du  —  sfDr  +  rtDs  -f-  rsDL 


s 

tiaa— » 
t 


on  a 
puis 


lummh  —  lt; 


Du      Ds      Dt  (Ds^sDt 


III.  Enfin 


D^»  =  De*  —  e*D(lte)  =  «•  f  fcD« -♦- — ) , 

ou 

Ds^^^^UDt-^îs^'Ds. 

IV.  Les  formules  précédentes  permettent  de  résoudre  toutes 
les  questions  relatives  à  la  dérivation  des  fonctions  élémentaires 
d'une  variable  imaginaire. 

En  réunissant  les  résultats  obtenus  pour  les  fonctions  com» 
posées»  on  trouve  la  formule  générale  : 

D.1I  s  D^  X  D^  -I-  D.II  X  D^  -*-  Dm  X  D^ , 
u  étant  une  fonction  de  r,  a,  t,  fonctions  elles-mêmes  de  z. 

NoTBS  DU  RAdactbob.  —  A  (*).  —  L'équation 

eP*  ss  cosop  +  tsinx, (A) 

donnée  par  Euler,  constitue  un  véritable  théorème^  qui  suppose 

{•)  Voir  p.  588. 


—  SM  — 

la  définition  de  e^=^.  G>mme9  ^  priori,  cette  exprenmD  na 
aucun  senSy  il  parait  difficile  de  lui  en  attribuer  un,  i  moiiu  de 
généniiser  l'égalité 


Si  Ton  veut  faire  lo&fe  rate^  comment  sera-t-on  guidé  dam  k 
choix  de  la  définition  ?  Si  M.  Hansion  n'a  pas  écrit,  ao  Gea 
de  (A)  : 

e-*^  — ainx-Hl/Ulcoix, W 

ou  •       "^ 

«■•'^■■coax — 1^ — Irinx,      .     .    .    .   •  (Q 


ou  toute  autre  relation  qu^il  aurait  pu  imaginer ,  c'est  pour  ime 
raison  simple  :  la  définition  (A)  conduit  &  des  résultats  eiactt, 
tandis  que  (B),  (C), ...  ont  des  conséquences  absurdes!  Une 
définition  de  symbole  ou  d'opérations  n'est  pas  arbitraire  :  moD 
savant  Collègue  et  Collaborateur  le  sait  aussi  bien  que  persoooe. 
Si,  dans  les  éléments  d'algèbre,  on  peut  prendre,  comme  défini' 
tion  du  produit  de  a — b  par  c — d,  l'égalité 

(o  — 6)(a  — cO«»ac4.6(i-.arf  — ic,    -    .    .   (1) 


c'est  parce  que,  en  Arithmétique,  on  a 
analogues  à  celle-ci  ;  par  exemple. 


les  rdatioDS 


(7  —  3)(li  —  6)  «  7.11  +  S.6  —  7,6  —5.11. 

À  priori,  on  n'aurait  pas  le  droit  de  regarder  l'égalité  (1)  comme 
une  définition. 

En  résumé,  la  simplification  proposée  par  Tbonorable  Géo- 
mètre de  Gand  ne  me  semble  pas  heureuse  (*)• 


(*)  Il  n*eo  est  pas  de  même  de  la  démoDstration  relative  à  réqoitîos 

d*tt         dPu 
dxdy      dydx  ' 

qu*on  peut  lire  à  la  page  369  \  démonstration  simple  et  ifigteisM* 
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B  (^.-r-  M.  Maneion  dit  :  «  nous  poaerons,  par  dêftmtion, 

é^^é-X^.  » {A') 

Llnconvénient  signalé  ci-dessns  n*existe  plus  ici  :  la  significa- 
tion ûee^  X  e^  ayant  été  donnée,  on  peut  convenir  que  ce  pro- 
duit sera  représenté  par  e*^>. 

De  cette  manière,  Tégalité  (A)  deyient  une  généralisation  de 
oelleHÛ: 

Néanmoins,  la  méthode  ordinaire  (basée  sur  le  développe- 
ment de  e^^^'y)  me  parait  préférable  à  celle  que  propose  M.  Man- 
sion.  Voici  pourquoi  : 

Quand  il  s'agit  d'imaginaires,  on  ne  saurait  procéder  avec  trop 
de  précautions,  et  l'on  doit  craindre  de  généraU&er. 

Supposez,  en  effet,  que  partant  de  Tégalité 


dans  laquelle  k  et  A:'  sont  entiers,  on  veuille  élever  les  deux 
membres  à  la  puissance  marquée  par  \/ — 1,  sans  s'inquiéter  du 
sens  attaché  à  cette  dernière  expression. 
Si  Ton  généralise,  mal  à  propos,  la  formule 

(jJ^Y  sa  a"*, 

on  trouve 

e-«**'  =  r«'*', (2) 

et,  en  particulier. 

Ce  résultat  a&^rde,  signalé  par  M.  Vallès  (**),  a  fait  supposer, 
à  cet  honorable  Géomètre,  que  Téquation  d'Euler  serait  inexacte. 
En  réalité,  l'égalité  (2)  provient  d'un  faux  raisonnement,  ou  plu- 
tôt d'une  absence  de  raisonnement. 


I 


n  Voyez  p.  361. 

(**)  NwmOss  Jmudsêy  seconde  série,  t  Vni,  p.  456  et  t.  IX,  p.  20. 
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C  (*).  —  Les  imaginaires  sont-elles  des  quaniUés?  Je  ne  k 
pense  pas. 

i)rdinairementy  on  appelle  quantité,  ce  qui  est  «tuopMe 
d'augmentation  au  de  diminution.  Peut-on  dire  qu^une  inn- 
ginaire  augmente?  peut-on  dire  que  3  +  4K— 1  sorpasK 
2  -f-  ZV —  1?  Évidemment  non.  Ergo, 

Ces  simples  remarques  sont  une  répétition  de  celles  que  f  ai 
faites  fort  souvent.  Mais,  bien  entendu,  cette  façon  de  penser 
n*est  pas  un  théorème  :  elle  est,  tout  au  plus ,  une  opinion  pro- 
bable. 


SUR  LA  QUADRATURE  DES  COURBES  PARABOUQDB. 


(  Commamcation  faite  an  Congrès  de  Reims,  août  1880  ("*).) 


1.  Pour  fixer  les  idées  et  abréger  récriture,  je  considère,  en 
premier  lieu,  une  parabole  du  cinquième  degré,  dont  Téquaiion 
soit 

Si  Ton  suppose  que  les  ordonnées  extrêmes  répondent  i 
X  t=s  Xq,  X  =  x^,  Taire  de  la  courbe  sera 


(*)  Voir  page  387. 

(*')  Ce  petit  travail  a  pour  origines  :  i«  une  communication  dugénénl 
Parmentier,  au  Congrès  de  Montpellier;  3«  une  correspondance  a^ee 
M.  Lucien  Lévy,  professeur  au  Lycée  de  Rennes.  En  cherchant  à  simplifier 
une  formule  trouvée  par  M.  Lévy,  j'ai  rencontré  un  théorème  de  Gauss,  et 
quelques  propositions  que  je  crois  nouvelles. 


—  597  — 
il  s*agit  de  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

A  =  loUo  -*-  hVi  -^  >«yi  -*-  >çy»;    ....   (3) 

\)9  ^19  ^9  ^  étant  des  constantes  inconnues 9  et  y^»  yi  y  ^29  Vs 
des  ordonnées  arbitraires^  répondant  à  des  abscisses  convenable^ 
ment  choisies  (*) 

« 

9.  Si  Ton  fait 

ea^^faf=Xj (4) 

on  a,  par  la  formule  d*interpolation  de  Lagrange  : 

a  -*-  6x  -♦-  ex'  H-  dx'  = 

V 

F(x)  P{i) 


(«-a;,)F'(x,)      ^'        "  {*  -  Xi)F'(xt)    ).     .    (5) 

-"  ^'- ^^x  -  x.)F'(xJ  ^^'- ^>(x - «.)F(..) ' 
en  supposant 

F(x)e=>(x  —  X6)(X  —  Xi)(X  —  X,)(X— Xj).      .       .      (6) 

S.  D'après  les  formules  (2),  (3),  (5),  les  valeurs  des  constantes 
sont  : 


te— XilF'fx.r     *'°°°°y      (x  — 


F(x)(ix 


(«-Xé)P(x^  »/      (x-x,)F(x,)     ^ 


/'.      F(x)<fa  _     /".      F(x)dx 

(x  —  XtW{xt)       *'~y      {x-x,)F' 


(a;.) 


En  outre,  la  fonction  F(x)  doit  satisfaire  à  la  condition  : 


rv X,F(x) X.F(x) X,F(x) 

J     L     (x— x,)F'{x.)      (x-x,)F'(x,)      (X  — x,)r(x,: 


XJ(x) 


'■    (S) 


(x — x,)r  (X,) 


^x»] 


ex*  +  /x*  I  dx  B=a  0. 


(*)  Problème  résolu  par  Gauss. 


—  398  — 

4.  Celle»ei  sera  Yériâée  si,  duis  le  premier  nenbre,  les  tté- 
Aeïeata  de  e  elde  f  soqt  nuls.  Le  coefficient  de  e  est 

J     L        («-«.)F(«,)  •      («-.0F'(«0  * 

ou,  simplement,  à  cause  de  la  formule  (6)  : 

/'*F{x)dx. 
De  même,  le  ooeflBcient  de  fest 

/••{x-«)F(ar)iIx, 

a  étant  ane  quantité  dont  il  est  inutile  d*écrîre  la  valeur. 

5.  Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sar 
les  limites  Xq,  Xg.  Afin  d'obtenir  des  résultats  et  des  règles 
simples,  nous  supposerons,  désormais, 

La  formule  (6)  devient 

F(x)a«(ac«-.i)(x  — «,)(«  — xj;    ....   (9) 
et,  en  vertu  de  ce  qui  précède  : 


vH  ^-H 


/   F(x)(fa:  — 0,    f  {x  —  a)V{x)dx.     -    .    .    (iO| 
Il  est  visible  que  ces  deux  conditions  seront  remplies  si  Tod 


(*)  Ceci  n'tltère,  en  rien,  la  généralité  des  résultats;  car  on  part  toajoon 
prendre,  pour  unité,  la  moitié  de  la  distance  comprise  entre  lei  ofdoiiiiéei 
extrêmes. 


—  5W  — 
prend 


F(x)-A[(a«-i)7', (Il) 

k  étant  un  coefficient  convenable  (*). 
En  effectuant  et  identifiant,  on  trouve  : 

i 

(X  — X|)(«  — X,)a*x"—  -» 

i  i 

9.  Les  formules  (7)  deviennent  d'abord,  à  cause  dexjc-i — Xi  : 


)F'(««) 


/^        F(x)dx  _    /•+* F(xyx 

^*"'y       (x  +  x,)F'(-x.)'    ^•■"c/      (x-l)F(+l) 


Il  résulte,  de  celles-ci  : 

En  effet,  F(x)e8t  une  fonction  fxùre,  et  F'(x)  une  fonction 
impaire.  Par  conséquent,  si  l'on  change  x  en  —  x,  dans  la  valeur 
de  As,  on  a 

/**  F(x)(fa; 

_      (-._i)x-P(-«)"*- 

De  même  pour  X|  et  ^2* 


(•)  E»  général. 

Not  polyn^met,  ]rf«u  simples  que  ceux  de  Gtuss,  dépendent  des  fone- 
tiona  Xn  :  à  un  facteur  près, 

(**)  Cette  propriété  est  généraîe. 


—  400  — 
Coiuéqueaunent, 

A— i,(y, -t-y.)-»- i,{y,  H-yJ («) 

T.  On  a 

F(«)  -  (x« -!)(««- i)  =  «*- lac»  +  i, 


x  +  l  5         5'   X  — X,  V/5  t/S 


Donc 


P(-l)— î.    fW-ïp, 


,._»r(._._i..!)*.-. 


-1 


Pour  la  parabole  du  cinquième  degré,  la  formule  de  quadra- 
ture est  donc,  finalement, 

A  =  i(ya  +  y.)-Hf{yt4-y.)n (15) 

S.  Diaprés  les  formules  (5)  et  (8)^  si  Ton  Aiit 

Y,     ^         g(»)         .  ^         ^C)         .  ^         gW 
**(x-x,)F'(xé)     **(x-«.)F'(x.)      ^'(x-xOrW 

•^y^x-x.mx.)""-*-^^-*-^'^-*-^' 

cette  équation  représente  la  parabole  déterminée  par  les  quatre 
points  ayant  pour  coordonnées  Xo,  y^  ;  Xf  ,yi  ;  Xi,  y^i  ;  oc^  yg.  L'aiie 


(')  On  ne  doit  pas  ooblier  qae 


—  4(M  — 

de  cette  parabole  est 

/•■*■* 
A' — ^   Yd«  «  Aoyo  •♦•  KHi  -*-  >nyf  -4-  >^ys= A. 

Et  comme  la  méthode  est  générale,  on  a  ce  théorème  cm^ieux, 
âont  j*ai  donné,  en  1857  (*),  un  cas  particulier  : 

Toutes  les  paraboks  du  degré  2n  —  1,  giM  passent  par 
n  +  1  points  convenablement  choisis,  sont  équivalentes  à  la  paror 
bole,  du  degré  n,  déterminée  par  cesn  -h  i  points  (**). 

•.  Applkaiions.  l^  Soit 
et,  pi^r  conséquent. 


ou 

15 
Faisant 

on  trouve 

■  „  71         36  71         56 

yt— -«,   yi«7,    yi*»  — -— :,    yi=  — 


*^      251/5*  35      251/5 

puis,  par  l'application  de  la  formule  (13)  : 

I  6       71      86 

6^  ^      6        15      15 

comme  d-dessus. 


(*)  Nouvelles  ÀnnaUi  de  Mathématiques,  t  XVI,  p.  3iS;  Manuel  des  Cou» 
didats  à  VÉeole  polytechnique ,  U II,  p.  29B. 

(**)  Dans  sa  ^ommunlcatioD  aa  Congrès  de  Montpellier,  M.  le  général  Par- 
mentier  semble  croire  que  le  théorème  est  yrai,  sealemeni,  pour  la  parabole 
du  trolsièmo  d^gré. 

VI.  26 


—  40t  — 


^         2-4-X 


On  a 


1                  1/5  v/î^ 

»•«♦,   yt  — ?»   yt=-— = »   Vt 


puis»  par  la  formule  (13)  : 

La  valeur  eoMcte  est 

A  =  1.3»i,0986.... 

L*erreur  résultant  de  la  formule  est  done,  seulement,  0,0008. 

E.  Catauui. 

P.  S.  —  Dans  le  cas  général ,  la  méthode  précédente  proine 
que  certains  déterminanis  sont  nuls.  Nous  reviendrons,  peut- 
être,  sur  cette  question  intéressante. 


THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE 
d«8  courbai  anallaermatiiiiasv  sections  pianos  4o  la  Cjdido; 

par  H.  UODIÈRK,  ancien  officier  d'Artillerie  (Alger). 
{Smtê,  TOir  U  ?I,  p.  S6I.) 


DB   LA  CTCUDS. 


Considérons  trois  cercles  1 ,  9,  3,  situés  dans  un  même  pin, 
comme  les  équateurs  de  trois  sphères  M.  On  nomme  cycUe 
Tenveloppe  de  la  sphère  N,  variable  de  grandeur  et  de  position, 
qui  reste  coastamment  tangente  aux  trois  sphères  direcuioes  H. 

Soit  2  Tun  des  axes  de  similitude  des  trois  fieides  :  m 


I 


1^ 


—  405  — 

qull  est  axe  radical  de  deux  cercles  tangents  aux  trois  proposés^ 
pour  lesquels  les  positions  respectives  des  courbures  sont  à  la  fois 
renversées  pour  les  trois  contacts;  les  quatre  axes  de  similitude 
correspondent  aux  quatre  combinaisons  de  deux  cercles,  tangents 
aux  trois  proposés,  accouplés  de  cette  manière.  La  cyclide  se 
décomposera,  d*elle-méme,  en  quatre  nappes  correspondant  aux 
quatre  axes  de  similitude  des  trois  sphères ,  ou  de  leurs  équa- 
leurs,  pour  lesquelles  la  sphère  enveloppée  a  une  position  sem- 
blable à  celle  du  cercle  tritangent.  Dans  cette  étude,  on  consi- 
dérera à  part  Tune  de  ces  nappes,  quelconque  d*ailleurs. 

Observons  tout  d  abord  que,  deux  sphères  infiniment  voisines 
se  eoupant  suivant  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
la  ligne  de  leurs  centres,  la  ligne  de  contact  d'une  sphère,  avec  la 
cyclide  qui  Tenveloppe,  sera  le  cercle  des  trois  points  de  contact 
i9ti ,  fil) ,  9113  sur  les  trois  sphères  fixes.  Les  trois  côtés  du  triangle 
m^m^ms,  passent  respectivement  par  les  centres  correspond 
dants  de  similitude  2 ,  charnière  (*)  des  méridiens  de  la  cyclide, 
lignes  de  contact  des  enveloppées  successives.  Le  plan  P  de  con- 
tact coupe  les  sphères  1 ,  2,  3  suivant  trois  cercles  tangents  aux 
cercles  mi,  ms,  ms,  et  ayant  entre  eux  les  mêmes  centres  ^s,  <o 
$2  de  similitude,  que  les  trois  sphères  directrices. 

Considérons  Taxe  radical  n  des  trois  sphères  M,  perpendicu- 
laire au  plan  des  équateurs,  et  sa  projection  ir  sur  Taxe  de  simi- 
litude 2.  Le  point  a>,  où  le  coupe  le  plan  P,  est  centre  radical  des 
trois  cercles,  de  sections  c^i ,  c^ ,  c^ .  Or,  les  deux  cercles  tangents 
aux  trois  sphères ,  menés  dans  ce  plan ,  ont  S  pour  axe  radical 
commun  avec  le  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  c.  Le  milieu 
de  la  corde  interceptée  sur  2  est  donc  fixe  en  7;;  et  comme  d'ail- 
leurs les  deux  points  |x  (réels  ou  imaginaires)  d'intersection 
sont  réciproques,  par  rapport  aux  points  fixes  s^,  8^9  «g,  avec  les 
puissances  composées  de  ces  points,  relativement  aux  deux  sphères 


(*}  En  1849,  j'ai  entendu  un  Examinateur  s'écrier,  à  propos  du  mot 
charnière  :  «  Hé,  Monsieur!  laissez  donc  ces  expressions  empruntées  au 
9  vocabulaire  de  Février!  »  (E.  C.) 


—  4M  — 

directrices  dont  ils  sont  centres  de  perspective,  ils  sont  fiscs.  Les 
cercles  tritangents,  génératrices  planes  de  la  cyclide,  ont  done 
tous  1  pour  axe  radical  commun;  et  il  en  est  de  même  des 
sphères  N  enveloppées.  Le  lieu  du  centre  de  ces  dernières  esc, 
par  conséquent,  situé  dans  le  plan  ûk^  perpendiculaire  à  Taxe  2, 
et  sera  plan  principal  de  symétrie  de  la  cydide,  de  même  que 
le  plan  des  équateurs  des  sphères  H. 

Soient  maintenant  trois  sphèresN,  et  deux  (1,3)  des  sphères  M. 
Les  deux  plans  de  contact  de  chacune  de  cellesH^i,  sur  les  trois 
premières,  se  coupent  suivant  une  droite  qui  doit  à  la  fois»  ainsi 
qu*on  vient  de  le  voir,  rencontrer  les  deux  sphères  M,  aux  mêmes 
points,  et  être  Taxe  de  similitude  des  trois  sphères  N.  La  cbai^ 
nière  des  plans  de  contact  est  donc  Tintersection  du  plan  radiesl 
des  deux  sphères  M  avec  le  plan  des  trois  centres  des  sphères  N, 
perpendiculaire  à  1  suivant  irû,  c'est-à-dire  Taxe  radical  des 
sphères  directrices  M.  Par  suite,  le  point  de  contact  de  la  sphère 
variable  N,  sur  Tune  quelconque  des  sphères  directrices  M,  se 
meut  sur  un  cercle  de  celle-ci  (*),  passant  par  Taxe  radical  des 
trois  sphères  directrices. 

Soit,  dès  lors,  considérée  une  sphère  quelconque  M%  tangente 
à  trois  sphères  N.  Le  plan  de  contact  passera  par  Taxe  n;  la 
centres  de  similitude,  avec  1>  3»  3,  seront  sur  2;  les  trois  droiies 
qui.  unissent  le  point  m,  de  contact  de  la  sphère  H',  sar  Tune  des 
sphères  N,  aux  trois  points  où  la  même  sphère  N  touche  les  croîs 
directrices  M,  sont  donc  dans  un  plan  passant  par  Taxe  de  simiK- 
tude  £  de  toutes  les  sphères  (M)  et  par  le  point  de  contact  de  If 
sur  N.  Ce  point  de  contact  m  est  donc  situé  sur  le  cercle  de 
contact  de  la  sphère  N  et  de  la  cyclide.  Il  en  résulte  que  la  sphère 
M'  est  enveloppée,  comme  les  sphères  M,  suivant  des  eerdes 
passant  par  deux  points  communs  i  toutes,  situés  sur  a. 

On  peut, dès  lors^considérer  la  cyclide  comme  Ten veloppe  d^one 
sphère  mobile  du  système  M,  roulant,  en  variant  de  dimenskMis, 
sur  trois  sphères  N  fixes.  Les  sphères  directrices,  et  les  spbères 


(*)  Théorème  de  Dupuis.  Voir  Théorèmes  et  ProbUmei,  6«  édit,  p.  4^4. 
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enveloppées^  forment  deux  systèmes  absolument  réciproques. 

Les  deux  cercles  orthogonaux  à  toutes  les  sphères»  de  Tun  ou 
de  l'autre  système,  sont  dans  deux  plans  perpendiculaires.  Si  Ton 
rabat  Tun  d'eux  sur  le  plan  de  l'autre,  autour  de  la  droite  d'inter- 
section,  ils  se  couperont  à  angle  droit,  en  un  point  qui  se  projette 
sur  le  centre  I  de  similitude  commun  aux  deux  couples  de  sec- 
tions principales,  de  nom  contraire  à  celui  que  représente,  pour 
un  couple,  le  pied  de  Taxe  radical  de  Tautre. 

Les  circonférences  de  contact  de  Tun  et  l'autre  système  d'enve- 
loppées sont  lignes  de  courbure  de  la  surface  ;  et,  par  suite,  trajec- 
toires orthogonales  les  unes  des  autres;  cette  dernière  circonstance 
saute  d'ailleurs  aux  yeux,  puisque  leurs  tangentes  sont  les  inter- 
sections du  plan  tangent  commun  &  la  surface  et  aux  deux 
sphères,  enveloppées  par  les  plans  des  sections  méridiennes,  qui 
sont,  d'autre  part,  menés  par  le  point  m  et  les  droites  2  et  n^  sur 
lesquelles  se  trouvent  les  sonmiets  des  cônes  circonscrits  aux 
enveloppées  suivant  les  méridiens  :  la  tangente  à  un  méridien  est 
i^  donc  génératrice  du  cône  de  révolution  dont  l'autre  est  la  base, 

et  par  suite  normale  à  celle-ci. 

LIEU  DES  GEirniES  DBS  SPHÈRES  ENVELOPPÉES. 

L'instersection  de  la  surface,  par  l'un  quelconque  de  ses  plans 
principaux,  se  compose  de  deux  cercles,  méridiens  de  deux 
sphères  du  système  dont  l'équateur  est  dans  le  plan  principal 
perpendiculaire.  Les  équaieurs  des  sphères  du  second  système 
seront, évidemment,  les  cercles  tangents  à  la  fois  à  l'un  et  à  l'autre, 
et  par  conséquent  le  centre  décrit  la  contgtie,  lieu  des  points  éga^ 
lement  distants  des  deux  cercles,  dont  les  centres  lui  servent  de 
foyers.  Le  cercle  bissecteur  des  deux  cercles,  ayant  son  centre  en 
leur  centre  de  similitude,  et  axe  radical  commun  avec  eux,  sera 
le  cercle  orthogonal  commun  à  toutes  les  sphères  enveloppées  du 
système  tangent  aux  cercles  du  plan  considéré  (*). 


{*)  On  peut  arriver  plus  immédiatement  à  définir  la  cyclide  eomme  enve^ 
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La  surface  est  anùttagmatique ,  et  se  reproduit  elle-même,  par 
rapport  à  toute  sphère  d^inversion  ayant  son  centre  sur  Tun  des 
axes  radicaux  communs  à  toutes  les  enveloppées,  et  aux  généra- 
trices circulaires  d*un  même  système,  axe  de  similitude  commua 
à  toutes  les  sphères  enveloppées  (ou  directrices)  et  à  toutes  les 
génératrices  circulaires  de  Tautre  système;  le  carré  du  ray^n,réel 
ou  imaginaire^  de  cette  sphère  syant  pour  valeur  R*  =  cP  -^  v'; 
en  désignant  par  d  la  distance  du  centre  d'inversion  au  plan 
principal  extérieur,  et  par  u^  la  puissance  de  sa  projection  sur 
celui-ci  par  rapport  aux  sphères  enveloppées  dont  les  centres 
sont  dans  ce  plan  principal. 

Si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  quelconque,  la  sectioo 
sera  Tenveloppe  des  cercles  tracés  siu*  le  plan  des  sphères  enve- 
loppées. Ces  cercles  ont  pour  centres  les  divers  points  de  b 
conique,  projection,  sur  le  plan  de  la  conique,  Ueu  des  centres  An 
système  correspondant  de  sphères  enveloppées,  et  ont  tous  pour 
puissance  cP  -h  u\  par  rapport  au  point  «d,  trace  de  Taxe  perpen- 
diculaire au  plan  de  cette  dernière  conique.  Il  en  est  de  même 
du  point  or,  intersection  de  Tautt^e  axe,  par  rapport  aux  cerdes 
doublement  tangents  &  la  courbe  dont  les  centres  décrivent  b 
conique,  projection  du  lieu  des  centres  du  second  système  de 
sphères  enveloppées,  et  dont  la  puissance  commune,  par  rapjNirt 
à  (T,  est  d'^  -H  u'^  ;  d'^  et  u'^  désignant  les  quantités  analogues  à 
d'  et  u^.  (La  fin  procAoïnemenl.) 


loppe  de  gphères  orthogonales  à  un  cercle  fixe  et  dont  le  centre  décrit  une 
conique  dans  le  plan  de  celui-ci,  en  observant  que  la  sphère  S',  tangente 
à  deux  sphères  S^,  S,,  est  orthogonale  à  la  sphère  bissectrice,  ayant  son 
centre  en  leur  centre  I,  de  similitude,  et  plan  radical  commun.  Si  S' est,  en 
outre,  tangente  à  Sg,  ayant  I,  pour  centre  de  similitude  avec  S,,  die  est 
orthogonale,  en  même  temps,  à  la  sphère  analogue,  dont  lé  centK  est  I.;  cl, 
par  conséquent,  orthogonale.au  cercle  d'iriterseetion  des  deux  chères  I,,  f,; 
son  centre  est  sur  la  conique  suivant  laquelle  le  plan  de  ce  cerde  coupe  te 
surface  du  second  ordre,  de  révolution,  dont  les  points  sont  à  égale  distanee 
de  deux  des  sphères,  ayant  leurs  centres  pour  foyers. 
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VAftIÉTÉS. 


SUS  VSS  USTTBB8  1»  SOPHIE  fiERMAIHA  «AUS^ 

I 

PUBLIÉ^  PAR  B.  BONGOMPAGNI. 


•  '  ■  '  ■       •  - . 

M.  Ernest  Sehering  a  publié»  dans  les  Nachrichten  de  Gop^ 
tinguCi  du  23  juin  1880,  pp.  367-369,  la  Notice  suivante  su^  le^ 
lettres  de  la  célèbre  mathématicienne  française  :  «  Le  prinae  Bal- 
tbasar  Boncompagni  vient  de  faire,  de  nouvea^>  un  précieux 
cadeau  à  la  Société  des  sciences,  en  lui  présentant  les  cinq  pre- 
mières lettres  de  Sophie  Germain  h  Gauss,  dont  il  a. récemment 
publié  une  éditipn  photographique,  avec  sa  libéralité  ordinaire. 
Ces  lettres  offrent  un  grand  intérêt,  non-seulement  au  poinl 
de  vue  de  la  biographie  de  Sophie  Germain»  cette  dame  si 
remarquablement  douée  comme  mathématicienne,  mais  aussi 
pour  Thistoire  des  idées  de  Gauss,  dont  les  réponses  ont  été 
retrouvées  et  sont  maintenant  publiées. 

Les  brouillons  des  deux  premières  lettres  de  Sophie  Germain 
sont  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris  (fonds  français,  n®  91 18), 
comme  M.  de  Courcel  Ta  communiqué  au  prince  Boncompagni, 
et  ils  ont  été  imprimés  dans  les  Œuvreê  philosophiques  de  Sophie 
Germain,  publiées  par  H"»  Stupuy  (Paris,  1879,  pp.  298-302, 
308-311).  Dans  le  même  ouvrage  se  trouvent  aussi  trois  lettres 
de  Gauss  à  Sophie  Germain,  dont  les  originaux  sont  à  lé  Biblio- 
thèque nationale  (fonds  français,  n''9118).  M.  Aristide  Marre,  en 
1879,  les  y  a.  examinées,  à  la  demande  du  prince  Boncompagni, 
pour  rectifier  une  erreur  qui  se  trouve  dans  le  livre  de  H^  Stupuy. 

La  lettre  de  Gauss  à  Sophie  Germain,  la  plus  importante  de 
leur  correspondance,  au  point  dé  vue  scientifique  et  hisioriqué. 
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appartient  maintenant  au  prince  Bonoompagni.  H  en  a  fait  dire 
une  reproduction  photographique,  et  j*ai  eu  l^honneur  d'en 
offirir,  en  son  nom,  un  exemplaire  à  la  Société  des  sciences.  L'ori- 
ginal a  fait  partie,  autrefois,  de  la  collection  d'autographes  de 
Libri  ;  puis  il  est  venu  entre  les  mains  de  Tonunasino  Mon- 
tanari,  ingénieur  à  Milan,  à  qui  le  prince  Boncompagoi  h 
acheté.  Grèce  à  sa  libéralité  et  à  son  dévouement  à  la  science, 
cette  lettre  est,  non-seulement  sauvée  de  la  destruction,  mais 
accessible  à  tous  les  géomètres.  A  elle  seule,  d'ailleurs,  eik 
témoigne  si  hautement  en  faveur  des  connaissances  mathé- 
matiques de  Sophie  Germain,  qu'elle  suffit  pour  justifier  le 
projet  de  la  ville  de  Paris,  dont  nous  avons  eu  connaissance  pv 
M.  Aristide  Marre,  de  placer  la  statue  de  cette  savante ,  pans 
celles  des  hommes  illustres  de  la  France,  qui  doivent  orner  11 
façade  du  nouvel  hôtel  de  ville  de  Paris.  > 

M.  Boncompagni  a  lui-même  fait  paraître  une  petite  aaâoe 
sur  ses  diverses  publications  photographiques,  dans  le  con^ià- 
rendu  de  la  séance  du  30  juin  1880,  de  l'Académie  poolifBÉfe 
des  Nuovi  Lincei.  M.  Gilberto  Govi  a  donné  une  analyse  wm^ 
maire  de  ces  divers  documents,  principalement  des  lettraTiie 
Lagrange,  dans  les  comptes  rendus  de  l'Académie  royale  et 
Naples,  juin  1880  C).  (P.  M.) 


CORRESPONDAHCE. 


Exirait  d'une  lettre  de  M.  Neuberg.  —  «  Votre  propriété  de 
la  tractrice  polaire  est  très-curieuse  et  me  parait  nouvelle.  En 


(*)  Voir  aussi  Tartiele  intitulé  :  il  earteggio  di  Sofia  Germain  e  CmrU 
Federko  Gmus.  Nota  di  A.GBiioGcn  (extrait  du  compte  rendu  de  la  séum 
du  SO  juin,  de  l*Acadéniie  de  Turin). 


cherchsnf  i  la  démontrer  par  la  Géométrie^  j'ai  trouvé  deux 
autres  tbéorèmes,  qui  n'ont  pas  encore  été  remarqués:  La  Noie 
suivante,  rédigée  à  cette  occasion,  pourrait  intéresser  les  lecteurs 
de  la  N.  C.  M. 

l,  La  figure  inverte  d'une  développante  de  carde  ADM,  fe  pôl» 

d'iwoeriUm  étanl  au  antre  0  du  cercle  directeur  AB'B  de  cette 

ligne,  eit  une  tractrice  polaire.  (Catalan.) 

Soient  MB,  MM'  la  normale  et  la  tangente  au  point  H  de  la 

développante.  Menons  BN 

perpendiculaire  à  OM,  et 

construisons  le  recungle 

ONBP;  nous  aurons 

ïiB*  =  OM.ON, 

Par  conséquent,  le  point 
N  décrit  une  ligne  inverse 
de  la  développante,  et  la 
tangeiite  à  cette  ligne  est 
NP  (*).  Mai8NP  =  0B; 
donc  le  lieu  de  N  est  une 
tractrice  polaire. 

Remarque.  —  Prenons 
AC=aOA,  et  traçons  la 
tangente  CDb^OA.  Le  cercle  osculateur,  au  pointD  de  la  déve- 
loppante, passe  au  pAle  d'inversion;  par  suite,  la  projection  de  C 
sur  OD  est  un  point  d'inflexion  de  la  tractrice  (**). 


{*)  Let  tangenteê,  en  deux  points  eoirrapondants  de  deux  flgam  invertM, 
font  du  angles  ^nz  avec  la  droite  qni  joint  ces  pointa. 

(")  Leieereles  osenlatenrs,  en  deux  pointa  eorrespondanb  de  deux  fijnrei 
inverses,  sont  agilement  des  lignes  inverses  par  rapport  au  mémo  pAle  dln- 
versiob.  Lorsque  l'on  d'eux  paine  par  le  pAIe,  l'antre  estTeaapla«é  par  nus 
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II.  La  pôdaire  du  centre  d^tmcerek^piar  rapport  à  Pnmii  m 
développantes,  est  une  spirak  d'Ârchimède  (*). 

Car,  si  Ton  mène  OM',  OA',  respectivement  peqpendientaim 
à  MM^  OA,  on  aura 

OM'  s==  BM  —  arc  AB  =  arc  A'B'. 

Remarque.  D'après  une  propriété  des  podaires,  la  normale,  ta 
point  M* 9  passe  au  milieu  de  OM  ;  donc  la  sous-normale,  qiri 
est  OB,  est  constante;  résu)tat  connu. 

III.  La  transformée,  par  polairee  réciproques,  d^mie  àèetètf^ 
pante  de  cercle,  est  une  spirak  hyperbolique* 

Soit  N'  le  point  d'intersection  de  BN  et  OST  :BN  est  la  polaiie 
de  M,  et  N'  est  le  pôle  de  MM'.  Comme  ON'.OH'-^ÔP.h 
polaire  réciproque  de  ACM  est  une  ligne  inverse  d^une  spirak 
d'Archimède»  c'est-à-dire  une  spirale  hyperbolique. 

Remarque.  La  tangente  à  eette  courbe  étant  N'B,  on  retraore 

ce  théorème  :  la  sous*tangente  est  constante. 


IV.  La  podaire  du  pôk  d'une  spirale  hyperbolique  est 
tractrice  polaire. 

Cette  proposition,  qui  réaulte,  immédiatement,  de  ee  qui  pié- 
cède,  peut  être  démontrée  directement.  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  De  Tilly.  —  «  Ainsi  que  j*ai  ea 
rhonneur  de  vous  le  dire  il  y  a  quelque  temps,  j'ai  introdiit, 
dans  mon  Exposition  de  la  théorie  des  erreurs,  dont  j^espère 
publier  un  jour  une  édition  revue,  corrigée  et  augmentée,  le 


(*)  Théorème  connu.  Voir,  ptr  exemple,  le  TtaUé  de  Ghmébrie 
tive,  par  la  GouaiiiBU,  article  990* 
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théorème  nouveau  et  important,  selon  moi/  que  vous  avez  fait 
Gonnaitre  dans  le  tome  XLIII  des  Mémoires  de  F  Académie,  rela* 
dvement  à  la  règle  des  moindres  carrés,  et  que  j'énonce  en  ces 
termes  : 

Lorsque  l'on  a  un  système  d'éqtuitions  linéaires  en  x,  y,  z,...,. 
et  que,  entre  ces  équations,  combinées  deux  à  deux  de  toutes  les 
manières  possibles,  on  élimine  x;  les^  valeurs  des  autres  inconnues 
y,  z, ....,  obteni^s  par  la  règle  des  moindres  carrés,  restent  les 
mêmes,  pour  le  système  résultant  et  pour  le  système  primitif. 

C'est,  je  pense,  le  premier  exemple  connu  de  transformations 
analytiques  que  Ton  puisse  exécuter  sur  des  équations  aux- 
quelles on  veut  appliquer  la  méthode  des  moindres  carrés,  sans 
altérer  les  résultats.  La  généralité  de  ce  théorème,  appliqué  par 
vous,  non-seulement  à  des  équations  en  nombre  supérieur  à  celui 
des  inconnues,  mais  à  tous  les  cas  possibles,  a  appelé  mon  atten- 
tion sur  un  fait,  assez  évident  par  lui-même,  mais  auquel  je 
n'avais,  pour  ma  part,  jamais  songé  :  c'est  que  la  méthode  des 
moindres  carrés  peut  servir  à  la  résolution  (approchée)  des  équa* 
tions  incompatibles  entre  elles,  quel  que  soit  le  motif  de  cette 
incompatibilité.  Ordinairement,  on  se  borne  à  considérer  le  cas 
où  les  équations  sont  plus  nombreuses  que  les  inconnues  ;  mais 
l'autre  cas  donne  lieu  à  une  remarque  importante. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  les  deux  équations 

2x  -i^  4y  ses  5  ; 

la  règle  des  moindres  carrés,  appliquée  comme  à  l'ordinaire, 
donne  les  résultantes 

bx  •¥•  lOy  «a  13 , 

2(S«-4-10y)««26, 

lesquelles  rentrent  l'une  dans  l'autre.  On  serait  arrivé  à  la  pre- 
mière d'entre  d'elles  en  considérant  x  +  2y  comme  une  variable 
unique.  Ainsi  donc,  si  Ton  considère  a;^-2y  comme  l'inconnue, 
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les  équations  données  sont  en  nombre  supérieur  à  odm  des 
inconnues,  et  la  r^le  des  moindres  carrés  les  résout  oomplëfr- 
ment.  Si,  au  contraire,  on  persiste  à  considérer  x  et  jf  eonmie 
les  inconnues,  leurs  valeurs  restent  indéterminées,  parce  que  h 
équoHans  domnées  le  sont  nécessairement  ettes-^mémesy  après  (pe 
Ton  a  fait,  aux  seconds  membres,  les  corrections  nécessaires  p(Hir 
rendre  ces  équations  compatibles  entre  elles. 

Yèici  maintenant  pourquoi  j^attache  une  certaine  importaoïtt 
à  cette  remarque. 

Dans  mon  Exposition  de  la  théorie  des  erreurs^  j'arri?e,  par 
deux  méthodes  différentes,  à  la  règle  des  moindres  carrés. 

L*une  consiste  dans  Temploi  de  la  forme  normale,  trouvée  pv 
Gauss,  de  la  probabilité  des  erreurs.  Les  avantages  et  les  ioeoo- 
vénients  de  cette  méthode  sont  connus. 

L'autre,  plus  accessible  à  certains  esprits,  se  résume  en  quel- 
ques mots  : 

<  Ne  pouvant  annuler  simultanément  les  corrections  i  appor 
ter  aux  seconds  membres,  pour  rendre  les  équations  compatibles 
entre  elles,  ni  même  rendre  simultanément  ces  corrections  ks 
plus  petites  possibles,  puisque  la  diminution  des  unes  fera,  eo 
général,  augmenter  les  autres,  on  est  amené  à  rendre  mmtma 
une  certaine  fonction  de  ces  corrections.  La  fonction  à  rendre 
minima  doit  :  1®  être  symétrique,  c*est-à-dire  composée,  de  b 
même  manière,  des  différentes  erreurs  ou  corrections,  pubque 
toutes  les  équations  données  sont  supposées  également  dignes 
de  confiance;  2^  s'accorder  avec  le  principe  de  la  moyenne; 
3*  déterminer  complètement  les  résultats.  • 

D'après  cela,  on  trouve  aisément  que  la  fonction  la  plus  simple, 
qui  réponde  aux  trois  conditions,  est  la  somme  des  carres  des 
corrections. 

Mais  les  trois  conditions  ne  sont  pas  remplies  de  même.  Les 
deux  premières  le  sont  d'une  manière  absolue.  La  troisième  ne  se 
vérifie  qu'en  général,  et  comporte  des  exceptions.  Nous  en  avons 
rencontré  une ,  naturelle  et  évidente,  dans  les  lignes  qui  prérà- 
dent.  Il  en  existe,  au  moins,  une  seconde. 

En  effet,  supposons  que  les  deux  premières  équations  domiées 


-as- 
soient U|a=sO,  ti2"»0y  et  que  deux  des  variables  contenues  dans  ti| 
et  u^9  par  exemple  x  et  y,  ne  se  rencontrent  plus,  dans  les  équa- 
tions suivantes,  que  par  Tintermédiaire  de  l'expression  tij+ti|; 
il  est  clair  que  la  règle  des  moindres  carrés  ne  pourra  détermi- 
ner séparément  x  et  y,  mais  seulement  une  relation  entre  ^ces 
deux  inconnues . 

Il  serait  peut-être  intéressant  d'examiner  s'il  existe  encore 
d'autres  exceptions,  et  si  toutes  peuvent  être  comprises  dans  un 
énoncé  unique.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  reste  certain  que  la  condi- 
tion 3"*  est  généralement  remplie^  et  que  toute  fonction,  autre  que 
la  somme  des  carrés  des  erreurs,  donnerait  lieu  aussi  à  des  cas 
exceptionnels,  notamment  aux  deux  cas  signalés  plus  haut. 

Un  mot,  pour  finir,  sur  une  question  déjà  un  peu  ancienne, 
mais  dont  je  n'ai  plus  eu  le  temps  de  m'occuper.  M.  le  général 
de  Coatpont  dit  {N.  C.  itf.,  janvier-février  1880,  p.  35),  à  propos 
de  mon  article,  inséré  dans  le  numéro  de  décembre  1879  : 

«  Après  avoir  défini  la  règle  spéciale  employée,  a-t-on  besoin 
d'une  concession  spéciale  pour  être  en  droit  d'inscrire  la  règle 
entre  deux  points?  Je  ne  le  crois  pas,  etc.  » 

Je  tiens  à  reconnaître  explicitement  que  M.  de  Coatpont  a  par- 
faitement raison.  J'ai  voulu  dire  seulement  que,  pour  la  règle 
ordinaire,  si  on  lui  enlève  cette  propriété  c  que  l'on  peut  faire 
passer  son  arête  par  deux  points  »,  il  ne  reste  plus  rien;  cette 
propriété  est  unique  et  essentielle.  Pour  la  règle  de  M.  de  Coat- 
pont, au  contraire,  la  propriété  correspondante  n'a  pas  le  même 
caractère;  car  si  on  la  supprime,  ou  si  Ton  s'abstient  volontaire- 
ment de  s'en  servir,  on  peut  encore  résoudre  les  neuf  premiers 
problèmes  dont  il  s'agit  dans  mon  article  cité.  On  n'est  arrêté 
qu*au  Problème  10.  » 

Autre  lettre  de  M.  de  Tilly  (*).  —  c  II  m'a  toujours  semblé 
que  la  cause  principale  des  difiicultés  apparentes  (**)  de  la 


(*)  A  propos  d*uDe  publication  de  H.  Laquière,  intitulée  :  Notion»  Hémen- 
imrti  de  calcul  des  probabilités. 

{*')  Ne  sont-elles  pas  réelle»,  plutôt  qa^apparentee?  (E.  €.) 
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théorie  des  erreurs  (dans  la  méthode  de  Hansen ,  suivie  pir 
M.  Laquière),  consiste  en  ce  que  Ton  veut  traiter  simuItaDénKBt 
(au  lieu  de  les  séparer)  deux  questions,  dont  Tune  est  purement 
analytique^  tandis  que  i^autre  est,  si  je  puis  m'exprîmer  ainsi, 
affaire  de  senHmmt,  Voici  ces  deux  questions. 

I.  Question  purekent  analytique.  D'une  urne,  renfemumî  n 
nombre  illimité  de  btmles,  dont  la  moitié  portent  Pifiscriftifm 
(•+-dx),  et  l'autre  moitié  Pinscription  ( — dx),  on  tire  m  bouks;  et 
Von  demande  la  probabilité  que  la  somfne  algébrique  des  boéa 
tirées  soit  égale  à  x.  Que  devient  cette  probabilité  quand  met-^ 
augmentent  indéfiniment? 

II.  Question  de  pur  sentiment.  17fie  observation  ou  une  expé- 
rience quelconqw  peut-elle  être  (josimilée  au  tirage  dont  il  t^agit 
au  Problème  I,  la  somme  algébrique  x  devenant  Ferreur  commia 
dans  cette  expérience^  le  nombre  m  des  tirages  devenant  le  nouAre 
des  ERREURS  élémentaires  dont  l'ensemble  est  censé  composer  fer- 
reur totale,  et  l'inscription  (+dx)  ou  ( — dx)  constituant  l*erreci 
élémentaire,  indifféremment  positive  ou  négative?  » 

«  A  cette  question  (*)  je  n*hésite  pas  à  répondre  négaHei' 
ment,  pour  les  raisons  que  j'ai  déjà  données  dans  le  tome  I  de 
la  N.  C.  M.,  en  ces  termes  : 

c  Lorsque,  d'une  urne,  renfermant  un  nombre  infini  de  boules, 
»  dont  la  moitié  sont  blanches  et  Tautre  moitié  noires,  on  tire, 
»  par  exemple,  vingt  boules  blanches,  il  y  a  encore  la  même 
•  probabilité  pour  que  la  boule  suivante  soit  blanche  ou  noire. 
»  Mais»  lorsque,  dans  une  mesure,  on  a  commis  une  erreur  posi- 
»  tive,  résultant  de  Taccumulation  d'erreurs  élémentaires,  toates 
»  positives,  il  ne  doit  plus  y  avoir  la  même  probabilité  de  com- 
>  mettre  une  nouvelle  erreur  positive,  qui  aggraverait  rinexac- 
»  titude  du  résultat,  que  de  commettre  une  erreur  négative 
»  égale,  laquelle  viendrait  l'atténuer.  » 


(*)  La  seconde. 
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Extraits  de  lettres  de  M.  Ernest  Cesaro,  —  «  Quant  à  la 
Questum  359,  pour  se  convaincre  que  les  solutions  qu  obtient 
M.  P.  S.  en  permutant,  par  exemple,  les  chiffres  de  deux 
sommets,  le  troisième  chiffre  restant  fixe,  ne  sont  pas  des  solu- 
tions nouvelles,  il  suffit  de  les  écrire  sur  papier  vélin,  et  de 
tourner  la  feuille.  De  même,  pour  les  solutions  provenant  d'une 
permutation  tournante,  effectuée  sur  les  chiffres  des  sommets,  il 
suffit  de  faire  tourner  la  figure  sur  elle-même,  pour  retrouver 
toujours  la  solution  primitive.  Quant  au  nombre  54,  il  est  vrai 
que  le  nombre  exact  est  trois  fois  moindre,  c'est-à-dire  18* 

L'énoncé  de  la  Question  565  est  défectueux  (*).  » 

c  J'ai  été  bien  content  en  apprenant  que  M.  Hermite  est  resté 
satisfait  dé  ma  Note  (**).  Je  dois  cependant  déclarer  que  Tidée 
fondamentale  de  mes  deux  Notes,  sur  la  série  harmonique,  et 
sur  la  formule  de  Stirling,  est  due  à  M.  Mansion  :  c'est,  du 
moins,  dans  un  article  de  M.  Mansion  (N.  C.  Jf.,  t.  Y,  p.  64) 
que  je  l'ai  puisée.  » 

«  En  cherchant  à  résoudre  la  Question  561,  je  suis  parvenu  à 
la  formule  symbolique 

(—  in«T„  ^  g)"  =  (2x  ^  f)»  +  (2a  —  «)»; 
les  nombres  e  étant  définis  par  Tégalilé  symbolique 

(2  -H  eY  H-  (2  —  «)"  +  2€"  =  4. 
Pour  n  impair,  on  retrouve  la  formule  de  M.  Radicke.  » 


Extraits  d'une  lettre  de  M.  H.  Brocard.  —  «  Je  m'empresse 
de  répondre  à  M.  Le  Lasseur,  dans  les  limites  fort  restreintes 
des  moyens  dont  je  dispose,  pour  mes  recherches,  depuis  mon 
retour  à  Alger. 


(*)  Je  Tai  donné  tel  qpe  je  Ta!  reçu.  (E.  C.) 

('*)  Suriasirie  harmonique,  N.  C.  M^  tome  VI,  p.  812. 
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Mon  travail  n*a  et  ne  peut  avoir  d'autre  objet  que  de  semr 
de  recueil  bibliographique,  pour  faciliter  des  études  plus  apprch 
fondies. 

M.  Glaisher  assigne  le  nombre  78  499  comme  totalité  des 
nombres  premiers,  de  0  à  10^.  Ainsi  M.  Pîarron  de  Mondésir 
comprend  Tunité  dans  ses  évaluations,  et  M.Meissel  la  retrandie. 

M.  Le  Lasseur  a  exprimé  le  vœu  que  la  publication  d'une 
nouvelle  édition  des  Tables  de  Burckhardt  renfermât  Tindicatk» 
du  rang  de  chaque  nombre  premier.  Je  crois  que  Ton  réalim 
aisément  cette  utile  innovation,  mab  qu'il  serait  superflu  dlndi- 
quer  le  rang  de  chaque  nombre,  en  disposant  les  nombres  pre- 
miers par  colonnes  de  50,  par  exemple,*et  se  contentant  de  noter, 
en  tète  des  colonnes,  le  numéro  d'ordre. 

Quant  aux  fautes  signalées  par  M.  Meissel,  et  leur  oorreetioD, 
il  m'est  impossible  aujourd'hui  de  les  indiquer.  J'avais  essayé 
d'en  prendre  copie,  et  je  m'étais  promis  de  publier  oe  tranil: 
par  malheur,  le  temps  m^a  manqué  pour  le  mener  à  bonne  fin. 
D'ailleurs,  tous  ces  renseignements  se  trouvent  dans  les  Œwm 
complètes  de  Gauss  (éd.  citée).  Je  ne  les  ai  plus  à  ma  disposition, 
sans  quoi  je  tenterais  de  nouveau  ce  travail ,  que  je  tiens  pour 
très-utile. 

Je  ne  puis  dire  non  plus  s'il  y  a  des  incorrections  dans  les 
dernières  Tables  de  Le  Besgue. 

Permettez-moi,  pour  terminer,  de  répondre  à  diverses  ques- 
tions que  j'ai  remarquées  dans  les  derniers  numéros  de  la  Nw- 
velle  Correspondance  mathématique. 

Page  381.  L'équation  d'Abel  est  indiquée,  avec  sa  solution, 
dans  les  Œuvres  de  ce  Géomètre,  t.  II,  p.  374  (^). 


(*)  La  page  274  contient,  comme  renvoi  à  la  page  46,  une  courte  Note  de 
M.  HoLMBOË.  Quant  à  la  page  46,  elle  donne,  sous  le  nom  de  Lsskkdrb,  na^ 
formule  remarquable,  communément  attribuée  à  Poisson;  savoir  : 


(E.  a) 
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Page  565.  Les  éclaircissements  demandés  par  M.  Neuberg  se 
trouvent  à  la  page  214  de  la  N.  C.  M. 

Au  sujet  de  la  Question  571,  de  M.  Laquière,  on  pourra  con- 
sulter, avec  fruit,  les  Nouvelles  Annales,  1053,  page  68,  et  les 
Méthodes  en  Géométrie,  de  M.  P.  Serret,  1855,  p.  61 .  » 


DÉGOMPOSITIOH  DE  â^H-1. 


M.  Landry,  âgé  de  82  ans,  et  bien  connu  par  de  nombreux 
Mémoires  sur  la  Théorie  des  Nombres,  vient,  après  un  grand 
labeur,  d'arriver  au  résultat  suivant  : 

2^  -f- 1  =  18  446  744  073  709  551  617 

=  274 177  X  67  280  421  310  721. 

Ainsi,  contrairement  à  Thypothèse  de  Fermât,  le  nombre 
2®* -h  1  n'est  pas  premier. 

M.  Landry,  dans  sa  communication  à  l'Académie  des  Sciences, 
dit  :  «  Le  premier  facteur  est  premier;  j'ignore  si  le  second 
facteur  est  premier.  » 


AVTABS  méjcmmpmmvwwoimm. 


(Extrait  d'une  lettre  de  M.  Le  Lasseur.)  «  J'ai  trouvé ,  assez 
vite,  que 

18  928  956  449 131  =  3  270  961 . 5  786  971  ; 
que 

252  872  502  458  941  =  36  31 3 . 6  963  690  757  ; 
VL  27 
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et  que 

3  918  000  731  816  S31  e$l  un  nombre  premier  (*). 

Ce  dernier  résultat,  naturellement,  a  été  obtenu  avec  moins 
de  facilité  que  les  deux  premiers.  Les  deux  autres  nombres  (**) 
demanderaient  quelques  efforts  de  plus.  > 


SOLUnOHS  DES  QUESTIOHS  PROPOSÉES. 


Question  404. 

Trouver  la  somme  des  termes  de  la  série 
1  1  1 


4 1 

(É.  Lucas.) 
LQna 

1« -f.  4*  ^.  2«  H- 3«=iî.3  H- 3«=:5.6, 
On  voit  que  le  dénominateur  du  ffi^  terme  de  la  série  esi  le 


{*)  Ce  nombre  premier  est-il  le  plus  grand  qui  soit  connu?       (E-  Q 
(")  Voir  N.  C.  M.,  tome  VI,  p.  567. 
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produit  des  termes  «n-i,  ««  de  la  série  de  Lamé  : 

i,    2,    3,    5,    8,    15,    

dans  laquelle 

IL  Cette  dernière  relation  constitue  une  équation  aux  diffé- 
rences finies,  que  Ton  intègre  facilement;  on  trouve  : 

«■=PB[(^r-(^r]- 

IIL  Je  dis  que  Ton  a  : 

En  effet,  le  second  membre^  après  réduction^  devient 

IV.  Considérons  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
proposée  : 

1        1          i          I                                i 
S^=«i— -  +  -—  —  — -  -♦.-— —  g.. -♦-(—i)'»-* 


2      2.5      3.5       5.8  '       '      w^iW« 

D*après  la  formule  précédente ,  chacun  des  termes ,  à  partir 
du  troisième»  se  décompose  en  deux  autres,  de  telle  sorte  que 
Ton  a  : 

d'où; 

«ï  I  "«-l  _««  —  ««»-«         M„-t, 

0„  as»  j  ^—  _  .  *— ^  ff 

w„  u„  w„ 


et 


S  «=  lim  -^^  a=a  lim 


i^M-^l 


«„  fi  ^  V/5\'^      fi  —  \/5\«+*      i  -  Vl 


[^T-(^) 


tcMi-Ueotewuit  (fAitflkrie  (Uc84 


Question  0GT. 

Fm/ier  f  Mfenttïé 

2.4-6... 2n     r.       •         *-5   .  1.5...(!to  — 1)    1 

.5.7...(2n  +  1)L        2         8.4  2.4. ..Su       J 


dans  laqueUe 


n  n{n  —  I) 

n|Bs— ,     fit 


(Heiuiitb.) 
L*intégratioD  par  parties  conduit  à  la  relation  générale 

/•    xTdx  2  .y Su        /••  x-*ifa 

Faisons-y,  n  «i  0,  1,  2,  3,  •••  n;  nous  obtiendrons,  par  te 
substitutions  successives  : 


/ 


s^dx 


2.4.6...Sn      r.      1  l.3.5...(2ii— i)     -}.. 

;.5.7...(2n  =f.  1)1       2  3.4.«..-.3n         J 


1 
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Mais  on  peut  transformer  ainsi  le  premier  membre  : 

/'    g"cfa?  r*[(x'-i)-^iYdx 

«y*  dx\  (x  — l)~î-f.ni(« — 1)4-1-  .••-f-(x  — 1)"'"  j 

n  en  résulte  Fidentité  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

(Mangon.) 


Question  96S. 

Démontrer  que 


(f^^^r-d-vH""- 


xqpa 


n 


e<^  fe  carré  d'un  polynôme  entier,  à  coefficients  entiers. 

(E.  Gelin.) 
Si  Ton  pose 

fl;=s2co82(p,    4^db4=n, (4) 

on  voit  immédiatement  que  l'expression  proposé^  est  égaje  } 

cosâno  db  i 


A 


cos^dti 

COSStIf  4-  I 

cosSf-f-l 


(*)  L^ezpression  émdci  pouvant  représenter  tons  les  nombres  impairs, 
on  ne  voit  pas  très-bien  poorqnoi  le  savant  aateor  de  la  question  a  préféré 
cette  forme  à  la  forme,  plus  simple  et  tout  aussi  générale,  9m -f»  I. 


43â  — 


est  le  carré  de 


Soit  donc 


cosfwp 

C08Ç 


cosny 

es  A.. 

cos(p 


De  la  formule 

eo8(i»-4-  3)9as2cosfi9co829  —  cos(n  —  2)f , 

on  déduit 

et,  si  Ton  observe  que 

Xi  — I,    X,  =  x  — 1, 

on  conclut  que  les  fonctions  X  sont  d^  polynômes  entiers,  à 
coefficients  entiers. 


a* 

est  le  carré  de 


Soit 


cosâfif—  I 
oosSf —  i 


smiif 
sinç 


smf 


De  la  formule 

8in(n  -4-  2)9 sa Ssinntpcos 2f  —  sin(fi  —  9)f , 
on  déduit 

Or, 

¥*  =  !,    Y5  =  x^.4; 

ce  qui  démontre  le  théorème.  (V.  Jamit.) 

^  Autre  solution  par  M«  C.  M.  Piuma,  de  Gènes. 

t;  ... 

i  

a  
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Questloi»  570« 

Dam  la  série  de  Lamé  : 

i,    2y    3,    5,    Sy    i5,    2iy    

l"*  Si  l'on  prend  quatre  iermeê  consécutifs,  la  différence  entre 
le  produit  des  termes  moyens  et  celui  des  termes  extrêmes  ^ 
égale  dt  i . 

^  Si  Von  prend  cinq  termes  consécutifs,  la  différence  entre  la 
quatrième  puissance  du  terme  du  milieu  et  le  produit  des  quatre 
autres  termes,  égale  1 .  (Gbun.) 

I.  Ona 

II^  =  2W^H-U^4, 

Wm4  — 3ti„^2ii,_„ 

La  relation  (1)  en  renferme  une  infinité  d'autres,  (elles  que 
les  suivantes  : 

w»,=  u;  +  tiî_i, (2) 

tti»u  =  tiiH^MiH*-^t*„ti»H>  ......    (5) 


IL  En  retranchant  (3)  de  (4),  on  trouve 
Donc  la  fonction 


1 

I. 
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est  constante,  abstraction  faite  du  signe.  Or, 

tl,t«s tlifl4=:2.3 — 1.5=  1. 

Donc 
m.  On  a  trouvé 

tt«H*  «  U„U^  -f-  l»,-|tt^, 

Retranchant  membre  à  membre,  il  vient 
ou  bien,  à  cause  de  (2)  : 

Wl+J -♦- t«Î44  =  tt»44W^  —  w._iii^ (5) 

D*autre  part  : 

Multipliant  (5)  par  (6),  on  obtient 

r 

Donc  la  fonction 

est  constante.  Or 

tiî  —  tiititti4i»B  =  3*  —  4 . 2  ..5 .8  =  i. 
Donc  enfin 

(Ernest  Cbsaro.) 
Autre  solution  par  H.  Mangon. 

(*)  Voir,  ci-des8ii5  (p.  419),  la  Note  de  H.  Mangon  (III). 


I 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


£COLE   POLYTECHNIQUE 

(Conoonrs  de  1880.) 


GOUPOStTlON   DE  MATHÉIIATIQIIBS. 

Soient  M  et  N  les  points  où  Taxe  des  x  reneontre  le  cercle 
x*-+-y*=R>(*). Considérons  une  quelconque  des  hyperboles  équi- 
latères  qui  passent  par  les  points  M  et  N.  Menons  par  un  point  Q, 
pris  arbitrairement  sur  le  cercle ,  des  tangentes  à  l'hyperbole. 
Soient  Â  et  B  les  points  où  le  cercle  coupe  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact.  Démontrer  que,  des  deux  droites  QA  et  QB, 
Tune  est  parallèle  à  une  direction  fixe,  et  lautre  passe  par  un 
point  fixe  P.  Le  point  P  étant  donné  ^  Thyperbole  équilatère  cor- 
respondante, qui  passe  par  les  points  M  et  N,  est  déterminée.  On 
construira  géométriquement  son  centre,  ses  asymptotes  et  ses 
sommets.  Si  le  point  P  décrit  la  droite  y=3X  (*),  quel  est  le  lieu 
décrit  par  les  foyers  de  Thyperbole? 

On  déterminera  son  équation  et  on  la  construira. 

CALCUL  TRIGOlfOMÉTaïQUB. 

Résoudre  un  triangle  dont  on  donne  deux  côtés  et  Tangle  com- 
pris. 

a  =  52  837,23, 

6  c=  45  609,07, 

C  =  55M7'48"37. 


(*)  Mauvaise  locQtion.  (£.  G.) 
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Od  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD,  dont  le  cAté  est  igà 
k  0*»19,  et  dont  la  face  ABC  est  située  dans  le  plan  de  projce- 
tion.  Le  point  A  est  le  sommet  d'un  o6ne  qui  a  pour  base  le  eode 
inscrit  au  triangle  BCD;  Farète  BD  est  parallèle  aux  géoén- 
trices  d'un  cylindre ,  dont  la  trace  horizontale-est  le  cerde  décrit 
du  point  B  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  0*,0&  Oi 
demande  de  représenter/ en  projection  horizontale,  le  cc»psqai 
reste  lorsqu*on  supprime,  dans  le  tétraèdre ,  la  partie  eomprise 
dans  le  cAne  et  la  partie  comprise  dans  le  cylindre. 


tCOLC  MORRIALC  8UPÉIIICUIIE. 

(Conooim  de  1880.) 


COMPOSITION  DE  HATHiMATIQIJBS. 

Étant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  considère  mx 
génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface,  et  la  génératrice  B  du 
même  système,  qui  est  perpendiculaire  à  la  première.  Par  les 
points  a,  6,  où  ces  droites  sont  rencontrées  par  leur  perpeodioi- 
laire  commune,  passent  deux  génératrices  rectilignes  A'  et  B'  de 
l'autre  système  ;  soient  a'  et  b'  les  points  où  les  deux  droitti 
A'  et  B'  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commiine. 

l""  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  b,  et  celui  des  points  etHlf, 
quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloïde  ; 

2*  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B', 
ou  A'e^B; 

S""  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpen* 
diculaires  communes ,  et  étudier  la  variation  de  ces  longaeun. 


/ 


—  427  — 


GOMPosrrioif  de  physique. 

L  Un  manomètre,  à  air  comprimé,  a  ses  deux  branches  d'iné* 
gales  sections  :  la  branche  fermée  a  une  section  S,^tia  branche 
ouverte  une  section  n  fois  plus  grande.  La  différence  de  niveau 
dans  les  deux  branches  est  y.  La  pression  extérieure  ne  chan- 
geant pas,  on  demande  ce  qui  se  passera ,  si  on  ajoute  un  poids  P 
de  mercure  dans  la  branche  ouverte. 
On  calculera  numériquement  Texemple  suivant  : 
Ssal  centimètre  carré;  n=a2;  y=4  centimètres;  Vb=1  cen- 
timètre cube  et  demi  (l*^,»);  P=20«',4;  D=13,6,  densité  du 
mercure. 

II.  Trouver  le  foyer  principal  d*une  sphère  en  verre,  de  rayon 
R  et  dindice  n.  (On  comptera  la  distance  focale  à  partir  de  la 
face  de  sortie  des  rayons.) 

L^expérience  étant  supposée  faite  à  zéro,  on  demande  de  com- 
bien se  déplacera  le  foyer,  si  la  température  est  portée  à  (  degrés, 
en  supposant  que  Pindice — 1  soit  proportionnel  à  la  densité 
^^^^Boconst.y  On  désignera  par  K  le  coefficient  de  dilatation 

cubique  du  verre. 
On  calculera  ensuite  ce  déplacement  pour  fio«>f« 


COMCOUIIS  «ÉntRAL.  —  1880. 


MATHiMATIQDES  ÉLÉMENTAIRES. 

1**  Question.  Résoudre  le  système  d'équations  : 

X|(x,  -I-  Xj  H h  X,)  -4-  i .  2  (Xi  -*-  a?i  H H-  x„)*  =  9a", 

•X3i(xi  -4-  Xf  -*-  •••  -h  x„)  •¥•  2.5(xi  -h  Xi  H — •  -4-  X,)'  =  26a', 

âr»(X|  -h  Xi  -f-  •••  x^  -♦-  n  (n  -♦-  1)(X|  +  Xj  -*-  —  -i-  xj*  s=s  (2n-i-l)V, 


—  4»~ 

2**  Question.  Etant  données  une  circonférence  et  qmtredroita 
issues  d*un  même  point  et  rencontrant  la  circonférence,  la  pr^ 
miére  aux  points  a,  a'  ;  la  deuxième  aux  points  6, 6'  ;  la  troisiènie 
aux  points  c,  c'  ;  la  quatrième  aux  points  d,  <f  ;  prcaver  qu  on  i, 
entre  les  arcs  oc.  Ad»  bc,  adf  a'c\  ....  la  relation 

sin  1  oc .  sin  i  bd. sin  {  b'e'.  sin  i  a'à' 
sin  i  6c  •  sin  i  ad.  sin  i  a'c\  sin  i  h'd' 

HATBÉMATIQtn»  SPÉCIAUBS  (*). 

On  donne  une  courbe  du  troisième  degré  »  ayant  un  poiat  de 
rebroussement  à  Torigine  et  pour  tangente  de  rebronssement  o 
des  axes  de  coordonnées.  On  considère  la  tangente  en  on 
point  Aq»  et  Ton  prend  le  point  de  rencontre  A|  de  cette  tangente 
avec  la  courbe  ;  le  point  de  rencontre  A^  de  la  courbe  et  de  b 
tangente  en  A^ ,  etc. ...  On  demande  :  1*  de  calculer  les  coordon- 
nées de  A|9  A2y  .*.  An,  en  fonction  des  coordonnées  de  Ao;  i*h 
position  limite  de  Ar  ,  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On 
demande  aussi  les  coordonnées  des  points  A~f,  A_t,...A.ii 
obtenus  de  la  même  manière,  en  fonction  des  coordonnées  de  k^ 
et  la  position  limite  de  A.  r. 

On  considère  toutes  les  courbes  du  troisième  degré  déienni- 
nées  comme  ci-dessus,  et  passant  par  trois  points  fixes,  et  (**)  on 
demande  le  lieu  des  positions  limites  de  A^r. 

Soient  Pi ,  P9»  Ps  les  points  fixes;  on  prend  les  points  dioter 
section  du  lieu  avec  les  droites  P1P9»  PiPi»  PsPi»  ^^  (T)^ 
demande  comment  varient  ces  points  dlntersection  lorsque  les 
points  fixes  décrivent  des  droites  passant  par  Torigine. 


(*)  Il  y  a  plus  de  soixante  ans,  GBaeoimi  critiquait,  aveeraisoo.cerMfi- 
cule  accouplement  de  mots.  Vers  1846  on  disait,  tout  simplemeol,  JM^ 
nuUùpiôB  iupérmareê.  Pourquoi  cette  locution  est-elle  abandonna? 

(E.C)     • 

(*•)  Il  faudrait  :  et  l'an,  (B-  Q 


t1%,  TotoBiiiB.  Si  n  est  UD  nombre  non  premier,  supérieur 
i  i,  on  a 

1.2.3...(n  — 2)  =  JR,.n. 

(E.  C.)  O. 

ift.  TnfiORfa».  A  UD  triangle  donné,  ABC,  on  inscrit  deux 
triangles  AiB,C,,  AiBjCi,  de 
manière  que  les  sommets  situés 
sur  un  même  cAié  soient  égale- 
ment éloignés  du  milieu  de  ce 
eAté  :  1  '  Les  deux  triangles  sont 
équivalents;  3*  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  donné  se  trouve 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint 
les  centres  de  gravité  des  triangles  inscrits.        (E.  Cbsaro.) 

«94.  Oii  a 

i  ^.  1  + 1  +  ...  +  î.« I»  ^.  I  (l  _5]  +  0,5774! 3664..., 
3       3  »  \        nf 

pourvu  que  l'on  substitue,  aux  puissances  de  B,  les  nombres  de 
Bemoutli  coirespondants ,  définis  par  la  relation  symbolique 

{B  +  l/— B'^O. 

(E.  Cbsaho.) 
STft.  Les  nombres  définis  par  Tégalilé  symbolique 
(B4-i)»— B^  =  0, 
satisfont  à  la  relation  symbolique 

(Ë.  Cesaho.) 


(*)  Cette  propriété  a'eat,  prolublemeiit,  pu  plus  DonTcUe  qu'importante. 
Si  DOI13  la  propoMDs  eus  jeunes  lecteun  de  la  ItoweUt  Carreipondaticc, c'est 
parce  que  nous  ne  croyons  pas  l'avoir  vn  ënoncer  wns  cette  forme. 


^  430  -- 

S76>  Soît  [/(X)  1^*  l'expresMft  de  Faire  comprise  entre  un 
arc  de  courbe ,  Taxe  des  absoisses ,  el  les  ordonnées  extrèiaes. 
A  Tare  de  courbe  on  inscrit  une  ligne  polygonale,  dont  tous  les 
c6tés  ont,  sur  Taxe  des  abscisses,  des  projectioas  égales  à  e.  L'es- 
pression  de  Taire  comprise  entre  cette  ligne  t  Ta»  des  abscisses, 
et  les  ordonnées  extrêmes ,  est 

pourvu  que  Ton  remplace  les  puissances  de  B  par  les  nomfaicft 
de  BernouUi  correspondants,  (TL  Cbsaiki.) 

S99.  Les  nombres  définis  par  la  relation  symbolique 

(B  +  iy—  V  =  0, 

satisfont  à  Tégalité  symbolique 

(4B -^  !)'  =  (» -H  1/, 

B 
■ 

si  p  est  pair.  Chercher  la  formule  analogue,  dans  le  ém-Êt'f 
impair.  (E.  CESâM.) 

ft7S.  Ayant  posé 

S^^=  1« -«.  2« -f-5« -H  ••• -I- n* 
et 

démontrer  la  relation 

(E.  CbsaroO 


^79.  On  a 


tisr*^»^ 


—  iU  — 

à  condition  de  remplacer  S*  par  1*  -*-  2*  -*-  3*iH —  n*,  et  de 
substituer,  aux  puissances  de  B,  les  nombres  de  Beruoulli  cor- 
respondants, définis  par  la  relation  symbolique 

(B+i)'— B'  =  0. 

(E.  Cmno.) 

SM.  Le  nombre  qui  exprime  la  somme  des  puissances  p**""* 
de  dix  nombres  entiers  consécutifs  se  termine  par  un  5,  excepté 
si  p  est  un  multiple  de  4  :  dans  ce  cas,  il  se  termine  par  3. 
(Ë.  Cesaho.) 

9S1.  Thëoréhb.  Par  un  des  points  d'intersecUon  A  de  deux 
hyperboles  équllatères,  de 
même  centre  O,  on  mène 
une  sécante  qui  rencontre 
les  deux  courbes  en  B,  B'; 
de  ces  points,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  BC,  fi'C' 
sur  les  ungentes  aux  deux 
courbes,  au  même  point  A. 
Démontrer  que  l'angle  COC 
est  quadruple  de  l'angle  des 
asymptotes. 

(E.  Pauqdimbebgob.) 

SSS.  pROBLâjB.  D'un  point  P,  pris  sur  la  tangente  en  C  &  im 
cercle,  on  mène  une  sécante 
PAB,  telle  que  la  surFace  du 
triangle  ABC  soit  maximum. 
Trouver  Tenveloppe  de  cette 
sécante,  lorsque  le  point  P  se 
meut  sur  la  tangente. 

(E.  FADQDBlIBBaaDB.) 


—  4»  — 


MMATA., 


Tome  VL  p.  44»  ligne  16.  Ju  Uw  de  .- 

—  p.  88»  aTtntHleniière  ligne.'  Auktudêf 

7ni'»(OB0.OB, 

OiP«(OE0'.OB. 

—  p.  190;  on&ème  ligne  en  remonlint  Ju  Um  de  .- 

litex  .* 

—  p.  300,  ligne  7  en  remontant  Complets  la  tomnie»  ai 

tanl:^:!. 

—  p.  310,  ligne  d.  Ajoutez  :  changeant  P  en  SP,  on  a 

(2Pa«  qp  1)«-P  (Pa*qri)  (îa)i=:  i. 

—  p.  310,  ligne  10.  La  formule  doit  être  écrite  comme  il  suit  : 

(«•+5a-f.l)*— a  (a-*-l)  (a-i-«)  (a-4-3).!«=:i. 

—  p.  311.  Après  la  ligne  10,  joutez  : 

f429>— 2.3.5.7.11.13.17.  9P»1. 

—  p.  848,  ligne  3.  Au  Heu  de  :  S«y,  Ueag  .*  Siqf. 

—  p.  336,  ligne  6.  Liiez  : 
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THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE 
des  conrbes  anallapmatiqpiesy  sections  planes  de  la  Cyclide; 

par  M.  Làquière,  ancien  ofBcier  d'Artillerie  (Alger). 
{Suite  et  fin,  Toîr  t.  VI,  pp.  361, 4M.) 


Les  sections  planes  de  la  cyclide  sont  donc,  de  la  manière  la 
plus  générale,  les  anallagmatiques  du  quatrième  ordre,  à  points 
doubles  aux  points  cycliques.  La  transformation  inverse,  par  un 
point  quelconque,  respecte  le  degré  de  la  courbe;  par  consé- 
quent les  points  réels  d'intersection,  par  un  cercle  quelconque,  ne 
sont  qu'au  nombre  de  quatre.  Si  le  plan  d'intersection  est  bitan- 
gentf  la  courbe  a  deux  points  doubles  aux  points  de  contact,  ce 
qui  nécessite  sa  décomposition  en  deux  cercles.  En  effet,  le  cercle 
qui  passe  par  les  deux  points  doubles  et  un  autre  point  de  la 
courbe  la  couperait  en  cinq  points  réels  (9  avec  les  4  intersections 
aux  points  cycliques),  et  fait,  en  conséquence,  partie  de  la  courbe. 

Des  deux  axes  radicaux  de  Tun  et  de  l'autre  système  de  sphères 
enveloppes,  charnières  des  méridiens  lignes  de  courbure,  que 
nous  nommerons,  par  abréviation,  axes  de  la  cyclide,  l'un  est  tou- 
jours extérieur  à  la  surface,  comme  il  apparaît  par  l'inspection 
des  dispositions  que  peuvent  affecter,  concurremment,  les  deux 
systèmes  de  méridiens  principaux.  Le  second  traverse  la  surface 
en  deux  points  coniques  dans  un  cas,  et,  dans  l'autre,  est  inté- 
rieur à  l'anneau  prismatique  qu'elle  constitue.  Par  l'axe  extérieur 
passent  deux  plans,  tangents  tout  le  long  d'un  cercle  de  la  surface, 
plans  tangents  communs  à  toutes  les  sphères  enveloppées,  d'un 
même  système,  formant  un  dièdre  d'écrasement  de  l'anneau, 
ou  de  la  pomme  à  noyau  dont  la  surface  est  l'image  régulière.  Il 
est  évident  que ,  si  l'axe  intérieur  ne  rencontre  pas  la  surface, 
on  pourra  lui  mener  une  série  de  plans  bitangents,  sur  lesquels 
VL  S8 
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nous  reviendrons,  après  avoir  constaté  quelques-unes  des  pro- 
priétés les  plus  remarquables  de  la  surface. 

Le  cercle  orthogonal  à  toutes  les  sphères  enveloppées,  d'un 
même  système  (cercle  orthogonal  de  leurs  équaieurs),  est  paie- 
ment incliné  sur  tous  les  méridiens-contacts  de  Tautre  sjstèoie, 
qui  le  croisent  en  deux  points  coniques.  La  figure  formée  par  le 
point  conique  et  la  sphère  enveloppée,  infiniment  petite  voisûie, 
est,  en  effet,  semblable  à  un  cône  circonscrit  à  une  sphère.  Le  plan 
de  la  courbe  de  contact,  méridien  infiniment  petit,  passe  par  Paie 
du  cercle  orthogonal.  La  tangente  à  celui-ci  est  donc  Taxe  du 
cône  de  révolution,  et  les  tangentes  aux  méridiens,  qui  en  soat 
les  génératrices,  font  avec  lui  un  angle  constant. 

En  transformant,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  trois  spbèiei 
directrices  fixes  et  une  sphère  enveloppée  variable,  on  voit  que, 
par  rapport  à  un  centre  quelconque  d*inversion,  la  cyclide  repro- 
duit une  autre  cyclide.  Si  le  centre  d^inversion  est  sur  Tun  des 
cercles  orthogonaux,  sa  transformée  est  un  tore  ;  s*il  est  en  oa 
point  conique,  elle  devient  un  cône  de  révolution.  Par  un  point 
quelconque  de  Tespace,  les  tores  et  les  cônes  de  révolution  repro* 
duisent  toutes  les  cyclides,  avec  même  nature,  réelle  ou  îmagi* 
naire,  de  points  coniques. 

Toute  sphère  bitangente  à  la  cyclide  la  coupe  suivant  drax 
cercles,  puisque  sa  transformée,  par  Tun  des  points  où  elle  perce 
Tun  des  axes,  la  transforme  en  un  plan  biiangent  à  la  même 
cyclide,  Tautre  point  sur  Taxe  et  cdui  du  plan  tangent  étant  réci- 
proques à  la  puissance  d*inversion  ;  d*où  la  construction  d^une 
sphère  bitangente,  par  un  point  de  Taxe,  est  ramenée  à  celle  d*iai 
plan  bitangent. 

Les  sphères  bitangentes,  qui  se  croisent  en  un  même  point  da 
cercle  orthogonal,  y  forment  un  point  conique,  de  révolmion 
autour  de  la  tangente  au  cercle  orthogonal  qu*elles  croiaeM  en 
un  second  point,  où  elles  affectent  la  même  figure  (transformées 
des  plans  bitangents  à  un  tore).  L'enveloppe  de  toutes  ces  spbèfes 
est  une  cyclide  circonscrite  à  la  première,  et  ayant  avec  elle,  en 
commun,  le  cercle  orthogonal  aux  sphères  de  la  série  de  la  oooibe 
de  contact. 
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Le  tore  se  reproduisant  lui-même,  par  tout  centre  d*inversion 
pris  sur  son  axe,  toutes  les  séries  de  sphères  bitangentes  se  tra- 
Tersant  sur  son  axe,  enveloppent  un  tore  à  point  conique,  sem- 
blable au  cdne  bitangent  circonscrit  au  tore«  dont  le  centre  est  le 
sommet.  Les  points  coniques  de  révolution  y  formés  aux  divers 
points  du  cercle  orthogonal  commun  aux  enveloppées  d'un  même 
système  de  la  cyclide,  sont  donc  aussi  tous  de  même  ouverture; 
toutes  les  cyclides,  doublement  circonscrites  à  la  première,  ont 
des  points  coniques  de  révolution  semblables  ;  elles  se  touchent 
tout  le  long  de  deux  cercles  de  courbure  de  Tune  et  de  Fautre  ; 
le  même  cercle  est  orthogonal  dans  Tune  et  dans  les  autres  aux 
sphères  enveloppées,  suivant  les  lignes  de  courbure  de  la  série  de 
contact;  et  les  sphères  de  Tautre  série  se  croisent,  pour  chacune, 
en  un  couple  de  points  de  ce  cercle,  réel  pour  Tune  des  cyclides, 
imaginaire  pour  l'autre. 

Si,  par  le  centre  I  de  similitude  commun  aux  deux  sections 
principales,  nous  menons,  dans  le  plan  de  Tune  d'elles,  une  droite 
qui  coupe  les  deux  cercles  N  de  cette  section  en  quatre  points, 
a,  P  sur  Tun,  réciproques  de  a',  ^'  sur  l'autre;  les  droites  aa',  p^' 
seront  cordes  de  contact  de  cercles  tangents  à  la  fois  aux  deux 
cercles  N,  avec  une  disposition  des  courbures  de  contact  sem- 
blable ou  différente  aux  deux  points,  contrairement  à  ce  qui  a 
lieu  entre  les  sphères  enveloppées  M  et  les  deux  sphères  N.  Ces 
deux  cercles  seront  équateurs  de  sphères  T,  T',  bitangentes  à 
la  cyclide  aux  points  considérés,  et  coupent  la  cyclide,  la  première 
suivant  deux  cercles  CC|  se  croisant  en  a,  a',  la  seconde  suivant 
deux  cercles  C'C'i  se  croisant  en  p,  ^';  ces  deux  cercles  sont  deux 
à  deux  dans  le  même  plan,  C  et  C  par  exemple  d'une  part,  G^  et 
C'i  de  l'autre;  ces  deux  plans  ayant,  pour  intersection,  la  droite 
^  aj3a'^'.  En  effet,  le  plan  du  cercle  G  coupe  la  sphère  T' suivant 

un  cercle  qui  rencontre  le  cercle  d'intersection  de  T  avec  T'  en 
^  deux  points  communs  à  la  cyclide  et  aux  deux  sphères  (puisque 

son  intersection  avec  T  est  le  cercle  G  lui-même).  Le  cercle 
t  d'intersection  de  T',  passant  par  ces  deux  points  et  les  points  de 

^  contact  de  T',  est  l'un  des  cercles  (G')  d'intersection  de  T' avec  la 

r'  cyclide.  Le  plan  CG'  est  donc  tangent  à  la  cyclide,  aux  deux  points 
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de  croisement  de  ces  cercles.  Il  en  est  de  même  d*im  seeond 
plan  passant  par  C|C|'.  Par  conséquent,  le  centre  I  de  similitude 
à  la  fois  des  deux  sections  principales  est  sommet  d'un  cône  doth 
blement  tangent,  circonscrit  à  la  cydide. 

11  en  résulte  que  la  série  des  sphères  doublement  tangentes  i 
la  cyclidCy  menées  par  un  même  point  de  Tespace,  se  croisent 
toutes  en  un  second  point;  car  la  transformation  inverse  ayant 
ce  point  pour  centre,  la  transforme  en  la  série  des  plans  bitan- 
gents  à  une  cyclide.  Leur  enveloppée  est  la  transformée  du  cône 
bitangent  circonscrit. 

L'existence  de  celui-ci  se  manifeste  plus  simplement  que  dans 
la  démonstration  ci-dessus,  si  Ton  observe  que  toutes  les  sphères 
enveloppées  d'un  même  système  (et  de  même  pour  Tautre)  se 
correspondent  par  couples  ayant  I  pour  centre  de  similitude.  Si, 
par  le  point  I,  on  circonscrit  un  cône  à  Tune  d'elles,  il  sera  cir- 
conscrit à  Tautre;  les  deux  cercles  de  contact  de  Tune  des  sphères 
avec  le  cône  et  avec  la  cyclide,  et  par  conséquent  leurs  points 
dlntersection,  seront  homothétiques  du  même  groupe  sur  lautre, 
par  rapport  au  point  L  Le  plan  tangent  au  cône,  suivant  la  géné- 
ratrice qui  contient  les  deux  points  m,  m\  ou  n,  n'  semblablement 
placés,  est  bitangent  à  la  cyclide.  Mais,  le  produit  hn\  Im'^  est 
égal  au  produit  des  distances  du  point  I  aux  quatre  sonmiels  de 
la  cyclide.  La  ligne  de  contact  est  donc  Tintersection  de  b  cyclide 
et  d'une  sphère  (*).  Il  en  est  de  même  de  la  surface  doublement 
tangente  circonscrite,  enveloppe  des  sphères  bitangentes  menées, 
à  la  cyclide,  par  un  point  fixe  quelconque  de  Tespaoe. 

Considérons  un  point  0,  d'une  sphère  U,  conome  centre  de 
transformation,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  de  la  trace  sur  h 
sphère  même  d'un  cône  A ,  de  degré  X;  la  transformée,  ou  projee- 
tion  stéréographique,en  sera  une  courbe  plane  anallagmatique, 
ayant  pour  centre  d'inversion  la  perspective  du  sommet  I  do 


(*)  Le  centre  de  cette  sphère  se  projette,  sur  les  arêtes  da  cône  lûtangciil, 
situées  dans  le  plan  principal,  aux  points  où  le  cône  est  percé  par  Taxe  bob 
transTerse  de  la  cyclide. 
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cône.  Circonscrivons  en  effets  suivant  le  cercle  V  de  contact,  un 
cdne,  de  sommet  I,  à  la  sphère  U  :  la  transformée  de  V  sera  un 
cercle  ayant  son  centre  en  la  perspective  de  I  et  orthogonal  à  tous 
les  cercles  G,  transformés  des  sections  de  la  sphère  U  par  les 
plans  tangents  au  cône  A;  tous  tangents  à  la  trace  sphérique,  aux 
deui  points  jumelés  par  Tarète  du  cône.  La  perspective  de  cette 
trace  est  donc  Tenveloppe  d*une  série  de  cercles  orthogonaux  à  un 
cercle  fixe,  et,  par  suite,  une  anallagmatique,  dont  la  perspective 
du  point  I  est  centre  dlnversion,  et  dont  le  degré,  en  général  2jx, 
s'abaisse  au  degré  2/i — p,  si  p  est  l'ordre  de  multiplicité  de  la 
droite  01,  comme  arête  du  cône  A. 

Or,  si  celui-ci  est  le  cône  bitangent  à  la  cyclide,  Tanallagma- 
tique,  transformée  de  la  courbe  de  contact,  est  une  section  plane 
de  la  surface,  le  pôle  de  transformation  étant  pris  en  dehors  de 
la  surface  du  cône.  Celui-ci  est  donc  du  second  degrés  la  courbe 
de  contact  sur  la  cyclide  étant  son  intersection  complète  avec  la 
sphère* 

Les  enveloppes  des  sphères  bitangentes  à  la  cyclide,  menées 
par  un  même  point  de  Tespace  (et  qui  se  croisent  en  un  second 
point)  sont  donc  des  surfaces  du  quatrième  ordre,  transformées, 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  des  cènes  de  second  degré.  Elles 
ont  deux  points  coniques  et  une  ligne  de  striction  sur  le  cercle 
de  rinfini;  elles  sont  anallagmatiques,  tout  point  de  la  droite  des 
points  coniques  pouvant  être  considéré  comme  centre  d'inversion 
par  lequel  elles  se  reproduisent  elles-mêmes.  Par  un  point  quel- 
conque de  Tespace,  en  dehors  de  la  surface,  elles  reproduisent  des 
anallagmatiques  du  même  degré.  Toutes  leurs  sections  sont  de  la 
nature  de  celles  de  la  cyclide;  on  pourrait  les  nommer  pseudo- 
cyclides. 

Nous  terminerons  en  observant  que  les  formules  de  M.  Mou- 
tard restent  les  mêmes  entre  le  degré  m  d'une  surface,  la  multi- 
plicité q  du  cercle  de  Tinfini  comme  ligne  de  la  surface,  le 
nombre  p  de  nappes  passant  au  centre  de  transformation,  et  les 
quantités  analogues,  relatives  à  la  transformée.  La  démonstration 
en  est  immédiate,  soit  par  la  considération  d'une  section  plane 
passant  au  centre  de  transformation ,  soit  en  cherchant  ses  par- 
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ticularilés»  par  l'intersecUon  de  droites  et  de  cercles  passaot  ta 
pôle. 

Parmi  les  sections  planes  de  la  cydide,  il  y  a  lieu  de  remar- 
quer celles  qui  passent  par  les  points  coniques,  lesquelles  sont  des 
réciproques  de  coniques  (*)•  On  le  voit  par  Tapplication  des  for- 
mules de  M.  Moutard,  soit  sim|dement  en  considàrant  qu'elles  soat 
réciproques  des  intersections  planes  du  cène  de  rèydutîon  trans- 
formé »  égal  au  cône  de  révolution  enveloppe  du  point  conique. 
Les  réciproques  des  ellipses  sont  données  par  les  sections  qui  ne 
traversent  point  la  portion  intérieure  lenticulaire  de  la  eyelide; 
les  paraboles  y  par  les  sections  qui  lui  sont  tangentes;  les  hy- 
per boles,  par  celles  qui  la  coupent,  Fouverture  des  asymptotes 
étant  au  plus  égale  à  Tamplitude  du  point  conique.  Elles  ont  deux 
cercles  d'inversion,  transformés  des  axes  de  la  conique. 

Cette  remarque,  généralisée,  montre  que  les  transformées,  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  des  courbes  symétriques  par  rap- 
port à  un  axe,  sont  des  anallagmatiques  dont  le  cercle  transformé 
de  Taxe  est  cercle  d'inversion. 

Les  parallacliques  dea  coniques,  ou  lieu  des  points  de  leur 
plan  d'où  l'on  aperçoit  la  conique  sous  un  angle  fixe  Y  donné, 
sont  du  quatrième  degré;  car  une  tangente  à  la  conique  et  les 
deux  qui  font  avec  elle  l'angle  V  déterminent,  sur  une  droite 
quelconque,  deux  séries  de  divisions  telles  que  leurs  points  se 
correspondent  réciproquement,  deux  à  un.  L'intersection  de  h 
courbe  de  leurs  points  de  rencontre  est  donc  du  quatrième 
degré.  Or,  elle  ne  saurait  avoir,  à  l'infini,  des  points  autres  que 
les  points  cycliques  (à  direction  indéterminée).  Elles  ont  donc 
le  caractère  des  anallagmatiques;  la  transformée  par  un  point 
quelconque  n'en  altère  point  le  degré;  mais  comme  elles  ont 
deux  axes ,  elles  se  transforment  en  anallagmatiques  (**). 


Ç)  Et,  par  conséquent,  des  podaires  de  coniques. 

(**)  En  général,  la  parallactique  d^une  courbe  de  la  classe  t  sera  une  anal- 
lagmatique  de  degré  3c,  ayant  c  comme  degré  de  multiplicité  des  points 
cycliques. 
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Ces  eourbes  sont  sections  planes  du  tore  et  de  la  cyclide.  On 
peut,  sans  difficulté ,  trouver  un  tore  dont  la  section,  sous  une 
inclinaison  convenable,  soit  la  parallaetique,  d*angle  V,  d'une 
conique  donnée. 


SUR  LA   CTCUDB; 


par  Eugène  Catalan  f). 


Cette  surface,  étudiée  d*abord  par  M.  Charles  Dupin  (**),  a  été, 
depuis  quelques  années,  Tobjet  des  recherches  de  MM.  Mann- 
heim,  Picart,  Roberts  C**)i  et  d'autres  Géomètres.  Je  me  propose, 
dans  cette  Note,  de  résumer  la  plupart  des  propriétés  de  la 
Cyclide,  en  suivant,'  autant  que  possible,  la  marche  indiquée  par 
M.  Dupin. 

t.  Définition  de  la  surface.  La  cyclide  est  V enveloppe  d'une 
sphère  S,  tangente  à  trois  sphères  données,  S^,  82»  S3. 

Cette  définition  conduit  à  des  calculs  compliqués,  et  ne  montre 
pas  clairement  la  forme  de  la  surface.  On  arrive  à  des  résultats 


(*)  Le  Mémoire  de  M.  Laqnière,  qu'on  vient  de  lire,  m*a  rappelé  une 
Note  sur  la  Gyelide,  commencée  il  y  a  dix  ans,  et  non  achevée.  Si  je  me  décide 
à  la  publier,  telle  que  je  la  retrouve  dans  mes  papiers,  c'est  parce  que  j*ai 
Tespoir  qu'eUe  pourra  être  utile,  sinon  aux  Professeurs,  du  moins  aux 
Élèves. 

{**)  Corretpondanee  sur  l'École  polytechnique,  tome  I,  p.  318,  tome  II, 
p.  4M;  Applications  de  Géométrie,  p.  200. 

{'**)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  tome  XIX,  p.  67,  tome  XXIY, 
pp.  97  et  i  69. 


plas  satisfaisante,  si  l'on  ccmsidère  cAofw  nofpe  de  li  cydidc, 
soit  comme  U  lieu  d'une  tArtanfértiu*  qid  tourne  oMtovr  tPm 
droite  fixe,  en  t'appuyaiU  $ur  deux  àreomfinmctM  domum,  tàt 
comme  un«  turfacê  canot,  enveloppe  iftoie  ephère  S,  dtml  trm 
pmtioM  particulière!  iont  S|,  82.  Si,  et  dont  te  centre  décrit  m 
certaine  conique.  La  concordance  entre  les  trois  définitiaos  pM 
être  prouvée  comme  il  suiL 

».  Soient  :  Cf,  C|,C|  trois  circonfércDces  âonn6es;ïl,%4(n 

Fif.  1. 


J 
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circonférences  eonjitguèa  (*),  tangentes  aux  premières.  Soit 
enfin  e  une  drconrérence  variable,  tangente  è  U,  «>,  et  dont  trois 
positions  particulières  sont  C(,  Cj,  Cg.  Ponr  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  c^,  c,,  c,  exlérieurei  à  u,  intérieures  k  Q;  et,  con- 
séquemment,  u  intérteure  à  Q.  On  peut  regarder  Ci,  Cj,  Cg,  u,  Q 
comme  les  iMttOM  principales  d'autant  de  sphères  S|,  Sa,  Sg, 
ff,  ^,  et  la  circonférence  c,  comme  la  section  principale  d'une 
sphère  S,  tangente  à  tr,  S,  et  dont  trois  positions  particulières 
sont  Si,  Si,  Sg. 

S.  On  sait,  et  il  est  d'ailleurs  évident,  que  le  lieu  des  centres  c 

Fig.  I. 


C)  Cette  expression  sigoiGe  que  cliicune  des  circoarérences  donoées  csl 
inléricure  à  l'une  de  ces  deux-ci,  et  exlérûurt  s  l'autre  {Thiorimei  tt  pro- 
blhnts  de  Géomitrie  ctémentain,  p.  Ki.) 
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est  ufie  conique  ayant  pour  foyers  les  centres  «k^  fi  (*).  D*apiés 
les  hypothèses  précédentes,  cette  conique  est  ici  une  ellipse  E 
Un  point  quelconque  de  cette  courbe  est  également  distant  des 
circonférences  directrices  (d,  û  :  en  particulier,  les  extrémités  A,B, 
du  grand  axe,  sont  les  centrés  de  deux  circonférences  Ao,  B^ 
tangentes,  chacune,  aux  deux  autres. 

^  Le  plan  des  centres  Cf,  c,,  c^  gd,  û,  c  étant  supposé  hori- 
zonto/,  prenons  AB  pour  ligne  de  terre.  Soient  alors,  dans  le  jrian 
vertical  de  projection,  CgdD  une  circonférence  tangente,  en  a, 
à  AB,  et  ABM  le  triangle  circonscrit  à  GuD.  Je  dis  que  fe  cm 
de  révolution^  dont  AMB  est  la  section  principale,  a  pour  base 
PelUpse  EL  En  effet,  diaprés  le  théorème  de  Dandelin  (^*),  Ton 
des  foyers  de  la  trace  horizontale  du  cône  est  le  point  de  con- 
tact GD  :  cette  trace,  ayant  mêmes  sommets  et  mêmes  foyers  que  Ef 
coïncide  donc  avec  E. 

ft.  Quand  la  circonférence  GcaD  varie,  le  sommet  H  du  cm 
décrit  une  hyperbole  H  ayant  pour  sommets  les  foyers  «^  £1  <ie  E, 
et  pour  foyerSf  les  sommets  A,  B  de  cette  ellipse  C**^ 

6*  Soient  ou,  c'M  les  projections  de  la  génératrice  qui  a  pour 
trace  horizontale  le  centre  c.  Soit  P  le  point  (projeté  en  p')  où 
cette  droite  perce  le  petit  cercle  de  contact  entre  le  cdne  et  h 
sphère  OaD.  On  a 

Me  =  MP  H-  Pc  =  MC  +  c«  (IV). 


■  ■n^g^i^n  I 


(*)  Suivant  Tusage,  la  màne  lettre  désigne  souvent  une  eiroonléitiiee  el 
le  centre  de  eette  ligne. 

(**)  Ce  théorème,  évident  à  Tinspeetion  de  la  figure,  est  souvent  tttrîbaé 
à  Hontferrand  et  à  M.  Quetelet  :  U  parait  dû  à  M.  Dupin.  (Cirrtt^mitmct, 
tome  II,  p.  4âÂ,) 

(***)  Nouveaux  Méfnoireê  de  l'Académie  de  Belgique,  tome  If,  p.  172.  La 
sphère  dont  C&D  est  la  seotion  principale,  touche,  en  c^  le  pian  horicontal; 
elle  touche  le  cône  suivant  le  petit  cercle  dont  la  projection  est  CD,-  etc. 

(ly)  C'est  ainsi  que  Dandelin  démontre  son  eurieux  théorème. 
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Soient  F,  G  les  points  où  les  génératrices  principales  MA,  MB 
percent  les  sphères  Aa,  B^  ;  tirons  F6  :  il  est  visible  que  cette 
droite  est  parallèle  à  CD,  et  qu'elle  représente  la  section  faite, 
dans  le  cône,  par  une  sphère  ayant  son  centre  en  M.  L'égalité 
précédente  peut  être  écrite  ainsi  c 

Me  Bs  MF  —  a»  -t-  c»; 

ou,  si  Ton  appelle  r  le  rayon  de  la  sphère  S  dont  c  est  la  trace 
horizontale  : 

Uc  =  r -^UF. 

Cette  relation  prouve  que  :  l"*  ta  sphère  décrite  du  point  M 
comme  centre,  avec  MF  pour  rayon,  est  tangente  à  toutes  les 
sphères  S,  et,  en  particulier,  aux  sphères  données;  2"*  le  lieu  des 
points  de  contact  est  la  circonférence  F6;  S""  la  sphère  FMG  est 
tune  des  sphères  S;  4**  l'enveloppe  des  sphères  S  coïncide  avec  la 
surface  engendrée  par  la  circonférence  FG. 

V.  Les  courbes  H,  E  étant  conjuguées,  tout  cône  ayant  pour 
base  H  et  pour  sommet  un  point  de  E  est  un  cône  de  révolu- 
tion (théorème  connu).  Il  en  est  ainsi»  en  particulier,  de  celui 
dont  le  sommet  serait  c.  Ce  cône  touche  donc  la  sphère  s  suivant 
un  petit  cercle  projeté  en  kl.  Cette  sphère  s  joue  le  rôle  que 
jouait,  tout  à  Theure,  la  sphère  S;  non-seulement  la  surface 
cyclide,  enveloppe  de  S,  est  Tenveloppe  de  s  ;  mais  cette  surface 
peut  aussi  être  engendrée  par  la  circonférence  kl.  De  plus,  ces 
deux  circonférences  se  coupent  en  un  point  situé  sur  la  généra- 
trice Me,  et  dont  les  projections  sont  q',  q. 

^.  Plans  des  girgonférenges  génératrices.  D'après  un  autre 
théorème  connu,  la  droite  FG  passe  par  le  centre  R  de  similitude 
directe  des  circonférences  Aa,  Bp  ;  donc  les  plans  des  circon- 
férences FG  se  coupent  tous  suivant  une  même  droite,  projetée 
verticalement  en  R.  De  même,  les  plans  des  circonférences  kl  se 
coupent  tous  suivant  une  droite  projetée  horizontalement  au 
point  r,  centre  de  simiutude  inverse  des  circonférences  Ao,  B^ 
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9.  Si  P,  G'  sont  les  points  où  la  droite  FG,  prolongée,  ren- 
contre de  nouveau  les  circonférences  Ao^B^^on  a  simultanénieDi: 

RF       Ra'        RF        Ra' 


R6       R^'       RG'      Rp 
ai\Ra=»RF.RF;    RG.RG'  =  Rj3.R^; 

relations  d'où  Ton  conclut  : 

RF.RG»Ra.Rp-»R«'.R^. 

Ainsi,  la  droite  RR'  est  l'axe  radical  des  circonférences  u,  S. 
On  prouvCi  avec  la  même  facilité,  que  rr'  est  l'axe  radical  ia 
circonférences  A,  B  (*). 

10.  Autres  modes  de  génération.  Le  triangle  FM6  étanl 
isoscèle,  les  perpendiculaires  en  F,  G,  aux  càtés  égaux,  soot 
égales;  donc  leur  point  de  concours  T  est  sur  rr'.  Ainsi,  k  Ses 
des  sommets  T  des  triangles  isoscèles  FTG  est  la  verticale  rr'.Hais 
ce  triangle  est  la  section  principale  d'un  cône  de  révolution  qui, 
évidemment,  touche  la  cyclide  en  tous  les  points  de  la  circonfé- 
rence FG.  Donc  :  la  cyclide  est  f  enveloppe  d'un  cône  de  révohir 
(ion  dont  la  section  principale  est  tangente  aux  circonférence 
données  A,  B,  e<  dont  le  sommet  décrit  Vaxe  radical  de  ces  lignes. 

Pour  la  même  raison,  la  cyclide  est  Cenveloppe  d'un  cône  kti, 
dont  la  section  principale  est  tangente  aux  circonférences  0,  «y  ef 
dont  le  sommet  décrit  l'axe  radical  de  ces  lignes, 

11.  LiGMES  DE  COURBURE.  Lcs  côncs  FMG, /cA  étant  normiitixà 
la  surface,  les  lignes  de  courbure  sont  les  circonférences  FG,  kL 
Ainsi,  dans  la  cyclide  y  les  lignes  de  courbure  de  chaque  système 
sont  des  cercles.  Ce  beau  théorème,  dû  à  M.  Dupin,  a  été  com- 
plété ainsi  par  MM.  Dupin  et  Mannheim  :  toute  surface,  dans 


0  Cette  vérification  est  mémo  inntlle,  attenda  que  les  deux  $f9ièmus  de 
circonférences  sontj  pour  ainsi  dire,  conjugués  Fun  de  l'autre. 


—  445  — 

Uiquelle  ks  lignes  de  courbure  de  chaque  système  sont  des  cercles, 
est  une  cycHde. 

19.  Nappes  de  la  surface.  Soient,  comme  ci-dessus  (9),  c^, 
Cji,  Cs  trois  circonférences  données,  sections  principales  des 
sphères  données,  «i,  ^3,  s^.  Soient  cd,  Q  les  deux  circonférences 
conjuguées  dont  il  a  été  question,  tangentes  à  c^  c^,  €5.  On  a  vu 
que  le  lieu  des  centres  des  circonférences  tangentes  k  (ù,Q  est 
une  ellipse  E,  et  qu*il  en  résulte,  comme  nappe  de  la  cyclide,  une 
surface-canal  ayant  pour  axtf  E.  La  forme  de  cette  nappe  est  à 
peu  près  celle  d*un  tore  à  section  méridienne  variable.  Nous 
dirons,  pour  abréger,  que  cette  nappe  est  un  tore  elliptique. 

Soient  maintenant  a>,  Q^  deux  autres  circonférences  conjuguées, 
tangentes  aux  circonférences  données. 

Si  une  circonférence  est  tangente  à  ci>i,î2|,  son  centre  se  trouve, 
ou  sur  une  ellipse  E|,  ayant  pour  foyers  les  centres  a)|,  Û|,  et  pas- 
sant par  les  centres  donnés  ;  ou  sur  une  hyperbole  H^  (non  tracée 
sur  la  figure),  homofocale  avec  E|.  L'enveloppe  de  cette  circon- 
férence variable  sera  la  section  principale  d*une  nouvelle  nappe 
de  la  cyclide.  Mais  C|,  Cj,  C5  doivent  être  trois  positions  particu- 
lières de  cette  circonférence;  donc,  d'après  la  disposition  des 
données,  la  deuxième  nappe  de  la  cyclide  est  un  tore  elliptique  : 
il  en  serait  de  même  des  nappes  déterminées  par  les  deux  der- 
niers systèmes  de  circonférences  conjuguées.  La  même  conclu- 
sion subsiste  dans  tous  les  cas,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  dis- 
position des  sphères  données.  En  effet,  chacune  des  nappes  peut 
toujours  être  engendrée  par  une  circonférence  coupant  orthogo- 
nalement  deux  circonférences  données,  de  manière  que  son  plan 
passe  par  Fun  des  centres  de  simiUiude;  et  il  est  visible  qu'une 
pareille  génération  ne  peut  donner  lieu  qu'à  une  surface  limitée  (*). 
Par  exemple,  dans  la  figure  2,  bien  que  le  centre  de  la  sphère 
FM6  parcoure  compUtement  les  deux  branches  de  l'hyperbole  H, 


(*)  Nous  faisons,  bien  entendu,  alistraction  da  cas  où  l*ane  des  circonfé- 
rences directrices  se  chani^ait  en  ligne  droite. 
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rintersedion  FG  ne  décrit  que  le  Wfe  ellipdqiie  eoHÎM 
eî-dessQs. 

f  S.  LbOX  DB8  CENTRES  BBS  U6!CBS  DE  OOCftBimB.   M.  IblloheiB 

a  démoniré  que  chacun  de  ces  lieux  esi  la  podaire  d'une  dei 
ooniques  B,  F.  Cette  propriélé  résulte  aussi  de  rinspectiim  de  h 
figure.  En  effet,  la  bissectrice  de  Tangle  FMG,  taugente  i  Iliyper 
bole  H,  est  perpendiculaire  au  milieu  de  FG. 


PROBLÈME  DPASALTSE  IHDÉTEBlOirBE  ; 


ptr  M.  s.  Realb,  ingéoieiir  à  Tnrin. 


Assigner,  d'une  manière  directe,  une  infinité  de  soktm 
entières  de  l'équation  indéterminée 

dans  laquelle  n  est  un  nombre  de  la  forme  p'  -4-  i. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 
On  a,  dans  le  premier  cas,  pour  n  =  S,  10,  36,  50, ...  : 

(a«—  1)*  +  (a«  +  2a)*  -  2{a«  +  a)*  =  4, 

(5a»- i)*  +  [5(3a«  -^«a)]»  —  iO(»a«  +  3a)«=l, 

(i3a«  -  !)•  +  [!3(5o*  -♦-  2a)J«  —  26(l5a«  h-  5a)«  =  I , 

(25o»- 1)«  +  [25(7a«  +  2a)J  — S0(25a« -h  7a)«  =  I, 
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et,  en  général ,  pour  tt  aa  p*  +  1  «a  3A  : 

{ha*  —  i)»  -»-  [A(po»  -t-  2a)]»  —  n(ha*  -*-paf  =  i.  (1) 

Daps  le  second  cas,  où  n  =  5,  17,  37,  65.  . ..,  on  a  : 

(40o»  — l)'-4-[40{âo»  +  o)j*  — 8[2{So'-+-2o)]«  =  l, 

(34o»—  1)»  -.-  [54(4o*-«-  o)]»—  47[2(l7o*  +  40)]*=  1 , 

(74o»-  1)* -*-  [74(6a' ■+■  a)]*—  57[2(37o*  ■+-  6o)]»=  1 , 

(1 30o*—  «  )  V  [1 30  (8a*  +  a)]'  —  6S  [2  (6Sa*  -*-  Sa)]*  =  1 , 

eiy  en  général,  pour  n^=p^  -h  i^p  étant  pair  : 

(2iio«  —  1  )'  -f-  [2n ipa*  -*-  a)]'  —  n  [2n(a'  -♦-  fw)]'  =  i .      (2) 

Les  identités  qui  précèdent  donnent  des  valeurs  entières  de 
^f  Vf  ^f  pour  toute  valeur  entière  de  a;  elles  répondent  donc  à 
l'énoncé  de  la  question.  On  observera,  du  reste,  que  les  formules 
(1),  (3)  ne  constituent  pas  deux  relations  algébriques  distinctes. 
Pour  les  valeurs  de  p,  impaires,  par  exemple,  la  formule  (2),  en 
y  changeant  a  en  | ,  reproduit  les  résultats  relatifs  aux  valeurs 
paires  de  n. 

Note.  —  Pour  n  «=  1 ,  on  a 

(2a»  -  i)*  -^  (2a)'  —  (2aV  =  4  ; 

d^où,  en  faisant  a  =  | ,  et  transposant, 

(2A'  —  B*)*  +  (2AB)»  =  4A*  -i-  B*. 

Cette  formule  remarquable  se  trouve  signalée,  implicitement, 
dans  un  manuscrit  de  Sophie  Germain  (*);  il  en  résulte  que  : 


(')  Voir  :  Notice  historique  sur  les  travaux  mathématiques  de  rAssœiatûm 
française  pour  l'avancement  des  sciences,  de  1872  à  1878;  par  G.  A.  Laisant. 
Paris,  4880.  Voir  encore  ci^après,  p.  453.  La  Note  de  M.  Realis  est  posté- 
rieure à  ma  lettre.  (E.  G.) 
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tout  nombre  de  la  forme  4A*  h-  B*,  en  exeepta$U  5,  est  repréuÊÊér 
de  deux  manières  différentes,  par  une  somme  de  deux  carrés;  cl, 
par  conséquent,  ne  peut  être  un  nombre  premier.  Par  exemple, 
l'expression  2**-^ -h  i,  dans  laquelle  m  est  un  entier  diffcreoi 
de  zéro,  ne  se  réduit  jamais  à  un  nombre  premier  (*). 
Rappelons,  à  ce  sujet,  la  décomposition 

4A*  -t-  B*  =  (2A«  +SAB  +  B«)(âA»  — 2AB  -+-  IP), 
indiquée  par  M.  Le  Lasseur  (**). 


THÉORÈMES  SUR  LES  GORIQUES; 

par  M.  J.  Garhot,  professeur  à  rUniTcrsité  de  Loimm  n» 


I.  Étant  donnés  cinq  points  d'une  conique,  on  en  prend  quao« 
pour  les  sonAneis  d'un  quadrilatère,  et  Ton  mène,  par  le  cin- 
quième, deux  droites  quelconques,  la  première  rencontrant  deux 
côtés  opposés  en  deux  points,  la  seconde  rencontrant  les  autres 
côtés  aussi  en  deux  points  :  les  droites  qui  joignent  ces  points 
combinés,  deux  à  deux,  forment,  avec  chaque  groupe  de  eôlés 
opposés,  deux  quadrilatères  tels  que  leurs  diagonales  se  ren- 
contrent sur  la  conique. 

II.  Étant  donnés  six  points  d'une  conique,  on  en  prend  quatre 


(*)  NoweUe  Comtpùndanee^  t  IV,  pp.  8b  et  08.  NoméSk» 

«■•  série,  t  XVIII,  p.  805. 

D  Voir  ci-après,  p.  454.  (E.  C.) 

("**)  Les  énoncés  suivants  sont  extraits  d*im  petit  Mémoire  intitolé: 

Propriétés  descriptives  wmwUes  des  sections  coniques.  (E.  C.) 
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pour  les  sommets  d*un  quadrilatère,  et  Ton  détermine  les  points 
où  la  corde  qui  réunit  les  points  restants  rencontre  deux  côtés 
opposés  :  les  droites  menées  par  deux  points  pris  sur  les  autres 
côtés,  en  ligne  droite  avec  Tun  d  eux,  et  par  les  extrémités  de  la 
corde,  rencontrent  ces  mêmes  côtés  en  deux  points  en  ligne  droite 
avec  Tautre  (*). 

III.  Étant  donnés  six  points  d*une  conique,  on  en  prend  quatre 
pour  les  sommets  d*un  quadrilatère,  et  Ton  détermine  le  point 
où  la  corde  qui  joint  les  points  restants  rencontre  Tun  des  côtés  : 
les  droites  menées  par  les  sommets  situés  sur  le  côté  opposé,  et 
par  les  extrémités  de  la  corde,  rencontrent  les  deux  autres  côtés 
en  deux  points,  qui  sont  en  ligne  droite  avec  le  premier. 

IV.  Étant  données  cinq  tangentes  d'une  conique,  on  en  prend 
quatre  pour  former  un  quadrilatère,  et  Ton  choisit,  à  volonté, 
deux  points  sur  la  cinquième  tangente  ;  on  joint  le  premier  à 
deux  sommets  opposés,  et  le  second,  aux  deux  autres  sommets  du 
quadrilatère  :  deux  points  d'intersection  des  droites  ainsi  obte- 
nues, combinées  deux  à  deux,  forment,  avec  chaque  groupe 
de  sommets  opposés,  deux  quadrilatères  tels  que  les  droites  réu- 
nissant les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  Tun  avec  les 
points  analogues  de  l'autre  seront  des  tangentes  à  la  conique. 

V.  Étant  données  six  tangentes  d'une  conique,  on  en  prend 
quatre  pour  former  un  quadrilatère,  puis,  par  deux  sommets 
opposés,  on  tire  deux  droites  passant  par  le  point  d'intersection 
des  deux  autres  :  si  l'on  mène ,  par  les  autres  sommets,  deux 
droites  qui  se  coupent  sur  l'une  d'elles,  les  droites  qui  joignent 
ces  mêmes  sommets  aux  points  où  ces  droites  rencontrent  les 
deux  tangentes  se  couperont  sur  l'autre. 


(*)  «  Ce  théorème  est  différent  de  celui  de  Pascal.  »  (J.  G.) 
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QUELQUES  FORMULES  I 

par  M.  Eehkst  Cesabo. 


I.   SOMVATIOll  DES  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  II  PRBXfEAS  MOmS 

NATURELS.  —  On  8,  identiquement  : 

[„4.B]'— [(n— l)-4-B]'=«[(i»— i)-i-(B+i)}'-[(»-*)+B]'. 

Si  Ton  développe  chaque  membre,  suivant  la  formule  de  New- 
ton, il  est  clair  que  les  coeflScients  d*une  même  puissance  de  B, 
dans  les  deux  membres ,  sont  égaux  ;  d*où  il  suit  que  rideotiiê 
subsiste  lorsqu*on  remplace  B,  B',  B^,  ....  par  des  nombres 
Bf ,  Bs,  Bs,  ....y  quelconques.  Or,  le  développement  du  seecnd 
membre  est  : 

+  C,.,[(B +!)'-»]. 

Donc,  si  les  nombres  B,  complètement  arbitraires,  satisfont i 
la  relation  symbolique 

(B^4)'  — B*  =  f    (•  =  !,  2,  5,...). 
ridentité  ci-dessus  devient  : 

[n  +  B]'  — [(n  — 1)-4-B}'  =  piiP-*.     .    .01 
Changeant  n  en  n — 1,  n — %  •••m  2»  1»  et  ajoutant,  on 


P 


(*)  Ainsi,  par  le  changement  de  p  en  p  -i- 1  : 
Ce  résultat  s'accorde  avec  la  formuie  connue,  si  Ton  adopte  la  définitioD^ 
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II.  Une  pormcle  de  M.  Catalan.  — (Voir  N.  C  M.,  t.  VI, 
p.  320).  Si,  dans  (1)  on  fait  ns»^ ,  on  trouve 

(2B-I-1)'— (2B  — IV'—âp; 

relation  évidente  si  p  est  pair.  Mais  si  p  est  impair ,  le  premier 
membre  est  identiquement  égal  à  3(2B  +  l)P — 2p.  Donc 

(2B-^i)"*'  =  2(2ik^-i) (3) 

Si  Ton  définit  les  nombres  B  par  la  relation  symbolique 

(B^iy— B'  — 0    (f  =  2,  5,  4,...), 

la  formule  (3)  devient  : 

(2B -4- !)•*+*  =  0 (4) 

III.  Série  harmonique.  —  On  a,  identiquement, 

1[„  — B]  — l[(n  — i)  — B]  =  l[n  — B]-l[n  — (B-4-.4)]. 
Si  Ton  développe  chaque  membre  par  la  formule  connue  : 

les  coefficient»  d^une  même  puissance  de  B,  dans  les  deux  mem- 
bres, sont  égaux.  Il  en  résulte  que  si  Ton  remplace  B,  B',  B' .. .. 

par  des  nombres  B^,  Bj,  Bg, quelconques ,  l'identité  ne 

cesse  d'avoir  lieu.   Cela  posé,  le  développement  du  second 
membre  est 

(B  +  4)  — B      (B-«-i)«  — B«      (B  +  4)»  — B» 


n  2n'  3n' 


•  •  • 


Nombres  de  Bernoulli,  proposée  par  M.  É.  Lucas  {N,  C.  M.,  tome  II,  p.  331). 
Â  IVndroit  cité,  notre  savant  Collaborateur  a  donné  la  relation  (S). 

(E.  G.) 
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Donc,  si  les  nombres  B,  arbitraires,  satisfont  à  la  rdaôoD 
symbolique 

(B  +  l/-.Br«0,    (p  =  2,  3,  4,...), 


ridentité  ci-dessus  devient 

l[«-B]-l[(ii-4)-B]  =  i. 

le  premier  membre  conservant  sa  forme  symbolique.  Changenit 
n  en  n — 1,  n — %  ••••  3,  %  et  ajoutant,  on  trouve 


i 

3               n 

On  sait  que 
Donc  enfin  : 

C>-0,S77  315664....n- 
2      3              n 

_,«^ri_ 

4 

,  .1.                     u. ...  1  a.n  S7^ 

1+0,87721566445) 


IV.  Formule  de  Stirling.  —  D'après  le  théorème  de  Proahet 
(Cours  d'Analyse  de  Stunn)^  on  a 

l(*.J.3...«)-/(4H.l^i^-...^i)A. 

On  en  déduit  aisément,  diaprés  la  formule  (3)  : 

i-3.3...  n  =  C«»*¥tf^+rfi+ro*i£i*- 

Précédenmient  (page  357),  nous  avons  trouvé  G  aal/lir.  Pkr 
suite  : 


(')  Le  nombre  G  est  la  Confiante  d'EtOer.  (E.  C) 
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CORRESPOMDAHCE. 


Extraits  d'une  lettre  à  M.  Laisant.  —  c  A  mon  retour  du 
Congrès  de  Reims,  je  relis  votre  inicressante  Notite  sur  les 
travaux  mathématiques  de  FAssodatian  française.  A  la  page  17, 
cette  Notice  contient  diverses  informations  ou  citations,  au  sujet 
desquelles  je  vous  prie  de  vouloir  bien  me  donner  quelques 
éclaircissements. 

1"*  «  Il  y  a  lieu  de  mentionner  encore  une  autre  Communi- 

»  cation  de  M.  Lucas,  sur  les  formules  de  CauiAy  et  de  Lejeune^ 

»  Dirichlet.  Ce  Mémoire  est  le  développement  de  théorèmes 

»  intéressants  sur  la  théorie  des  nombres,  et  dus  à  MM.  Adri- 

9  FEUILLE  et  Le  Lasseur.  L^auteur  a  rapproché  les  résultats 

»  obtenus  par  ces  estimables  savants,  des  formules  remarquables 

>  de  Gauss,  Cauchy  et  Lejeune-Dirichlet » 

Dans  le  Mémoire  de  Lucas  (Congrès  de  Paris,  p.  164),  Auri* 
FEUILLE  n'est  pas  cité;  et,  quant  à  M.  Le  Lasseur,  il  est  mentionné, 
seulement  à  la  dernière  ligne,  comme  ayant  calculé  trois  tableaux 
numériques  ! 

3*  « Nous  remarquerons  que  Ton  rencontre,  sous  une 

»  forme  équivalente,  quant  aux  résultats,  la  première  des  for- 
9   mules  données  par  M.  Le  Lasseur. 

»  4x*  -♦-  y*  =  (2a*  -♦-  2«y  -4-  y')(2x*~ 4«y  4-  y*) 

m  dans  un  manuscrit  de  Sophie  Germain [  «  «  Aucun  nombre 

99  delà  forme  p^  -4-  4,  excepté  5,  n'est  un  nombre  premier.  Car 

99  p*H-4  =  (p«  — 2)«-*-4p\ 

»»  et  par  conséquent  ces  nombres  sont,  de  plusieurs  manières. 
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>»  la  somme  de  deui  quarrés.  Pour  5,  les  deux  nombres 

sont  identiques  »  »].  » 


99 


L^imprimeur  ayant  conmiis  des  fautes  de  ponctaalio&,  b 
premià*e  phrase  est  un  peu  obscure  :  je  suppose  que  la  formok 
de  M.  Le  Lasseur,  dont  vous  parlez,  est 

S*il  eii  est  ainsi,  je  vous  soumettrai  les  deux  remarques 
suivantes* 

I.  La  relation  (A)  est  comprise  dans  Tidentité 
qui  sert  à  résoudre,  de  la  maniât  la  plus  simple,  TéquatioD 

X*-<-pX*  -f-  g  eaO, 

lorsque  cette  équation  a  toutes  ses  racines  imaginaires.  Je  cn»s 
avoir  imprimé,  le  premier,  cette  utile  décomposition  (*).  A  coup 
sur,  conune  je  le  disais  naguère  au  Congrès  de  Reims,  la  chose 
n'était  pas  difficile  è  trouver  :  seulement,  il  y  fallait  songer. 

IL  Si  la  démonstration  de  Sophie  Germain,  notre  illustre 
compatriote,  n'était  pas  dans  une  simple  note  numuscrite,  oo 
pourrait  en  discuter  les  termes  (**).  Contentons-nous  d'obserrer 
que  la  décomposition  de  p^  4-  4,  en  une  différence  de  car- 
rés, conduit  bien  plus  simplement  au  résultat.  En  effet,  ri 

p*  +  4  =.(p«  -fr-  2)«  —  4p«=  (p»  +  2p  +  a)(p«_3^  +  2) 


(*)  Manuel  des  CandidaU  à  VÉcoU  polytechnique,  tome  I,  p.  36  (1S57). 
(**)  On  dit»  ▼ulgairement  :  deum  n'est  pae  phêrieun;  etc. 
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est  un  nombre  premier ,  N,  on  a 

p*  —  2p  +  2  =  i , 

p»-»-2p-t.2  =  N; 
puis 

III.  Plus  généralement  :  aucun  nombre,  de  la  forme  ix*  +  y^, 
excepté  1  et  5,  n'est  premier. 
Car  les  équations 

y'  —  2a;y  -f-  2x*«i i,    y"  +  ftry  -i-  2a:"  =  N, 
ou  bien 

(y  -  a:)»  +  x»  =  i,     4xy  -i-  i  =N, 

ne  sont  vérifiées  que  par 

x-=»0,         y  =  d=4,    N  =  i; 
x  =  ±i,    y  =  ±i,    N  =  5. 


(E.  C.) 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mansion.  —  «  Je  lis,  à  la  page  368 
de  la  N.  C.  M.,  que  Meissel  a  revisé  toutes  les  tables  des  nombres 
premiers,  et  y  a  relevé  près  d'une  centaine  de  fautes.  M.  J.  W.  L. 
Glaisher  a  fait  une  révision  plus  récente  et  plus  complète  ^  et  il 
a  étudié  toutes  les  tables  de  nombres  premiers,  publiées  en  ce 
siècle  ou  même  auparavant.  J^espère  vous  envoyer  plus  tard  un 
aperçu  de  ses  recherches  sur  les  tables  de  Burckhard  (l'^sS'"" 
et  3"»  million),  de  Dase  (7»%  8"**  el  9"*  million)  et  de  James 
Glaisher  (A"'  million).  La  dernière  table  a  été  publiée  en  1879, 
sous  les  auspices  de  V Association  britannique  pour  l'avance- 
ment des  sciences;  et  elle  sera  suivie,  dans  un  avenir  assez 
rapproché,  des  tables  des  diviseurs,  pour  le  5'"''  et  le  6°'''  million. 
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Quand  ce  travail  sera  terminé,  les  mathématiciens  pourront 
immédiatement  savoir  si  un  nombre  inférieur  à  neuf  millioBS 
est  premier  ou  non;  et,  dans  le  second  cas,  ils  trouveront  aisé- 
ment ses  diviseurs. 

Relativement  aux  exponentielles  imaginaires,  il  me  semble 
que  je  ne  fais  pas  plus  iabk  rase  (*)  qu*Euler  lui-mtoae.  L*illustre 
Géomètre  suisse  pose,  par  définition, 


xt 
I 


(Xl)«  .      {xif 


i.â      i.3.3 


.    .    (I) 


et  il  démontre^  ensuite,  que  Ton  a 


«F*  s=i  oosx  -♦- 1 sinx  (*•). 


(«) 


Je  fais  Finverse  ;  je  prends  Tégalité  (2)  comme  défimikm  de 
e^,  et  j*en  déduis  Fégalité  (1).  Il  n'y  a  rien  d'arbitraire  ni  dans 
le  choix  de  la  définition  d'Euler,  ni  dans  celui  de  la  mienne  (s 
elle  est  mienne)  (***)•  L'une  et  Tautre  sont  choisies  de  maoièie 
que  les  propriétés  des  fonctions  réelles  s'étendent  aux  fonctioiis 
imaginaires. 

La  définition  (2),  et  celle  des  exponentielles  composées  : 

me  semblent  présenter  cet  avantage,,  sur  celles  d'Ealer,  qu^on  ne 
doit  pas  recourir  è  la  théorie,  assez  difiicile,  de  la  multiplicatioo 
des  séries  pour  établir  complètement  les  propriétés  élémentaires, 
non-seulement  des  exponentielles  imaginaires,  mais  aussi  des 
logarithmes  imaginaires  et  des  puissances  quelconques.  > 


(*)  Voir  ci-dessus,  p.  394. 

(*•)  C'est  justement  ce  que  j'ai  dit  (N.  C.  M.,  X.  VI,  p.  395).      (B.  C) 
(***)  Avec  cette  différence  qn'Euler  généraliêe  une  égalité  camme,  et  qoc 
mon  savant  Collègue  suppose,  a  priori^  la  formule  (2). 
^  Dans  presque  toutes  les  discussions,  scientifiques  ou  autres,  chacun  éa 
interlocuteurs  conserve  son  opinion.  C'est  ce  qui  arrive  là.        (E.  C) 


—  «7  — 

Autre  kttre  de  M.  Mansion. —  «  Je  n'ai  pas  trouvé  non  plus  (*)y 
dans  les  Œuvre$  complétée  d' Abel  ,  la  Question  364  : 

Trouver  une  intégrale  particulière  de  Féquation 

dont  M.  Jamet  a  donné  la  solution  (pp.  381-382  du  tome  VI  de 
la  N.  C.  Jf.).  Mais  il  ^e  peut,  néanmoins,  que.  Tillustre  Géomètre 
norwégien  s*en  soit  occupé,  à  propos  de  ses  recherches  sur  les 
fonctions  elliptiques.  L'int^rale  générale,  en  effet,  dépend  de 
ces  fonctions  elliptiques  spéciales  que  Gauss  a  appelées  lemnis" 
catiques  et  qui  correspondent  à  la  valeur  \/^  du  module. 

Voibi  comment  j'obtiens  cette  intégrale  générale.  L'équation 
donnée  peut  s'écrire,  symboliquement  : 

(DH.2)(DH-l)y  =  2y* (i) 

Soit 

Dy^y^ar; (2) 

et,  en  conséquence, 

Dz^2«  =  2y» (5) 

La  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  conduit 

)         à  poser 

y^wT',    z^ver**; (4) 

ce  qui  donne,  au  lieu  des  équations  (2),  (3)  : 

du 

dï"^^"*' (^> 

dv 

di  =  ^^'^' W 

On  conclut,  de  ces  équations  (6),  (7)  : 

ku*du  =  ^vdv , 

ti*— C  =  «*; (8) 


(*)  Voir  d-dessns,  p.  416. 
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G  étant  une  constante  arbitraire.  Si  on  la  suppôt  nulk,  on 
retrouve  Tintégrale  particulière  donnée  par  M.  Jamet.  Mais, 
dans  le  cas  général ,  en  substituant  ia  valeur 

dans  (6)9  nous  aurons 

ax 
c*est-à-dire 

du 


e-^dx 


|/t?--C 
L'intégrale  de  celle-ci  : 


w 


contient,  dans  le  second  membre ,  une  transcendante  elliptique, 
irréductible  aux  fonctions  élémentaires.  Cette  équation  (9), 
réunie  à 

y^uer* (I) 

donne  Fintégrale  générale  de  Féquation  d'AesL.  Il  est  vrai  que 
Télimination  de  u,  entre  (9)  et  (4),  ne  peut  s'effectuer  d^une 
manière  générale  ;  mais  cela  tient  à  la  nature  de  la  question. 
La  méthode  précédente  permet  d'intégrer  Téquation 

D'y  -♦-  (^  -+-  f)Dy  -♦-  kly  -+-  Ay", 

pourvu  que  (m  ■+■  1)*  =  2/,  ou  que  (w  ^-  1)/  =  2*.  En  parti- 
culier, si  /  =  1 ,  on  pourra  trouver  les  intégrales  générales  des 
équations 


D'y  -♦-  (fc  H-  i)Dy  -*-  h/  =  Ay* 
D'yH.(fc+i)Dy-*-ty  =  Ay 

L'équation  d'ÀBEL  correspond  à  Jt=2.  » 


î-i 
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NoTBS  DO  Rédacteur.  *-  I.  Après  avoir  essayé,  iDutilement, 
ilMntégrer  l'équation  d'Abel  (*),  j'ai  proposé  le  problème  à  divers 
Collègues,  puis  à  M.  Mansion,  qui  l'a  résolu  du  premier  coup. 

II.  De  l'intéressante  lettre  qu'on  vient  de  lire ,  il  résulte  que 
l'intégrale  générale  de  l'équation 


est 


^^G-  f-jm^ (A) 

III.  Vérification.  1°  Si  Ton  différencie  les  deux  membres, on 
trouve  réquation  du  premier  ordre  : 


y(,ry)*-c' 


ou  encore 


(e^r  -  C  =  «*•  (y  +  ^)* (B)    . 

2*  L'équation  dérivée  de  celle-ci  est 

OU  y  après  suppression  des  facteurs  communs, 
ce  qui  ne  diffère  pas  de  la  proposée. 


(*}  Ou  plutôt  de  M.  Holmboê. 
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IV.  Les  deux  membres  de  l*équaûoo  (C),  étant  multipliés  pir 
3e^  (dy  +  dx)y  deviennent  des  différentielles  exactes  :  en  inié- 
grant  de  part  et  d^autre,  on  obtient  Téquation  (B).  Ainsi,  Viqwr 
iion  (1)  peut  être  intégrée,  une  première  fois,  au  moyem  dfm 
factewr. 

V.  Si  Fou  change  C  en  c*,  et  que  Ton  fasse  usage  nie  la  trans- 
formation connue  : 

c 
11  = , 

COSf 

on  obtient  : 

\AF^^^cV1lJ   V/i-isin«9"cl/2    ^ 


puis 


1 

yco8ç  =  cr*  =  6--— F(l/4,9);     .     .    .  (D) 

1/2 


formules  dans  lesquelles  6=g6. 
VI.  J*ai  trouvé,  comme  transformées  de  Téquation  (1) 

dx  y  —  3x 


Conséquemment,  toutes  ces  équations  sont  intégrables. 

(E.  Gatauh.) 


—  461  — 

Extraits  d'une  lettre  de  M.  Cesaro.  —  «  J^ai  trouvé  une  jolie 
formule,  qui  en  renferme  une  infinité  d*autres (*)  » 

■  J*ai  résolu  la  Qnestùm  861,  sans  connaître  la  définition  des 
nombres  d*Euler  :  la  suite  des  calculs  m'a  fait  adopter,  comme 
définition ,  la  relation  symbolique 

En  résolvant  cette  question,  j*ai  trouvé  Texpression  de  ^  en 
fonction  des  nombres  de  BernouUi  {Quest.  II).  La  Question  I  est 
la  généralisation  d'une  de  vos  formules  :  elle  donne  (SB  4-  1)P, 
quel  que  soit  p.  Vous  trouverez  aussi,  dans  cet  envoi,  une  note 
sur  les  formes  approchées  des  solides  d'égale  résistance  :  c'est  une 
question  de  pure  Géométrie,  une  question  de  minimum,  que  je 
pose  sans  la  résoudre.  ...» 

c  Je  ne  sais  si  vous  avez  remarqué,  parmi  les  questions  pro- 
posées, d'un  de  mes  précédents  envois,  deux  généralisations 
différentes  du  Théorème  V  de  votre  Recueil  (Livre  II)  (**).  En 
voici  une  : 

Théorème.  Si,  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence,  on 
abaisse  les  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangle  inscrit  à  une 
circonférence  concentriqucy  le  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  a  une  aire  constante. 


{*)  Cette  formule,  que  notre  jeune  et  intelligent  Correspondant  a  décou" 
verte,  est  la  relation  fondamentale  donnée  par  M.  É.  Lucas  : 

/(B4- 1  +»)  -  AB-+-«)  =  r(«)- 
(iV.  C.  Jf.,  tome  II,  p.  355.) 

M.  Cesaro,  relégué  dans  un  peUt  village  à  côté  de  Naples,  ne  peut  consul- 
ter aucun  livre.  En  conséquence,  il  fait  souvent  du  vieux-neuf  i  récemment, 
après  avoir  inventé  les  Nombres  de  BemouUi,  il  a  inventé  les  Nombres 
d*Euler.  Ces  découvertes,  qui  lui  font  le  plus  grand  honneur,  sont,  malheu- 
reusement, le  résultat  de  ce  que  Ton  appelle,  en  Mécanique,  du  travail 
perdu.  (E.  C) 

{**)  Théorème  de  Suuon. 
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n  y  a  de  fort  jolies  choses  dans  la  Logique  réelle^  de  M.***. 

A  la  page  15,  on  lit  :  €  ...  mais  cette  proposition  ne  peat  être 
>  vraie  qu*en  se  détruisant  elle-même,  et  en  relevant,  par  ood- 
»  séquent,  implicitement  la  proposition  contraire.  »  Ainsi,  voib 
nne  proposition  qui  est  fausse  parce  quelle  est  vraie  !  L'auteur 
ajoute  que  Sbxtus  Empiricds  et  Aristote  présentent  le  même 
raisonnement.  Ne  voudriez-vous  pas  écrire  un  petit  article,  dans 
la  Nouvelle  Correspondance^  en  faveur  de  Tabolition  de  renseigne- 
ment de  la  Philosophie,  dans  les  Facultés  de  Mathématiques  (*)? 
Pourquoi  vouloir  nous  apprendre,  de  toute  force,  à  déraisonner? 
Ne  devrait-on  pas,  plutôt,  envoyer  Messieurs  les  Philosophes  cha 
nous,  pour  qu'ils  retrempent  leur  esprit  malsain,  leur  cen'eau 
maladif,  aux  sources  vivifiantes  de  fai  Géométrie?  » 


Extraits  d'une  lettre  de  Jf.  Le  Lasseur.  —  «  U  est  certain 
que  ridentité 

a:*+i«(x»  +  xV/2-*.4)(x«  — xV/i"-*-l),     .     .    (A) 

si  Ton  y  suppose  x^aâ^+i,  et  que  Ton  fasse  la  substitution , 
donnera  Tidentité 

et,  par  conséquent,  on  peut  dire  que  la  seconde  identité  dévot 
de  la  première.  Je  ne  comprends  donc  pas  comment  M.***  a  pu 
se  trouver  en  divergence  avec  vous  sur  ce  point (**).  ■ 


(*}  Voilà  qui  fait  penser  à  la  scène  du  MaUre  d^arme»  et  du  MaUn  iê 
Philoêopfrie.  (E.  G.) 

{**)  Ceci  se  rapporte  à  une  séance  du  Congrès  de  Reims.  En  rappelant, 
dans  cette  séance,  une  remarque  déjà  ancienne  {N.  C.  Jf.,  tome  IV,  p.  S6), 
j'ai  eu  grand  soin  de  faire  observer  que  je  ne  prétendais,  en  aucune  ftcoa. 
contester  Timportonce  de  la  relation  (B),  ni  les  droiU,  à  la  priorité,  de  Fiio* 
norable  M.  Le  Lasseur.  (E.  C) 
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«  Un  oubli  de  transcription,  de  ma  part,  a  rendu  très 

juste  votre  point  d'interrogation.  Voici  Tidentité  rétablie  : 

a(a  -^  n)(a  -+-  2n)(o  -*-  5n)  -mi*  «  (a*  +  San  -*-  n*)'. 

J*ai  conclu,  de  cette  identité,  à  la  généralisation  de  celle-ci  : 

n{n  -H  i){n  -*-  2)(n  -h  3)  ■♦-  i  ==  (n'  -*-  3n  +  i)«.  » 

«  Je  ne  puis  vous  dire  dans  quel  numéro  j'ai  vu  la  dernière 
identité » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  95d» 

Étant  données  detix  circonférences  0,  0^  on  mène  deux 
rayons  OAG,  O'A'G,  faisant  entre  etéx  un  angle  donné.  Démon- 
trer que  la  droite  BAA'B',  qui  joint  les  extrémités  de  ces  rayons, 
enveloppe  une  conique,  et  que  le  point  de  contact  la  divise  en  seg^ 
ments  proportionnels  aux  cordes  qu'elle  détermine  dans  les  cercles 
donnés  (*).  (J.  Neuberg.) 

t .  Soient  :  R,  R'  les  rayons  des  deux  circonférences  ;  A ,  A', 
C  les  angles  OAB,  O'A'B',  AGA'  ;  p,  p'  les  distances  des  centres 
O,  0'  &  la  droite  BAA'B'.  On  aura 

p  =  RsinA,    p'  =  R'sinA',    A4-A'h-C  =  w. 


(*)  Le  leeteur  est  prié  de  foire  la  figure. 
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La  dernière  relation  donne 

sin'A  H-  8in*Â'  —  Ssin  AsinÂ'oosC  e=  sin*C 

Par  suite,  Téquation  de  Tenveloppe  de  AA^  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  sera 

R«      R'«         RR' 

On  conclut»  de  là,  que  Tenveloppe  est  une  conique. 

S.  Pour  trouver  le  point  de  contact  M  de  AA'  avec  son  eoT^ 
loppe;  soit  H'  le  point  d*intersection  de  A  A'  par  une  seconde 
position  DD'  de  la  droite  mobile.  On  a 

M^A     _      AD  M'A' X'jy 

sin  M'DA  "  sin  AM'D  '     sinM'D'A'  ""  sin  AH'D'  ' 
d^où 

ITA  _^    sin  M'DA 

ÎTÂ^^A'D'' sin  M'DA'' 

Les  angles  AOD,  A'O'D'  étant  égaux,  les  triangles  AOD, 
A'O'iy  sont  semblables,  et  ^=>.  Lorsque  DD'  se  rapproche 
indéfiniment  de  AA',  le  point  M'  a  pour  limite  le  point  cherché 
M,  et  les  droites  AD,  A'D'  tendent  à  devenir  tangentes  aux  deux 
circonférences  0,  0'.  Par  conséquent 

MA        RcosA        AB 


MA'       R'cosA'      A'B' 

(J.  N.) 


Question  384* 

Dans  toute  coniquCf  le  diamètre  conjugué  de  la  biseedriee  de 
l'angle  des  axes  coupe  la  courbe  en  P.  La  normale  enPdéi 
le  segment  dont  Faire  est  un  minimum  (*).  (Lemodib.) 

0  Le  problème  a  été  traité  dans  les  NchêioMu  ÂtmoÊu^  tome  III,  iM- 
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I.  A  une  ellipse  AB  (*),  menons  une  normale  mnm't  de 
manière  que  le  segment  mAm'  soit  maximum  (**). 

En  multipliant  par  |  toutes  les  ordonnées»  on  remplace  Tel- 
lipse  par  le  cercle  principal  AB'  :  mnm'  devient  une  droite  MtM', 
à  déterminer. 

II.  9  étant  Tanomalie,  les  coordonnées  de  m  sont 

x  =  acosÇy    y  =  &sin9. 

L'équation  de  la  normale  mn  est 

asino 
y  —  68inç  =  -r — -  {x  —  acosf). 

6cos(p 

Pour  trouver  Téquation  de  Mn,  il  suflSt  de  remplacer  y  pfir 
^y.  On  a  donc  > 


o» 


y  —  asinf  =  •j^tg(f{x  —  acos9). 
III.  Soit 


a» 


■^tg(p=-tge, (i) 

de  manière  que  6  est  Tangle  formé  par  M.nW  avec  le  rayon 
CA. 
L*angle  MGM',  supplément  de  GMn,  a  pour  valeur 

C  =  7r-"2(e  — ç) (2) 

D'un  autre  côté.  Taire  du  segment  MAM'  est 

w  =  io«(C  — sinC) (3) 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

(**)  Si  Tun  des  segments  déterminés  par  la  corde  mm'  est  maximum,  il 
est  clair  que  Pautre  est  mmimum. 

VI.  30 
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La  condition  chi  sa  0  donne 

(1— co8QdC  =  0. (i) 

Si  Ton  égale  à  zéro  le  premier  facteur,  on  trouve  C=0,  yaleor 
qui  ne  répond  pas»  directement,  à  la  question.  On  doit  donc  birt 
dC-sO.ou 

dB  =  Af (5) 

IV.  On  conclut,  de  là,  en  différenciant  Téquation  (1)  : 

6  a 

= ; (6) 

C089      sinf 

puis 

68109  ssasinç; (7) 

et  enfin 

V.  Si  Ton  désigne  par  f ',  6'  les  angles  mCA,  iniiA,  od  a 

6* 
tgÇ'  =  ^»    tg»'  =  l. 

Cette  dernière  valeur  permet  d*énoncer  ainsi  le  théorème  de 
M.  Lemoine  : 

Dans  FeUipse,  la  normak  qui  détermine  le  segment  maximum, 
est  également  incUnée  sur  les  axes  (**).  (E.  C) 

Autre  solution  par  M.  Jamet. 


(*)  Ainsi,  les  angles  f ,  0  sont  eompUmentaires, 
(**)  Propriété  connue. 
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Le  quotient 

I  »  -  5» ,,,  y  —  7»  ^ (4a?  —  i  y 

i  —  3  -♦-  5  —  7  H-  ••  —  (4x  —  i) 

est  toujours  un  carré  parfait^  mais  n'est  jamais  un  bicarré. 

(É.  Lucas.)  (*) 

On  sait  que,  si  n  est  impair,  on  a 

—  i»  H-  5"  —  5»  4-  7» •  +  (4ap  ^\Y  =  i[ktx  -*-  «)«, 

pourvu  qu'aux  puissances  de  s  on  substitue  les  nombres 
fi  =  0,  fi  =  —  i,  es  =  0,  n<=5,  €|  =  0,  £«=■  —  61,  ^7  =  0,  ... 
définis  par  la  relation  symbolique 

On  a  donc 

— i»-»-3»-5»+7"-  ••  .+(4x-i)»=  i(4x+€)»=  i[(4x)»-iO.(4x)»-f-85.4x], 
_4-h3— î$-h7 -^(4x— i)=i(4x+«)=i.4x. 


Le  rapport  ci-dessus  est  donc  égal  à 

(4x)*  —  i0(4x)*  +  25  =  (i6x*  —  8)«. 

On  voit  qu'il  est  toujours  carré  parfait.  Il  n*est  jamais  bicarré; 
car  16x' —  S,  ayant  la  forme  4p  +  3,  ne  saurait  être  égal  à  un 
carré.  (£.  Cssaro.) 


(*)  Voir,  dans  le  tome  V,  les  solutions  données  par  MM.  Radickb,  Brocaed 
et  Jahit.  (E*  g.) 
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Question  861. 

Tbéoréiie.  Enposam 

T,  =  —  I-  -4-  3»—  5"  -*-  7" h  (—  i)'(îx  —  <)•, 

on  a,  pour  n  impair  : 

pourvu  que  Von  remplace  les  puissances  de  s  par  les  nombm 
d'Euler  correspondants. 

Trouver  la  formule  analogue  pour  le  cas  de  n  pair. 

(Radhxe.) 

On  a,  identiquement, 

[8x4-f]-^[(2«— 2)-i-f]"  =  [(*c— 4)-*.(e-*-i]"+[t2x— l^e-Oh 

On  peut  remplacer  e,  e',  e^  ...  par  des  nombre  hihfHi'- 
quelconques  9  sans  que  Tidentité  cesse  d*ayoir  lieu.  Or,  le  dé?e- 
loppement  du  second  membre  est 

2(2«— l)"+(;^^(2x--^)»-«[(f-h^)-^(f---*)]+•••+[(«-*-^)■+M)■]• 
Si  les  nombres  <  satisfont  à  la  relation  symbolique  : 

ridentité  ci-dessus  devient 

[2x  +  iY  -*-  [2(»  —  1)  +  f]»  =  2{2a:  —  I)». 
On  peut  donc  écrire 


—  e" 

-(2 

+  .)• 

■= 

-2.r, 

(2 

+  e)" 

--(4 

-*-«)» 

s= 

+  8.2-, 

•     • 

-(6 

•        ■ 

• 

• 

—  2.5«, 

•        •        •        • 

(-  i)'{2ar  —  2  -♦-  e)"  +  (—  <)'(2«  +  «)-  =  (—  l)'.2{2jr  —  I)"; 
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d*où  il  résulte,  paraddition, 

(-i)'(2r„  +  0  =  (2x-Hf)».    \     .     .     .     .    (i) 

On  peut  aussi  éerire 

(^1)'(2T„H.g«(2ap-€)»; (2) 

car  les  nombres  e,  de  rang  impair,  sont  nuls.  En  ajoutant  (1) 
avec  (2),  on  obtient 

(— i)«(4T„  +  2£„)  =  (2a;+£)«-^(2x-e)".  .     .    .    (3) 

Enfin,  si  n  est  impair,  e„  est  nul,  et  Ton  peut  mettre  la  for- 
mule (3)  sous  la  forme  indiquée  dans  l'énoncé  : 

(— 4)«4T„  =  (e  +  2x)»  — (e  — 2x)« (4) 

(E.  Cesaro.)  (*) 


Question  CS68. 

Démontrer  que 

a;q:2 

est  le  carré  d'un  polynôme  entier,  à  œefficients  entiers. 

(E.  Gelin.) 


(*)  M.  Cesaro  nous  adresse,  aussi,  uoe  solution  de  la  Question  47i. 

(E.  C.) 
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Seconds  solotion  (*). 


Pour  démontrer  que  Texpression 


A  = 


(iv^r-(h\/r-<r-' 


xqp2 


se  réduit  à  un  polynôme  entier,  à  coeffieients  entiers ,  je  m'ap- 
puie sur  la  formule  (IK),  page  87,  de  la  Théorie  der  binârm 
FormeHf  de  Clebsch,  que  je  rappelle  ici.  En  posant ,  pour  a 
impair, 

on  a 


«p 


n-l 


(« 


-aw 


n— s 


(n-5)(n-4) 


4)(n— 5)(n— 6) 


c'f"* 


1.2.3 


c*, 


Les  coeflBcients  numériques  sont  entiers,  et  les  exposants  de  p 
sont  des  entiers  pairs. 

Parmi  les  différentes  combinaisons  de  signes,  que  comporte  A, 
les  deux  suivantes 


A,  =  - 


^v^.^-(|v^.) 


+  8 


«H-î 


A, 


(lVf-.r-(lV^.^- 


x-2 


sont  les  seules  qui  peuvent  donner,  pour  A,  une  expression 


{*)  Différente  de  celle  dont  il  a  été  fait  mention  dans  le  munéro  de 
temhre,  p.  421.  (E.  C) 
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entière;  car,  dans  les  autres  cas,  A  deviendrait  infinie  pour 
x=±2. 
On  a,  en  posant  dans  A^  : 

V42V4â'  V44V42' 

et,  dans  Aj  : 

puis,  dans  les  deux  formules  résultantes,  l'entier  impair  n  au  lieu 
de  4m±l  : 

La  formule  rappelée  ci-dessus  devient 

^  =  ^         ^(n-4)(n-8X«-6)  ... 

i.2.3  "^ 

Mais,  dans  le  cas  de  A| ,  on  a 

et  dans  celui  de  A^  : 

Si  nous  posons 

n — l=»2p, 

nous  obtiendrons 

(«  -«-  2)^^  (n  -2)(x  4- 2)^  +  (!^Il5fcl^(x  -H  2)^«| 


Tormule  qui  démontre  le  thétvéme  énoncé,  et  qui  àoaae,  en 
Tonclion  de  x,  le  pdyndme  dont  le  carré  est  représenté  pv  A. 
(C.  M.  PiDU.) 


Question  BTS> 

Thëorëiie.  à  un  triangle  donné  ABC,  on  itucrit  deux  tri- 
anglei  A,BiC,,  A,B^,  ^ 
manière  que  le*  tommets  tituà 
sur  un  même  côté  $oieiti  tgak- 
ment  éloignés  du  miHeH  dt  a 
côté  :  1*  les  deux  Iriangla  «ml 
équivalents;  2*  le  centrtdegn- 
vite  du  triangle  donné  se  troua 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint 
les  centres  de  gravité  des  triangles  tniaits.         (E.  Ccsaro.) 

Posons 

AC,_y        BA.  _«        CB,  _p 

CiB~n'    &fi~7,'    b1â~p,  , 

D'après  une  formule  connue  (*), 

A,B,C.  ^  apy  -t-  a,p,y^ 

ABC  ™(a  +  «.)(P  +  Pi)(y-*-y.)' 

Le  second  mrmbre  ne  change  pas,  quand  on  remplace  le» 
rapports  —,  ^,  i  par  leurs  inverses;  par  conséquent,  les  tri- 
angles AiB,Ci ,  AjBjCj  sont  équivalents. 


(')  Pour  démontrer  cette  formule,  il  suffit  d'observer  que 
ABC   "^         ^  ABC  ^  AC  "  AB  2[iÎ4-fi,)(yH 
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La  seconde  partie  de  la  question  peut  être  généralisée.  Soient 
Pa»  P6>  Pe  9  Qa»  Q69  Qc  six  forces  parallèles,  appliquées,  respec- 
tivement, aux  sommets  de  deux  triangles  quelconqties  A^iBiC^, 

A3B3C3.    Supposons    Pa=  Pfc  =  Pc  =  P,    Qa  =  Qfc  =  Qc  =  Q. 

Pour  trouver  la  résultante  de  ces  forces,  on  peut  :  l*"  les  réduire 
à  deux  forces  3P,  3Q,  appliquées  aux  centres  de  gravité  G|,  G^ 
des  triangles  AiB^G^,  A2B2C2,  et  composer,  ensuite,  3P  et  3Q  ; 
S®  les  réduire  à  trois  forces  égales,  en  combinant  Pa  avec  Qa , 
P6  avec  Qô ,  Pc  avec  Qc  ;  et  composer,  ensuite,  ces  trois  nouvelles 
forces.  On  conclut,  de  là,  le  théorème  suivant  : 

Soient  A|B^Cf ,  AsB^Gj  deux  triangles  quelconques.  Le  centre 
de  gravité  du  triangle  dont  les  sommets  divisent,  dans  un  même 
rapport,  les  droites  A^A^i,  B^B^,  CiCji,  partage,  dans  le  même 
rapport,  la  distance  des  centres  de  gravité  des  triangles  A^ B^iG^ , 
A2B2C2. 

Remarque.  Le  théorème  de  M.  Gesaro  nous  remet  en  mémoire 
une  proposition  analogue,  qui  se  trouve  déjà  dans  les  Collections 
mathématiques  de  Pappus  :  Un  triangle  quelconque,  dont  les  som- 
mets divisent,  dans  le  même  rapport,  les  côtés  d'un  autre  triangle, 
a  même  centre  de  gravité  que  ce  dernier  (*). 

Cette  proposition  a  été  étendue  à  un  polygone  quelconque, 

plan  ou  gauche.  Soient  (P^,  P2,  P5, ,  Pn)  et(Qi,  Qj, 

Q^, ,  Qn)  deux  systèmes  de  forces  égales  et  parallèles, 

appliquées  aux  points  A^,  A2»  A3, ,  An*  Pour  trouver 

la  résultante  de  ces  2n  forces,  on  peut  :  1*"  ajouter  les  deux 
forces  agissant  en  un  même  point ,  puis  composer  les  n  forces 
égales  ainsi  obtenues;  2®  combiner  P^  avec  Q2,  P2  avec  Q3,  Ps 
avec  Q4,  ...,  Pn  avec  Q^ ,  ce  qui  donne  un  système  de  n  forces 
égales,  dont  les  points  d*application  divisent  les  droites  AiA^, 
A2A3,  A3  A4, . . . ,  AnA|,  dans  un  même  rapport.  Il  résulte,  de  là, 
que  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  B^,B^,B^,  ..., 


\ 


(*)  Voir  V Aperçu  historique,  p.  44. 
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Bu,  qui  divisent  lei  côtés  d'un  polygone  A|A,Âg 
même  rapport,  coïncide  avec  cebà  des  sommets  d 
Ce  théorème  subsisie  encore,  lorsque  les  poîn 
diviser  les  eôlés  du  polygone  plan  A|A,Ai...A, 
portionoelles,  rormem,  avec  ces  côtés,  des  tr 
B]A]A|, ...,  BnAnA),  semblables  et  semblablem 
En  effet,  soient:  (i,-,  yi),(X,-,  Y,)  les  coordonné! 
des  points  Bj,  A,-;  a,-  l'angle  de  Ai-A,-^,  avec 
BiAiKi+i;  p  le  rapport  i^.  En  projetant  A 
trouve 

X,  —  X,  =  AjB(C08(a,-t-  J]  =  p&,At^COs[E 

Par  suite,  p  etd  étant  des  constantes  : 

1(X,  —  X()  =  p2ÂS»C0g(ai  H-  4 

Or  2A|A)C08(<xt  +  à)  est  la  somme  des  proj< 
du  polygone  A^AjA,...  A.  sur  une  droite  faisant, 
p;donc 

2(x,-X,)  =  0, 
ou 

Sxi      a. 
n  n  ' 

C.  Q.  F.  D.  (J.  Pi 


Onestton  ST8> 


Ayant  posé 


S^  „  =  !•  +  2"  -*■  5«  +  . .  ■  -t-  »» 

If 

(')  Nous  igDoraiiB  ïi  cette  gënéraluatioa  ■  été  sigiulé 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


SftS.  Déterminer  une  courbe  C ,  telle  »  que  si  Ton  forme  une 
de  ses  transformées  c,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  relative- 
ment à  un  pôle  donné  0,  les  rayons  de  courbure,  en  deux  poioU 
correspondants,  soient  dans  un  rapport  donné. 

(Examen  de  Licence.  —  Paris.) 

éS4.  Une  surface  de  révolution  autour  de  Taxe  z,  en  coor- 
données rectangulaires, est  définie  par  Téquation  j?«=s/'(r),r  àaot 
la  distance  d*un  point  de  la  surface  à  Taxe  de  rotation.  Trouver 
réquation  différentielle,  en  coordonnées  polaires,  des  projections, 
sur  le  plan  xy,  des  courbes  tracées  sur  cette  surface  et  qui  jouis- 
sent de  la  propriété  que  le  plan  osculateur,  en  chacun  des  points 
de  Tune  d*elles ,  comprenne  la  normale  à  la  surlace  au  même 
point.  Prendre  r  pour  variable  indépendante. 

(Examen  de  Licence.  —  Lille.) 

S8S.  Calculer  les  valeurs  des  angles  x  et  y  qui  satisfont  aux 
relations 

(2  -t-  cosâx  -t-  8in2x)sin2t(  h-  (cosx  -t-  sinx)Gos2y  esO, 
â(cos2x  — siQâx)8iny  -t-  (cosx  —  sinx)co8y  =  0. 

(Collège  S'-Louis,  1833.) 

M6.  La  strophoïde  oblique  est  le  lieu  des  projections  d'un 
point  quelconque  du  plan  d'une  parabole  sur  ses  tangentes.  On 
demande  d'autres  modes  de  génération  de  la  strophoïde  oblique. 

(H.  Brocard.) 

587.  Si  Ton  place,  au  sommet  d'une  parabole,  le  pôle  d'une 
spirale  d'Archimède,  dont  le  paramètre  soit  moitié  de  celui  de  b 
parabole,  et  qu'on  fasse  rouler  intérieurement  la  spirale  sur  la 
parabole,  son  pôle  décrira  une  ligne  droite,  axe  de  la  parabole. 


I 


J 
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5M.  Par  un  point,  pris  sur  la  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  équilatéral ,  on  abaisse  les  perpendiculaires  aux  côtés,  et 
Ton  détermine  ainsi,  sur  les  côtés  du  triangle ,  six  segments,  a, 
6,  c  étant  trois  segments  non  consécutifs,  on  a 

(a  +  6-f-c)(o«  +  6*-i-c*)      5 
o'  -H  5'  -*-  c*  -*-  aôc  5 

(E.  Cbsaro.) 

M9.  On  joint  un  point  0  aux  sommets  A^  B,  C  d'un  triangle, 
et  Ton  cherche  les  points  A',  B',  C  d'intersection  des  droites 
ainsi  obtenues  avec  les  côtés  opposés.  On  sait  que  les  points 
BC.B'C,  CA  .C'A',  AB .  A'B'  sont  sur  une  même  droite  D.  Étu- 
dier les  relations  qui  existent  entre  le  lieu  des  points  0  et  Ten- 
veloppe  des  droites  D.  (E.  Cesaro.) 

590.  Théorème.  Si,  d'un  point  0  d'une  circonférence,  on 
abaisse  les  perpendiculaires  OM ,  ON  à  deux  côtés  d'un  triangle 
inscrit,  la  projection  du  troisième  côté,  sur  MN,  est  égale  à  MN. 

(E.  Cesaro.) 

591.  Théorème.  Soit  0  le  point  de  rencontre  des  diagonales 
d'un  quadrilatère,  M  et  N  les  points  de  rencontre  des  côtés  op- 
posés. Les  droites  OM,  ON  rencontrent  les  côtés  du  quadrila- 
1ère  en  quatre  points,  sommets  d'un  nouveau  quadrilatère,  dont 
les  côtés  opposés  concourent  vers  les  points  où  la  droite  MN  ren- 
contre les  diagonales  du  premier  quadrilatère. 

(E.  Cesaro.) 
ê9%.  Si,  dans  les  relations  : 

(2B  -*-  i)'  =»  (2  —  2')B', 

(4B  -♦- 1)>  H-  (4B  -I-  zY=i.{w  -4-  ty, 

(4B  -♦-  i)^  -^  (4B  -H  3)''==  (2B  h-  i)^ 

on  substitue,  aux  puissances  de  B,  les  nombres  de  Bernoulli 
correspondants,  symboliquement  définis,  par  la  relation  * 

on  obtient  des  identités.  (E.  Cesaro.) 


»-4 
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I.  On  considère  les  nombres  définis,  symboliquement,  par 
les  égalités 

(^-^ir -*-('- 4)^  =  0, 

Démontrer  les  relations  symboliques  : 

f,«(4B  -♦.  î)»  +  {C^.(4B  +  ar»  +  {C^{4B  ^  if 

2pc^  =  (4B  +  5)'-(4B  +  iy, 
-pi^.«(4B^ir^-(y-2)B,n. 

(E.  Cbsabo.) 

MA.  On  donne,  sur  un  plan  :  un  point  o,  une  circonférence, 
les  extrémités  a,  6  d*un  diamètre  de  cette  courbe  et  un  autre 
diamètre  D.  On  demande  de  déterminer,  sur  la  circonféreoee, 
un  point  m  tel  que  les  droites  ma,  fn6  interceptent,  sur  D,  no 
segment  vu,  du  point  o,  sous  un  angle  droit.    (Mannbeoi.) 

59S.  On  donne  une  ellipse  ;  on  prend  le  triangle  ac6,  formé 
par  les  deux  tangentes  ca,  c6  à  cette  courbe  et  la  corde  de  con- 
tact abf  et  Ton  détermine  un  point  m  d*où  Ton  voit,  sous  des 
angles  droits,  les  côtés  du  triangle  abc.  Quel  est  le  lieu  des 
points  tels  que  m ,  lorsqu'on  prend  tous  les  triangles  analogues 
à  ac6?  (Maivhheih.) 

SM.  Une  solution  particulière  de  Téquation  indéterminée 
étant  représentée  par  Tégalité 


(*)  Les  relations  entre  les  Nombres  de  Bemoulli  et  les  Nombres  dealer 
sont  fort  nombreuses  :  dans  divers  Mémoires,  j*en  ai  donné  qndqoes-iiDO' 
Celles  que  propose  M.  Gesaro  sont-eUes  nonvelles?  (E.  C) 
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démontrer  que  Ton  a  également  une  solution  en  posant 

0?==  5(539a»  +  392p»)  -*-  8«p(â16«  -4-  21ip)  -i-  7r(ii3a  h-  96p), 
y  =n  4  (1 47«»  —  226?")  —  27«p  (5a  -♦-  64(3)  -^  7r  (108«  h-  i  i  3^) , 

et  compléter  cette  solution,  par  la  détermination  de  la  valeur  de 
Zf  en  fonction  de  a,  p,  y. 

Applications.  Pour  a  =  l,  P  =  0,  y==l,  les  formules  ci- 
dessus  donnent,  après  suppression  d'un  facteur  commun , 

a:  =  ii3,    y  =  84; 
puis 

z=7  967. 

Pour  a=!3,(3t=2,y=7,  il  vient,  de  la  même  manière  : 

x  =  S7123,    y» 6214,    z  =  ^  262  580  453. 

(S.  Realis.) 
S97.  Une  solution  particulière  de  Téquation  indéterminée 

a:*  -  3y*  =  13«« 

étant  représentée  par  Tégalité 

4*  — 3p*  =  13r*; 
démontrer  que  Ton  a  également  une  solution  en  posant 

X  ==  76«»  -^  96a«p  +  i35«p«  -*-  i56p»  -♦-  13r(19a  -h  i2p), 
y  =  52a»  -f.  28**?  —  96«p'  -  57p»  -i-  i3r  (16a  +  i9p) , 

et  compléter  cette  solution,  par  la  détermination  de  la  valeur  de 
Zy  en  fonction  de  a,  p,  y. 

Cest  d'après  cela,  par  exemple,  que  les  solutions 

2*  — 5.1*  =  i3.i*, 
4* -3. 3*  =3 13.1', 

4*-3.3*  =  i3(— i)«. 


SUR  LA  FRÉOUEHCE  ET  LA  TOTALITÉ 
DES  NOMBRES  PREMIERS; 

par  H.  H.  Brocud,  capiUiiae  du  Génie,  k  Aluer. 
■Suili,  TDir  t.  V,  pp.  I,33,SS,I<3,S63,ST0,  UT  et  I.  VI,  p.  KUf.) 


Les  forniules  de  Gauss,  de  Legendre  et  de  Tchbbyghef  ne  sont 
pas  les  seules  évaluations  de  la  totalité  des  nombres  premiers , 
dans  des  limites  données.  Ribhann  en  a  fait  eonnaitre  une  autre, 
dans  un  travail  présenté  à  l'Académie  de  Berlin,  en  novembre 
1 8S9.  C'est  la  formule  dont  il  a  été  question  au  début  de  ces 
articles  (t.  V,  p.  5);  mais  le  célèbre  analyste  n'a  pas  résolu  le 
-  problème  de  la  représentation  générale  des  nombres  premiers. 
Je  suis  heureux  de  pouvoir  au  moins  donner  ici  une  idée  de 
ce  Mémoire,  grâce  à  une  obligeante  communication  de  M.  A. 
Gehocchi. 

En  désignant  par  Z{s)  la  somme  2,—,  étendue  à  tous  les  nom- 
bres entiers,  si  s  est  de  la  forme  a  -+■  pi/ —  i  avec  a  >  1,  on  a, 
suivant  une  formule  d'EoLER, 

p  prenant  toutes  les  valeurs  des  nombres  premiers  supérieurs  à  1 . 
Soit  F(aw)  la  totalité  des  nombres  premiers  p  inférieurs  è  X". 
On  a 

!î8lW  =  y-7(„,-.-.,.,  .'....„) 

avec 

f(x)  =  F[x)-^iv{x^)  +  iFix^)-f.-    ...     (2) 

Pour  tirer,  de  l'équation  (I),  l'expression  de  la  fonction/^ 
VI.  51 


^  désignai 
parvient  à 


où  k  dési 
Li(x).  El 


en  adopta 
lieu  de  la 

L'auteu 
des  formu 

M.Dra 
de  U  forn 


(PA.7.  ÎSa 

On  a  VI 

préférable 

Ace  pi 
matik,  de 
pour  la  t 


nombre  premier  p.  Celle  formute  est,  paratt-il ,  très-approchée. 
Elle  a  pour  expression 


Si  l'on  s'astreint  à  ce  que  la  totalité  des  nombres  premiers 
augmente  de  quantités  égales,  l'intervalle  qui  comprendra  ces 
groupes  augmentera  lui-même  rapidement. 

Exemple  : 
Il  existe  100  nombres  premiers  entre        1  el    534  diff.  533 
100        >  >  524      1040     .     gl6 

100        .  <  1040      1760    '     720 

100        .  .  1760      2594     .     834 

100        .  .  2594      3392    .     798. 

On  observe  encore,  dans  la  succession  des  différences,  cette 
irrégularité  qui  empêche  de  saisir  la  loi. 

ùpoitulatum  de  M.  fiBUTnAna,  démontré  par  H.  Tcbebtcbef 
ÇN.  C.  M.,  1.  V,  p.  71),  parait  avoir  une  trés-grande  importance 
dans  l'étude  qui  nous  oceupe. 

11  établit,  en  effet,  qu'il  existe,  à  partir  de  a  =  160,  au  moins 
un  nombre  premier  entre  a  et  2a  —  1. 

II  tsl  probable  qu'il  existe  plusieurs  nombres  a,  h  partir  des- 
quels l'intervalle  (2a  —  1)  —  a^a  —  1  ne  renrerme  plus  qu'un 
seul  nombre  premier;  ces  nombres  doivent  être  Irès-éloignés 
dans  la  série  naturelle;  peut-être  sont-ils  formés  de  plusieurs 
centaines  ou  milliers  de  chiffres. 

On  peut  aussi  considérer  comme  exactes  les  propositions  sui- 
vantes, fondées  sur  une  simple  induction  : 

La  différence  2n,  entre  deux  nombre»  premiers  consécutif», 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  à  partir  de  2. 

Ces  valeurs  quelcoTiques  régnent  dans  toute  l'étendue  de  la  table 
des  nombres  premiers. 


Il  cite  il  ce  propos,  incidemment,  ce  théorème  de  Legendre  : 

On  peut  trouver  pn  —  i  nombres  impairs  consécutifs,  non  pre- 
miers, et  divisibles  chacun  par  quelqttes-uns  des  nombres  3,  S, 
7,...,p,,p.+,. 

Dans  la  table  de  Burckhardl,  on  trouve  que  les  deux  nombres 
premiers  3  029  867  et  3  029  947  (diff.  80)  sont  consécutirs. 

Suivant  Legendre,  on  ne  saurait  trouver  plus  de  ;>„  —  1  nom- 
bres impairs  consécutifs  dont  chacun  fût  divisible  par  quelqu'un 
des  nombres  premiers  3,  S, ...  pn+ti  mais  Legendre  n'a  fait 
que  donner  à  la  proposition  une  grande  probabilité.  Ainsi,  il  n'a 
point  prouvé  que  la  formule  Ax  -t-  B,  où  A  ef  B  sont  premiers 
entre  eux,  ou  encore  que  la  progression  arithmétique 


J-t-A,    B-i-2\,    B-t-3A,  . 


renferme  une  infinité  de  nombres  premiers. 

Cette  importante  proposition  a  été  démontrée  par  Lejeune- 
Dirichlet,  dans  un  Mémoire  présentée  l'Académie  de  Berlin 
(27  juillet  1837),  traduit  et  publié  par  Terquem  dans  le  Journal 
de  Math.  (t.  IV,  1839,  p.  393).  Il  débute  ainsi  : 

■  Il  suffit  de  considérer  attentivement  la  suite  naturelle  des 
nombres  premiers  pour  y  découvrir,  par  voie  d'induction,  une 
foule  de  propriétés  dont  la  généralité  sera  rendue  d'autant  plus 
probable,  que  l'inductioii  aura  été  poussée  plus  loin.  Mais  la 
démonstration  rigoureuse  de  ces  propriétés  est  ordinairement 
sujette  aux  plus  grandes  difficultés.  ■ 

Déjà  M.  Desboves  avait  indiqué  en  quoi  consiste  l'imperfec- 
tiou  de  la  démonstration  de  Legendre  (  Nouv.  Ànn.,  18S5,  t.  XIV, 
p.  281). 

Dirichlet  a  donné,  dans  le  tome  XLVII  du  Journal  de  CreUe, 
une  démonsU-alion  de  la  loi  de  réciprocité,  plus  simple  que  celles 
de  Gauss  (voir  iV.  C.  3t.,  t.  Il,  pp.  233  et  266)  ;  puis,  incidemment, 
il  a  prouvé  que  les  formules  8x  -i-  1 ,  Sa:  -f-  3,  8i  -t-"8,  8i  +  7 
renferment  une  infinité  de  nombres  premiers.  H.  Serret  a  repris 
ces  démonstrations  dans  une  forme  élémentaire  (J.  de  Math., 
t.  XVII,  p.  186,  et  N.  C.  M.,  t.  V,  p.  37). 


Nous  venons  de  ciler  un  Mémoire  de  M.  Desboves.  Voici 
quelques  conclusions  qu'il  nous  a  paru  nécessaire  de  signaler. 

M.  Desboves  a  indiqué  le  pottulatum  de  Bertrand  comme  une 
conséquence  d'un  théorème  de  Legendre;  mais  il  critique  la 
base  de  Legendre,  qui  y  a  été  conduit  par  induction,  suivant  une 
remarque  de  Lejeune-Dirichlet. 

Legendre  en  a  déduit,  aussi,  qu'il  existe  toujoui^  an  nombre 
premier  entre  n  et  n-t-2i/n-*-l. 

M.  de  Polignac  a,  de  plus,  énoncé  le  théorème  suivant  : 

Entre  un  non^re  et  son  carré,  il  y  a  toujours  un  nombrt  pre- 


M.  Desboves  a  aussi  formulé  la  proposition  suivante  : 

Entre  deux  carrés  consécutifs,  il  existe  toujours  au  maint  deux 
nombres  premiers. 

Il  énonce  ainsi  et  complète  le  théorème  de  Goldbach ,  ou 
plutôt  de  Waring  (iV.  C.  M.,  t.  V,  p.  304)  : 

Tout  nombre  pair  (excepté  2}  est  la  somme  de  deux  nombres 
premiers,  au  moins  de  deux  maràéres;  et  lorsque  le  nombre  pair 
est  double  d'un  nombre  impair,  il  est  toujours,  simul^tnément,  la 
somme  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  4n  + 1,  ef  te 
somme  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  4n  —  1 . 

Cette  proposition  a  été  vérifiée  jusqu'à  10000. 
On  doit  à  Lagrange  une  proposition  analogue  : 

Tout  nombre  premier  f,  de  la  forme  4n  —  1,  est  égal  à  un 
nombre  premier  p',  de  la  forme  4n  +  1 ,  augmenté  du  dotale  d'un 
nombre  premier  p",  de  cette  seconde  forme.  (JV.  C.  if.  QoBSrmN 
320.) 

M.  Sylvesler  a  annoncé  la  solution  complète  du  problème  de 
la  décomposition  d'un  nombre  en  une  somme  de  deux  nombres 
premiers.  Il  a  aussi  donné  une  démonstration  du  théorème  sui- 
vant, qui  généralise  celui  que  Legendre  avait  déjà  énoncé  : 
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SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


Le  dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales  contient  la  démon- 
stration d'un  remarquable  théorème ,  du  à  M.  Faure,  et  que  Ton 
peut  énoncer  ainsi  : 

Par  un  point  M  d'une  surface  du  second  degré,  on  mène  trois 
plans %rectangulair es  yMz,  zMx,  xMy.  5t  Von  désigne  par  A,  B, 
C  les  rayons  de  courbure  des  trois  sections ^  et  par  a,  ^,y  les 
angles  formés,  avec  Mx,  My,  Mz,  par  la  normale  MN,  on  a 

sin'a       sin'ô      sin'r 

1 — — ^  H -—  =  const.y 

ABC 

quels  que  soient  les  trois  plans. 

L'honorable  auteur  ne  s'est  pas  demandé,  semble-t-il,  quelle 
est  la  valeur  de  la  constante?  Cette  question  est  facile  à  résoudre. 
En  effet,  si  Mz  coïncide  avec  MN,  la  fonction  considérée  devient 

i        i 
B,       C/ 

Bf ,  C^  étant  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  NMx^ , 
NMy-i  Q.  Mais,  par  un  théorème  d'Euler,  bien  connu, 

1     J_  — JL       ^       Rt-i-R, 
B|      C|      R|      R]         RiRs 


{*)  Ce  premier  résultat,  évident,  résulte  aussi  des  formules  développées 
à  la  page  419  des  Nouvelles  Annales,  Une  de  ces  formules  est  fautive;  mais 
celles  qui  la  suivent  sont  exactes. 
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Nous  pouvons^  au  moyen  des  éléments  qui  entrent  dans  ce 
tableau  y  former  le  déterminant  de  déterminants  : 


D»» 


(a.6,)  {oJh)  (aA) 
(6,c,)  (6,c,)  (6bC*) 
(cioj    (ca)    (c>6i) 


ou 


(aA)  = 


Cl    a, 
6.    6. 


,  etc. 


Je  dis  que  Ton  aura 


D  = 


Cl 

Ofl 

«i 

6i 

6. 

6. 

Ci 

Cl 

Cs 

«t     «I     o* 

6,     6b    6^ 
c,    c,     c* 


fi\ff 


D'D 


On  pourrait  démontrer  cette  propriété  de  différentes  manières. 
La  méthode  la  plus  simple,  nous  semble-t-il,  est  la  suivante  : 
D'après  une  remarque  due  à  M.  Falk  (*),  si  D'  est  nul,  on  a 

ai^^kof-h  kfogy 

C|  s=s  ilCt  -ft-  *'Ci. 


Mais  alors. 


(a,6J  =  k{ajH)  -^  *'(aA),  etc. 


En  conséquence,  puisque  (ajf^)  »>  0,  on  a, 


D  =  — Jk' 


(<h6.)    (oA)    (obÔi) 

(ftiC)     (M    (ft^*) 
(CfOs)     (CtOi)    (coa) 


=  0. 


Par  suite,  D  est  divisible  par  D'  et,  de  même,  par  V. 
On  peut  donc  poser 

D  =  ffiD'D''. 


(•)  N.  C.  M.,  t.  IV,  p.  575. 


Nous  ne  nous  sommes  occupé,  jusqu'à  préseni,  que  des  déter- 
minaDis  multiples  à  trois  rangées.  Le  théorème  s'étend,  avec 
quelques  modifications,  aux  tableaux  rectangulaires  à  m(m — 1) 
éléments  et,  de  là,  à  ceux  qui  en  contiennent  mn. 

Sott  encore  le  déterminant  multiple 


a,  Ot  a,  a^  «i  a* 

b,  bt  (h  b,  b^  ht 

C|  Ci  C|  C(  «i  C( 

d,  d,  d,  d,  dt  rf, 

e,  e,  es  e»  e,  e. 


Formons  le  déterminant 


(oi6,<!.rf,)  (aj>,c,d,)  {aJ't'^A) 
(6,c,die,)  {b^ifli'i)  (bzCtd^) 
(c,d,e^,)    {cAe^Oi)    Mte.n») 


Nous  pouvons  observer  encore  que  si 


6,  =  W,  H-  A'6,  +  k"b,  -h  *"'6„ 


En  conséquence, 

et  ainsi  de  suite. 

Lorsque  D'  est  nul ,  D,  ayant  deux  colonnes  dont  les  éléments 
sont  proportionnels,  est  également  nul. 

Il  en  résulte 

D  =  A.D'.D". 
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Si ,  au  contraire,  nous  éliminons  y,  successivement  entre  (1) 
et(3)9  (1)  et  (3),  (2)  et  (3),  nous  obtenons*  les  trois  équations 
quadratiques 

(aA)»*  H-  xz  \  (aA)  -*-  (0,6,)  \  -h  «'(oA)  =  ^ . 
(6,c,)a;*  -+-  xz  {(ftiC*)  -4-  (65C1) }  -1-  «'(ftjCi)  =  0, 
(ciOa)x*  -+-  xz  \  {c^ai^  -♦-  (cja,)  |  -♦-  «'(cso*)  =0; 

et,  par  suite,  comme  résultant  : 


R'  = 


(aA)     («A)  -*■  («361)    («364) 
(6,c,)    (6,0^)  -f-  (65C,)     (63C4) 


0. 


Il  est  aisé,  en  se  servant  des  résultats  obtenus  au  commence- 
ment de  cette  Note,  de  démontrer  Tidentité  des  expressions 
R  et  R\ 

Nous  signalerons  ici  une  propriété  des  déterminants  rectan- 
gulaires, à  n  -H  1  colonnes  et  n  4- 1  rangées,  que  nous  avons 
démontrée  ailleurs  (*),  par  une  méthode  qui  ne  peut  être  déve- 
loppée dans  ce  Recueil. 

La  somme  des  n  déterminants  çue  ron  obtient  en  prenant, 
dans  le  tableau  rectangulaire , 


A  = 


an    an 
Ofi     «a 


^•1      <^kï      •••       ^ii,M-i 


successivement  n  —  1  rangées  forpiées  des  n  premiers  éléments 
des  rangées  correspondantes  de  ^^et  une  rangée  formée  des  n 
derniers  éléments  de  la  rangée  restante  de  A,  est  égale  au  détermi^ 


(*)  Sur  quelque»  pointi  de  la  théorie  de$  formes  alg^ique»,  p.  48,  Mim.  di 

LA  Soc.  EOT.  DBS  SCIBNCIS  DI  LiÉGB,  t.  IX ,  â^^série. 


—  «7  — 

points  doubles  aui  sommets  D,  B  des  deux  tiges  adjacentes  h 
deux  tiges  inégales.  Ce  cas  limite  de  l'ovale,  dont  deux  foyers 
se  confondent  au  point  double,  ne  porte  plus  le  nom  d'Ovale  de 
Descartes:  c'est  un  limaçon,  une  conchoïde  de  cercle,  une 
épicycloîde  raccourcie  pour  la  base  de  la  roulette  el  allongée 
pour  la  courbe  roulante,  si  l'on  suppose  la  tige  axée  a  plus 
longue  que  la  lige  mobile  b  ;  les  mêmes  courbes  intervertissant 
évidemment  leurs  râles,  si  la  lige  AB  est  fixée  à  son  tour,  la  tige 
idD  devenant  libre. 

Peut-être  M.  Mannheim,  à  qui  ces  réflexions  ne  sauraient  avoir 
échappé  que  s'il  a  prêté  une  médiocre  attention  à  son  théorème, 
a-t-il  donné,  à  ce  dernier,  un  énoncé  manquant  de  précision, 
'  afin  de  provoquer  ces  observations.  H.  Dubois ,  ayant  omis  de 
les  sig:naler,  je  vais  les  développer,  en  reprenant  sa  solution 
(d'où  on  pourrait  à  la  rigueur  les  tirer),  parce  qu'une  confusion 
dans  les  points  m,  D,  intervertis  dans  sa  solution,  rend  celle-ci 
incompréhensible,  et  parce  qu'on  peut  obtenir  tous  les  résultats 
sans  le  moindre  calcul,  alors  que  ceux  qu'il  indique  sont  peu 
propres  à  être  luivitpar  une  interprétation  géométrique  continue, 
ce  qui  est  toujours  à  souhaiter  dans  les  quesUons  géométriques. 

Supposons  tracée  la  figure,  en  prenant,  pour  fixer  les  idées, 
a  >  A  ;  traçons  la  diagonale  mA  passant  par  les  sommets  d'arti- 
culation des  cêiés  égaux:  ce  sera  un  axe  mobile  de  symétrie  du 
quadriUlére.  L'équation  bipolaire  de  la  courbe  des  points  M, 
intersection  des  liges  tournantes,  s'obtiendra  immédiatement, 
soit  rapportée  aux  pôles,  extrémités  de  la  tige  mD,  soit  à  ceux  de 
la  tige  AB,  par  l'application  du  théorème  des  segments  détachés 
sur  la  base  DM,  du  triangle  mDM,  par  ta  bissectrice  du  som- 
met m. 

Soient  r,  u  les  rayons  vecteurs  du  point  M,  relativement  aux 
sommets  fixes  m,  D;  et  r',  u'  les  rayons  vecteurs  du  même 
point,  relalivemeni  aux  sommets  mobiles  A,  B,  réciproquement 
situés  sur  les  tiges  interverties  :  de  telle  sorte  que  : 


On  B  iimnédittteinent,  par  le  théorème  de  la  lùssectrioe  : 


Par  suite,  l'équaiion  bipolaire  (m,  D)  de  la  b«se  de  la  nnleoe 


6-;-' 

Celle  de  la  courbe  roulante  (pâles  A,  B)  est,  de  son  côté  : 

^-^=1 


On  reconnaît  l'équation  générale  des  Ovales  de  Descartes  rap- 
portées à  deux  de  leurs  foyers,  o  et  fc  étant  les  rayons  des  cewfes 
ayant  pour  centres  les  foyers  correspondants,  et  qui  passent  pir 
les  points  de  contact  imaginaires  des  foyers  alternés,  considérée 
comme  cercles  infiniment  petits,  doublement  tangents  à  l'onle. 
Or,  a  dans  le  premier,  b  dans  le  second,  étant  ^ux  à  la  dislaott 
focale,  les  foyers  D,  B,  adjacents  aux  côtés  inégaux,  sont  poials 
doubles  de  la  courbe.  Celle-ci  est  donc  une  ovale  à  point  double, 
ou  un  limaçon  ayant  pour  point  double,  à  branches  imagiitaira 
pour  la.  courbe  (1)  et  à  branches  réelles  pour  la  courbe  (3),  les 
'sommets  articulés  qui,  dans  le  mouvemoit,  peuvent  passa*  l'on 


ttogienles  en  ud  autre  point  i  courbure  finie  dans  les  deux,  e  i 

roulement  des  arcs  qui  s'y  louchent  produit  le  mouvement  i  i 
singulier  de  la  tige.  On  observera  que  le  mouvement  singu 

peut  s'intercaler  dans  le  mouvement  principal;  et  c'est  Ui  ce  ■  i 

nous  autorise  k  faire  ce  raisonnement  qui  suppose  les  ài  : 
mouvemenu  non  distincts. 

Observons  qu'une  rotation  complète  ramène  le  quadrilat  i 

dans  sa  position  primitive  (*).  Supposons-le  parti  de  la  posit  i 

couchée  sur  la  tige  fixe,  le  point  B  confondu  avec  D  et  le  poin  - 

dans  le  prolongement:  le  mouvement  comprendra  quatre  périod  \ 

Dans  la. première,  les  deux  tiges  6  s'ouvrent,  ainsi  que  le  qi 

drilatère,  jusqu'à  venir  dans  le  prolongement  l'une  de  l'aut  : 

Soit  ^  la  position  du  point  B ,  correspondant  à  cette  dernit  < 
position  :  elle  représente  le  centre  instantané  de  rotation  actu 

et,  comme  la  tige  mR  ne  peut  s'ouvrir  davantage,  elle  est,  en  < 
moment,  tangente  en  p  aux  deux  courbes  (rail  et  roulette), 
tangente  au  limaçon  (1),  menée  du  foyer  extérieur  m,  est  do 

égale  à  a,  ce  que  l'on  sait  d'autre  part;  mais,  en  outre,  |3  étant  : 

position  actuelle  du  point  double  B  du  limaçon  (2),  on  voit  q  < 

l'angle  i^  de  ses  tangentes  au  point  double  est  donné  par  . 
relation 

Dans  ce  premier  mouvement,  une  moitié  de  la  boucle  cxt 
rieure  de  la  roulette  a  roulé  sur  la  partie  du  demi-rail,  cor 
prise  enu-e  son  sommet,  à  l'opposé  de  m  relativement  à  D,  et 
point  de  contact  de  sa  tangente  par  le  foyer  m. 

Une  seconde  période,  pendant  laquelle  tes  tiges  6  se  replie  i 
pour  former  un  angle  A,  concave  dans  B,  jusqu'à  se  coucher  i 
nouveau  sur  mD,  mais  entre  m  et  D,  est  fournie  par  la  rotatit  i 
de  la  demi-boucle  intérieure  de  (2),  sur  la  moitié  de  l'arc  de  ( 


(')  Observation  qui'  peut  paraître  oaÎTe  ici,  mais  qui  n 
utilité. 


Â 


—  «M  - 

1*  Conchoïdedu  cercle  : 


dont  les  rayons  vecteurs  sont  raccourcis  de  la  loagueiir  con- 
sieaie 


3"  Podaire  de  l'origine  D  et  da  cercle  de  rayon  3R,  dont  le 
centre  est  dislaol,  du  point  projeté,  de  la  longueur  2r. 

Posons,  pour  faciliter  le  langage,  la  série  de  rapports,  évidem- 
ment égaux,  d'après  ce  qui  précède  : 

a       b  a-b  a*.— 6*      V-r*^'  ^' 

Ils  permettront,  dans  la  suite,  de  considérer  comme  données 
ou  inconnues  à  volonté,  soil  les  couples  (a,  b)  et  (R,  r),  soit  les 
mêmes  couples  intervertis;  et  de  construire  Taeilement  les  incon- 
nues au  moyen  des  données.  Formons,  de  plus,  les  expressions 
qui  en  découlent  : 

(R»  — »*)(o'-6^  =  aV,    (o'-fr*)RV  =  (R»-H)'.        {») 

(La  fin  produiinement.) 


{')  Des  deux  derniers  rapports,  l'avant-deroîer  sert  de  définition  li  R  et  r  ; 
le  denùer  provieot  de  la  substitution  bomogène  de  R  et  r  aux  quanlilâ 
a  et  6  do  prëcédeni,  qui  leur  sont  proportioDnelles. 


On  est  BÎDsi  conduit  &  substituer  te  rapport  ^^  an  rapport  ^~> 
employé  par  M.  Reuleaux.  Voici  les  exemples  les  plus  fréquenls  : 


parabole  semij- cubique 

(»=D  r.-{- 

OQ      1 
AC~5 

1        du  second  degré 

("■=«)   •={■ 

*  "°3 

cubique    .    .    . 

(m -3)      .  _|, 

1 

(£.  Cesaro.) 


DEMONSTRATION 
DU  THÉORÈME  DE  STAUDT  ET  DE  CLAUSEN  C): 


TnÉonÈHE.  fn  posant 
on  a,  pour  Bb  ,  l'exprestion 


(*)  Les  principes  de  cette  dëmonstration,  sssec  simple,  sont  dûs  à 
H.  Sleni  (Bàtrâge  fur  Théorie  dtr  Bemoultitchen  tmd  Euleneht»  ZiMtn, 
Zweiter  Beilrag.  Gôttingen  1880).  Je  n'ai  pas  été  en  état  de  la  comparer 
avec  celle  que  Staudt  a  donnée,  dans  le /oumol  (fe  CrcUe,  t.  XXI;inab  je 
dois  supposer  qu'il  y  a  one  différence  essentielle  entre  les  denx  démonstra- 
tions, attendu  que  M.  Hermile  appelle  celle  de  Standt  •  profonde  et  diffl- 
cile  .  {N.  C.  M.,  t.  VI,  p.  ISS).  (R.) 


D'autre  pari,  le  dévelo[^eineDt  dé  l'expressioD  (e* —  1)",  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x,  a  pour  premier  terme  af. 
Par  conséquent,  le  coefficient  0»,.  s'évanouit  pour  m  <  n,  et  il 
est  égal  au  produit  1.2...n,  pour  m  =  n. 

Pour  prouver  que  le  coefficient  Om,**  pour  tn  >  n,  est  divisible 
par  le  produit  1.3...n,  nous  tirons,  de  l'équation  (6)  : 

no.,.,,,  =  n"'  —  n.fi,{B  —  i )"-•-!-  «.n,(»  — 2)"'' -, 

»o«-,,_==  n,(»—l)»-'  —  2.rtKn  — «}—'  +  ■■•; 

puis,  par  addition, 

«■rf,  =  «ll»-l..^l  +  «0—1..- 

Nous  avons  donc 

«-..-=  no- -ij-i  •»-  n'am-%n~t  -*•  —  ■*■  n'"<i-,..-i  -*-  «"—***. 2...»; 

d'où  il  suit  (par  des  conclusions  successives)  que  le  produit 
1.2...n  divise  le  coefficient  Om^n- 

S.  Supposons  n  -f- 1  compote.  La  quantité  ««,«  ^'^"'  divisible 
par  l.â...  n,le  sera  aussi  parti  +  1,  si  n  surpasse  3.  El,  pour 
n>B3,ona 

o^,=.5-  — 3..î--4-5,.l-  — 3(5— '-I-4)  — 3.S-, 

de  sorte  que  am,z  est  divisible  par  4,  pour  m  pair. 

Le  nombre  n-f-1  étant  premter,  soit  »i=>pn.  Après  avoir, 
soustrait  de  l'équation 

a^.  =  rr-  n,(n  -iy  +  -.  -*-  (-  l)"-*fi^,l'" 

l'identité 

0  =  1— rt,-i-  ... +  (_1)— n,_,+(— I)", 

nous  trouvons  immédiatement,  au  moyen  du  théorème  de  Fer- 
mat, 

a^.  -I-  1  ^0    (mod.  n  -i-  1). 


À 


—  sw  — 

pretnieri  tels  gue 

a  —  i     p— 1  i  — ;< 

2      '  2  •  2 

(ojenl  divùeurt  de  m. 
Le  théorème  de  Slaudt  et  de  Clausseo  est  donc  démontré. 

Note  du  Rédagtbcr.  —  La  démonstration  précédente  a  uae 
^ode  analogie  avec  celle  que  j'ai  publiée  dans  le  Bulletin  des 
Science»,  de  M.  Darboux.  Le  savant  Professeur  de  Bromberg  a 
rédigé  son  travail  avant  d'avoir  pu  connaître  le  mien  :  ainsi , 
aucun  de  nous  deui  n'a  de  réclamation  i  lâire. 

Dans  sa  lettre  d'envoi,  H.  Radicke  fait  observer  que  la  démon- 
stration actuelle  est  peut-être  un  peu  plus  directe  que  l'autre. 
Cela  est  bien  possible. 

Autre  analogie  :  d'après  l'égalité  (6), 

<i...  =  i"(o-)  =  flA-'0-'); 

donc  la  formule  (S),  de  M.  Radicke,  ne  diRÎ^  pas,  an  fond,  de 
ma  formule  (A). 


DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  DE  STERX  r)- 

(Extnit  d'âne  lettre  ds  H.  Ridieke.) 


•  J'ai  vu,  plus  tard,  que  les  formules  de  Stem  ne  sont  pas 
autre  chose  que  des  cas  particuliers  de  formules  (rès-géaérales 
de  Lucas. 


{*)  Otta  démoDstntioii,  rédigée  d'âne  insmire  on  pea  diSirente,  &  été 


—  509  — 
et,  plus  généralement, 

F(2B  -H  i)  -f.  F(2B)  —  2F (B)  =  0. 
A  cause  de  Téquation  (1),  on  a  aussi 

F{2B  H-  <)  -4-  F(2B)  —  F(B  ^  i)  —  F(B)  =  —  F(0). 

En  posant 

F(aî)  =  (x  — i)-x",        (n>2) 

nous  obtenons 

(ÎB^ÎB  -♦-  i)"  ^  (2B)"(2B— iy— B'-{B  +  1)"—  B"(B  — iy«=0. 
Si  m  +  n  est  pair^  il  résulte  de  la 

2(«-H.»_4)B^^.(2«+»-._4)(„,^,w,)B.^..,H....  =  0; 
et,  si  m  4-  n  est  impair  : 
(2"*"-'-^)(ni-  mi)B^,*4.  (2-h--»-  ^X«»-»»*»)B^-3  -^  -  =  0.  » 


GORRESPONDAHCE. 


Extraits  de  diverses  lettres  de  M.  E.  Lemoine.  —  c  Dans  la 
note  3  y  page  366  de  la  iV.  C.  M.,  a(mt  1880,  vous  dites  : 

Étant  donné  le  triangle  DHF,  comment  en  'déduire  le  triangle 
ABC  (*)? 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure* 
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Hais 

i6T* »'  —  }'  —  »'•(- îjV +  *«'''•<- S*'»'- 

Remplaçant  n^  y*,  z*  par  leurs  valeurs  (1),  développant  et 
réduisant,  00  trouve 

trv  ■<-  2.55(0"  *  i"  ^-  OT 
H- 17(0"  +  6"  +  c")  —  50(t'V"  ■>-  aV  +  6"o")  =  0 ; 
d'où 


— (o'^^^''■^-^^^-^^^6(-o"-^"-e"-|■^t"^"■«■^o'''"■^■8o"''-|' 
~  62 

Si  l'on  appelle  T' l'aire  du  triangle  DHF,  on  aura  donc 

I6T'  — (o'^-^^l''^-t-) 
52  ' 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


gOESTIOH  PnOTOBiE  AD  CORCOURS  GÉntiHAL  DB  MATHdHATIQUBS 

él£mb[Ita[rb8  (t87S,  Paris). 

On  donne  les  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  ABC  ;  det  lommeta  A, 
B,  C,  comme  centres,  on  décrit  trois  circonférences,  qui  se  tou- 
chent deux  à  deux,  extérieurement. 

Déterminer  les  rayons  des  deux  circonférences  tangentes  aux 
troit  premières  (*). 

On  sait  que  les  circonférences  A,  B,  G  ont  pour  rayons  p — a, 
p  —b,  p — c,  ei  que  leurs  points  de  contact,  a,  p,  /,  sont  ceux 
où  le  cercle,  inscrit  au  triangle  ABC,  toucbe  les  cAtés  de  celui-ci. 
Soit  AA'^A,  la  hauteur  perpendiculaire  à  BC.  Soient  encore  :  T 
l'aire  du  triangle,  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  r  le  rayon  du 
cercle  inscril.  Désignons  enfin,  par  U|,  Uj,  pf,  p,  les  centres  et 
les  rayons  des  cercles  cherchés,  l'indice  1  se  rapportant  au 
cercle  extérieur. 

Transformons  la  figure,  par  rayons  recteur*  réciproques,  en 
prenant  «  pour  pôle,  et  en  choisissant  la  constante,  de  manière 
que  la  circonférence  A  se  transforme  en  elle-même.  Les  circonfé- 
rences B,  G  se  transforment  en  deux  droites  L,  h',  perpendicu- 
laires k  BG,  et  tangentes  à  A. 

Quant  aux  circonférences  cherchées,  leurs  transformées  seront 
des  circonférences  égales,  tangentes  h  L,  L'  et  A,  ayant  p  —  a 
pour  rayon ,  et  dont  les  centres  9^ ,  6)  seront  sur  AA',  de  part  et 


(*)  Une  solation  de  ce  problème,  due  à  M.  Anbert,  a  para  dans  les 
KomtlUt  AnnaUt.  (T.  XV,  p.  518.) 

VI.  35 


—  515  — 

Soient  m,  m' les  racines  de 

réquation  (1)  équivaut  à 

A(ii  — fflp')[p  — m'p')  =  D, 
ou  à 

n  n 


A(l— m){l— m')      A-»-^B4-C 

q,  q'  étant  les  distaoees  de  T  aux  points  F,  F'  qiii  divisent  la 
droite  00'  dans  les  rapports  «  :  1,  m'  :  1.  Par  conséquent, 
d'après  un  théorème  connu,  renveloppe  de  T  est  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  points  F,  F'  ;  le  carré  de  l'axe  perpendicu- 
laire i  FF  est  égal  &  4D  (A  -t-  B  +  G). 
Soient  a,  C  les  milieux  de  00',  FF'  ;  on  trouve  facilement  : 

00'  00' 

O'F--^,    0'F'  =  -£l-r; 


-0T~  OQ't'"'*""') 


(I— m)(l— m')         A  +  B-t-C 
^-4(0'P^OT)-100'-i^;j^..    .    (S) 

La  conique  est  donc  parfaitement  déterminée. 

Nous  venons  de  supposer,  implicitement,  B*  —  ^AC  >  0. 
Cependant,  les  conclusions  subsistent  encore  dans  le  cas  con- 
traire. Seulement,  les  points  F,  F'  sont  alors  les  foyers  imaj^i- 
nat'res  de  la  conique,  et  l'on  a 


OO'VWC— B* 


les  lettres  a,  c  ayant  la  signification  habituelle.  Le  centre  résulte 
de  la  formule  (3). 


Si  B*  —  MC  =  0,  lesdeui  hyén  sont  eoDfbndus,  ei  renn- 
loppe  est  une  circonrérence. 

Supposons  m'=i ,  on,  ce  <|ui  revient  au  même,  A-f-  B  +  C=0. 
Le  poini  F'  étant  rejeté  à  l'infini,  il  est  &  prévoir  qae  la  courbe 
cherchée  est  une  parabole  ;  c'est  ce  que  l'on  peut  démontrer  direc- 
ment.  L'équation  (1)  peut  s'écrire 

D  D 

Menons  OP,  O'P',  PQ  perpendiculaires  à T ;  OH  et  QA ,  res- 
pectivement, perpendiculaires  k  OP,  00'.  Les  triangles  sem- 
blables OO'H,  FQA  donnent 

„.      OH.FQ      (p-pQy  D 


00'         00'        (A— q.oo* 

La  distance  FA  étant  constante,  l'enveloppe  de  T  est  l'antipo- 
daire  d'une  droite;  par  suite,  c'est  une  paratwle. 

Si  l'on  applique  les  résultats  précédents  aux  équations 

p'  — ;»'»— D,    p*-»-p''  =  D, 

on  trouve  les  théorèmes  suinnts  : 

Dans  toute  parabok,  les  carrét  des  distances  d'une  tmgentt 
fuWconçwe,  à  deux  points  fixes,  situés  «ur  Taxe  et  symétriques  par 


p,  p'  élani  les  distances  d'une  tangente  T  à  deux  points  de 
référence  O,  Qf. 

Soient  :  M  le  point  d'intersection  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines  T,  T'  ;  OP,  O'P'  des  perpendiculaires  à  T  ;  OQ ,  O'Q* 
des  perpendiculaires  à  T  ;  R,  R'  les  points  où  OP,  O'P'  ren- 
contrent T.  On  a 

PR        HP 
P'R'""m'P'' 

Si  Ton  néglige  les  inâniment  petits  du  second  ordre,  PR, 
P'R'  représentent  les  accroissements  de  OP,  O'P'  (*).  Par 
conséquent,  la  dérivée  %  est  égale  au  rapport  dans  lefjuel  le 
point  de  contact  de  la  tangente  partage  la  distance  des  projections 
despoinU  de  référence. 

Rbharque  III.  Supposons  que  les  perpendicnlaires  O^Pi  =<pi , 
0]P,~=P2,  OiPz=Pi,..;  abaissées  des  points  fixes  Oi,  Oj,  Og,... 
sur  une  tangente  quelconque  T,  à  une  courbe  donnée,  vérifient . 
la  relation 

f{p,.Pt,Pt )  =  0. 

On  aura 

df  df  âf 

3— dpi-»--j^dp,-t--j-dpi-t-  "^O. 

dp,  '^      dpt  '^     dp,  "^ 

Soit  M  le  point  de  contact  de  T.  On  démontre,  comme  ci-des* 
sus,  que  les  différentielles  dpf,  dpj,  dpg,...  sont  proportionnelles 
aux  disunces  HP( ,  MPj,  MP| , ....  Par  suite,  on  a  aussi 

i^.MP,  +^.MP,  -i-^.MP,  +  -  =0. 
dp,  dp,  dp, , 

Cette  égalité  exprime  que  h  centre  de  gravité,  de  masses  éga^t 


{')  Soit  l  l'angle  infinimeat  petit  de  T  et  T'  ;  on  t 

0R-0Q  =  OR(l-cost)  =  S0R>in*~,    etc. 


place  ce,  P,  ;<  par  — a,  — P,  — y  :  donc  l'excès  de  l'aire  du  trl»iigla 
ABC  sur  celle  du  triangle  A^bfi^,  est  égal  i  l'excès  de  l'aire  du 
uiangle  ABC  sur  celle  du  triangle  AsB^Cs.  Ainsi,  les  triangles 
A|B|Ci,  A,B,Cj  sont  équivalents. 

3*  Si,  aux  sommeu  du  triangle  A^BiCt,  on  applique  trois 
forces  F,  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  le  centre  de  ce  sys- 
tème de  forces  parallèles  sera  le  centre  de  gravité  du  triangle 
AiB|C).  De  même,  le  centre  d'un  système  de  trois  forces  paral- 
lèles et  égales  aux  premières,  dirigées  dans  le  même  sens,  et 
appliquées  aux  sommets  du  triangle  A,B,C„  est  te  centre  de 
gravité  de  ce  triangle.  Donc  le  point  d'application  de  la  résul- 
tante de  ces  six  forces  divise,  en  deux  parties  égales,  li  droite  qui 
joint  les  centres  de  gravité  des  deux  triangles  inscrits  :  je  dis  que 
ce  point  d'application  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 
En  effet,  les  deux  forces,  appliquées  aux  points  A|,  Aj,  ont 
une  résultante  2F,  qui  leur  est  parallèle  et  qui  est  appliquée  au 
milieu  a  de  BC.  De  même  les  deux  forces  appliquées  en  B| ,  B, 
ont  une  résultante  âF  qui  leur  est  parallèle,  appliquée  au  milieu 
b  de  AC;  et  les  deux  forces  appliquées  en  C|,  Cj  ont  une  résul- 
tante SF  qui  leur  est  parallèle,  appliquée  au  milieu  c  de  AB. 
Donc  le  point  d'application  de  la  résultante  de  ces  six  forces  est 
le  centre  de  gravité  du  triangle  abc,  qui  lui-même  est  le  centre 
de  gravité  du  triangle  ABC  (*).  (V.  Jambt.) 


an«Btiou  BSO. 

Le  nombre  qui  expritae  la  sottoM  de»  p"^  puUsances  de  dix 
mm^res  entiers  contécutift  te  termine  par  5,  excepté  n'  p  est  un 
multiple  de  i  :  dans  ce  cas,  il  se  termine  par  3.     (E.  Cesaro.) 

Soient  ri,  rj,  rg, ...  r^g  les  restes  qu'on  obtient,  en  divisant  par 


(*)  Voir  aussi,  dans  le  dernier  numéro,  p.  173,  ta  solution  ds  M.  Neulieif . 


On  Toil  encore  que  : 

3-  — JILIO*), 
*"  — JtlfO  +  O. 
Donc 

)*"•(.  S" -H  S*- -V  4'-  =  JrLiO*U  =  JltlO  +  4, 
puis 

i'•^-i^■^■S•-■^■■   -i- 9"  — JlLiO  +  13  — JTtiO  4- 5. 
(V.  Jauct.) 


Qneitloii.  58S> 

DétertMiner  une  courbe  G,  (e/fe,  Que  si  Fon  forme  une  de  set 
transformées  c,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  relativement  à 
un  pôle  donné  0,  les  rayons  de  courbure,  en  deux  points  carres- 
pondants,  soient  dans  un  rapport  donné. 

(Exameo  de  Licence.  —  Paris.) 

En  désigDanl  par  r,  r*  les  rayons  vecteurs  de  deux  points  cor- 
respondants, et  par  p,  p'  les  rayons  de  courbure  en  ces  mêmes 
points,  CD  doit  avoir: 

rr'  ■=■  a',    p  =  kfi'  ; 

a  et  i  étant  des  constantes. 
Or: 

rdr  ,         r'dr' 


;.r8inV      "      rf.r'sinV 
sinV— BÎnV'n. 


{')  Dans  deux  courbe*  réciproqoet,  lei  Ungenlei,  en  deux  points  corres- 
pondants, sont  antipanlliles.  [^•^■)   ' 
Voir,  par  exemple,  la  lettre  de  H.  Nenberg  (p.  408).  (E.  C.) 


i 


Ed  prenanl  les  connus  des  deux  membres,  on  irouTe 
,*_2BV-2c»ifti» 


co82(»— ^)=.- 


f'{l  —  Uc*!!*) 


<V  —  [sin'{9  -  «b)  +  tWa^s»  a(»  —  *)]r»  ^- («V  —  0  : 
Celle  est  TéqtuitioD  de  ta  courbe  dierchée. 

(E.  FiUQUKlIBnQI)!.) 


NoTB  DU  Rédacteur.  —  La  solution  précédente  peut  être  sim- 
plifiée. 

!•  Pour  l'homogénéité,  remplaçons  c  par  ^,  et  ita*  par  i*  : 
les  équations  du  problème  sont 

«nV--^,     dt tgV (1) 

3°  De  la  première,  on  tire 


f — csinV  +  Vc-Mn'V  — t'O;^ 
et,  par  eooséquent, 


V/c«„fc»_c*cog*V 


(')  Je  prends  MoleDWnt  le  ngne  -^i  afin  d'abr^;er. 
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du  cdté  AB  sur  cette  droite.  Par  le  point  A,  menons  à  MNP  Une 
parallèle  qui  rencontre  6R  en  S  et  BC  en  T. 

Les  triangles  BPR  et  ANO,  BMR  et  CNO,  semblables  deux 
à  deux  (comme  ayant  leurs  angles  égaux  respectivemeni), 
donnent  : 

™_0N       BR       CN 

br~an'    mr^'on' 

proportions  d'où  l'on  déduit  : 

PB       CN 

mr"^ân 

D'autre  part,  les  droites  AT,  PM  étant  parallèles,  on  a 

pras     cn     cm 
mr~st'    an'^tm' 

Par  conséquent, 

AS      CM 

st'^tm' 

Ainsi ,  SM  est  parallèle  &  AC  ;  la  figure  ASMN  est  un  parallélo- 
gramme ;  et 

||N  =  AS  — QR. 

(E.  FAUQUEMBEnOUB.) 

Autre  démonstration  par  M.  G.  Cesaro. 


QUESTIOHS  PROPOSÉES. 


•M.  Trouver  les  solutions  entières  de  l'équation 

Note.  Parmi  les  solutions  entières  dont  l'équation  est  suscep- 


MAI! 


tible,  il  en  existe  une  dans  laquelle  la  valeur  de  z,  au  second 
membre ,  est  égale  à  Tunité  (en  exceptant  le  cas  où  n = 9) ,  et 
une  autre  dans  laquelle  les  valeurs  de  zi^  z^^Zi, ...,  Zn,  au  pre- 
mier membre,  se  suivent  en  progression  par  différence» 

Dans  le  cas  spécial  de  n  «=>  9,  la  solution  la  plus  ample  de 
réquation 

est  donnée  par  Tégalité 

(S.  Rraus.) 

SM.  Trouver  les  valeurs,  entières  et  positives,  qui  vérifient 
réquation 

(Gerono.) 
K  Démontrer  que  le  déterminant 


C  = 


S  = 


0»           Oi 

Oi 

(h 

a« 

as 

Os 

Of 

Oi     Ot  -4-  Oo 

«♦ 

Os 

Os 

Ol 

0|      0,-4-01 

04  +  00 

Of 

0, 

0' 

o,    a^'^Ot 

0,-1- Ot 

Oo-^-Oo     0, 

04      Og-4-  0, 

04-4-0, 

0,-1- fl|     Oo 

Og    Of  -*-  04 

fljH-O, 

Of 

«1 

Oo 

O,      Ch-^Qt 

0* 

Os 

Os 

Oi 

Oo 

07         a« 

O5 

04 

Os 

<h 

Oi 

o. 

>le  par  le  déterminant 

ot  — Oo 

0, 

04 

fls 

Oe 

«7 

Os  —  0|      O4  ' 

—  Oo 

04 

Of 

Oî 

04  —  0,      Og  « 

—  0|      O4 

—  Oo 
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et  trouver  le  quotient.  Généraliser  le  résultat  obtenu. 

(FlftKAS.) 
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Ml.  Trouver  les  racines  de  Téquation 


X 


■fa  I  I 


0, 


les  fonction^  X„  étant  définies  par  la  formule 


X 


•+« 


^  A-  —  Aa.|  9 


en  supposant 


Xq  :=>  i  9        XsSSX—  1. 


(V.  Jambt.) 


•M.  Trouver  les  racines  de  réquaiion 


sachant  que 

Y|  =  4.    Y»i«=x-^1. 

(V.  Jamet.) 

MS.  B„  désignant  le  n*^  nombre  de  BernouUi,  démontrer 
les  relations  suivantes  : 


C«H-l.|Bi  —  CnH^.sBs  -♦-  • 


-*•  C,.,«.-tB„,B,  =  (în  -^  l)B„, 


B. 


n 


^  Ci*+4,f»-iBj,  =  i- 


Remarque.  En  retranchant  la  dernière  de  ravant-demière»  on 
obtient  la  relation  de  Moivre.  (Cours  d'Analyse  de  P Université 
de  liège.)  (E.  Cesaro.) 

••4.  Soit  le  déterminant 


A«.l) 

0 

0 

0 

0 

çO) 

Aâ,i) 

f{%% 

0 

0 

0 

9(2) 

•        •         • 

A5. 2) 

•      •      • 

/(5,3)    ... 

0 

•        •        • 

0 

•        •        •        •    ' 

9(3) 

•        •        • 

/•(«-2.1  )  /•(x-S.Î)  f{x-%^  ...  /(«-â^-â)        0  ç(x-2) 

A«-i,i)  /l(x-i,2}  A«-<,5) ...  A«-i,«-2)  A*-^.«-^)  ?(«-») 
A«,<)    A*. 2)    A*. 3)  ".  A«»«-2)   A*.*-*)    9(*) 


I 
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identiquement  nul  pour  x  ^=:a.  Si  Ton  y  supprime  la  a'^  ligne 
et  la  o^*"^  colonne,  on  forme  un  nouveau  déterminant,  qui,  mul- 
tiplié par  f((Xfa)y  est  identique  avec  le  déterminant  primitif. 

(E.  CiSARO.) 

••s.  ti„  désignant  le  n'^'  terme  de  la  série  de  Lamé  : 


I,  2,  3,  6,  8,  13,  24, 

on  a 

(2u  H- 4)"  —  tt»"  c=  0, 

pourvu  que  Ton  remplace  les  exposants  par  des  indices. 

(E.  Cbsaro.) 


ERIIATA. 

Tome  V,  page  52.  Au  lieu  de  : 

-'=^'^'   1.8... Jp  ' 
Usez  : 

"^^â"^-'    1.2... 2p   • 

Tome  VI,  page  78,  ligne  18.  Au  lieu  de  :  2**—  I,  lisez  :  2*+*  —  4. 

—  page  408,  ligne  tt.  Au  lieu  de  :  Tonuuino,  lisez  :  7*001111010. 

—  page  461.  Ajoutez,  à  renoncé  du  théorème  :  Cette  consttnUe  etlpnh 

partùmneUe  à  Vtdre  de  la  couronne  comprise  entre  Ui  denx  ctr- 
confirencei. 

—  page  462,  équation  (B).  Le  second  facteur  est  2*+*  —  2*+*-#- 1. 

—  page  477,  Question  588.  La  relation  donnée  doit  être  ainsi  recti- 

fiée : 

a*  +  6'-f-c"  __5 
6c-4-  ca-*-a6  ""2' 

(G.  CSSARO.) 


SUR  LA  FRÉQUENCE  ET  LA  TOTALITÉ 
DES  NOMRRES  PREMIERS; 

par  H.  H.  Bbocard,  eipilains  da  Génis,  1  Alg«r. 

(Suik  it  fin,  Toir  t.  T,  pp.  1,33,  M,  113,  «63, 170,  4X7  at  t.  Tl,  pp.  Wtl 


Tout  ce  qui  a  paru  jusqu'ici,  dans  [a  N.  C.  M.,  était  rédigé, 
lorsque  j'ai  eu  la  satisfaction  de  recevoir  de  M.  J.-W.~L.  Glaislier, 
de  Cambridge,  une  série  de  Mémoires  et  de  notices  ayant  trait  à 
la  même  question. 

Les  travaux  du  savant  Géomélre  anglais  renferment  de  très- 
précieuses  indications,  qu'il  sera  utile  de  donner,  au  moins  en 
substance.  Les  résultats  soni  extraits  des  Proceedingt  de  la  Société 
philosophique  de  Cambridge,  de  VAnnuaire  de  l'Association 
britannique  pour  l'avancement  dtt  sciences,  et  de  divers  recueils 
et  journaux  mathématiques.  Je  puis  essayer  de  les  résumer  ici , 
grâce  à  l'obligeante  communication  que  M.  Glaisher  a  bien  voulu 
me  faire  de  tous  ces  documents,  auxquels  il  faut  joindre  les  Tables 
de  nombres  premiers,  publiées  par  son  père,  M.  James  Glaisher, 
pour  te  quatrième  et  le  cinquième  million.  Les  Tables  du  qua- 
trième million  sont  précédées  d'une  Introduction  qui  renferme, 
à  peu  près  dans  le  même  ordre  et  les  mêmes  termes,  les  indica- 
tions bibliographiques  par  lesquelles  nous  terminerons  notre 
Mémoire. 

Le  procédé  qu'a  suivi  M.  J.  Glaisher  pour  déterminer  le  qua- 
trième million  est,  pratiquement,  celui  de  Burcbbardt  et  de 
Dase.  L'exposé  de  la  méthode  nous  entraînerait  trop  loin;  on  le 
trouvera  dans  l'Introduction  des  Tables.  Bien  que  ces  recherches 
admettent  une  théorie  simple,  elles  exigent  un  soin  minutieux  et 
VI.  3* 


—  536  — 

des  vérifications  continuelles,  que  M.  J.  Glaisher  a  opérées  e( 
dirigées  de  manière  à  éviter  toute  cause  d'erreur. 

J*ai  dit  que  M.  Meissel  a  reconnu  et  corrigé  une  centaine 
de  fautes  dans  les  relevés  de  Gauss;  mais  il  n'a  pas  publié  de 
Tables  nouvelles  renfermant  ces  rectifications.  M.  Glaisher  a 
employé  plusieurs  années  à  ce  travail,  avec  Taide  de  calculateurs 
habiles,  et  tout  à  fait  indépendants  les  unâ  des  autres.  C'est  ainsi 
qu'il  a  pu  reconnaître,  par  exemple,  que  les  totalités  de  nombres 
premiers,  compris  entre  1  000  000  et  2000  000,  et  entre  2000000 
et  o  000  000,  sont  70  433  et  67  885,  au  lieu  de  70  582  et 
de  67  862,  d'après  les  estimations  faites  par  Gauss. 

Hargreave,  qui  s'était  livré  aussi  à  des  recherches  semblables, 
a  publié,  dans  le  Philosophical  Magazine  de  1 849  et  de  1 854,  des 
notes  relatives  à  la  distribution  des  nombres  premiers.  Il  avait 
pensé  pouvoir  fixer,  à  67  751,  la  totalité  des  nombres  premiers 
compris  dans  le  troisième  million. 

M.  Glaisher  a  indiqué  aussi  les  séries  de  nombres  composés 
qui  dépassent  le  total  de  110  pour  les  trois  premiers  millions,  et 
de  120  pour  le  septième,  le  huitième  et  le  neuvième  million.  Ces 
nombres  forment  des  suites  très-irrégulières,  qui  s'observent  bien 
en  deçà  des  limites  que  pourrait  assigner  la  théorie.  En  effet,  en 
désignant  par  a  et  6  deux  nombres  premiers  consécutifs,  les 
(6  —  2)  nombres  suivant  immédiatement  le  nombre 

(2.3.5.7.11...o)-f-l, 

doivent  tous  être  composés  ;  mais  le  nombre 

(2.3.8.7.il...i09)-+-J, 

qui  suit  immédiatement  la  série  de  111  nombres  composés,  con- 
tient 45  figures,  tandis  qu'on  observe  déjà  une  série  de  lli  nom- 
bres composés,  à  partir  de  370  261 .  En  d'autres  termes,  370  261 
et  370  373  sont  deux  nombres  premiers  consécutifs. 

M.  J.  Glaisher  a  indiqué,  d'après  Chernac,  la  liste  des  ouvrages, 
publiés  jusqu'en  1811,  relatifs  aux  nombres  premiers. 


16S7.  Frahcis  Scuootsh.  Lùte  det  nombres  premier»,  jusqu'à 
10  000. 

1 668.  Pell.  Liste  des  diviseurs,  autres  que  i  ou  S,  des  nombres 
jusqu'à  100  000.  Publiée  à  Loadres,  dans  l'Algèbre  de  Rhonius, 
traduite  par  Brancker. 

1717.  De  Traîtorbn9.  Communication  à  l'Académie  des  Scien- 
ces de  Parié,  dune  méthode  de  construction  de  tables  de  diviseurs. 

1728.  PoETivs.  Anatomie  des  nombres  jusqu'à  10  000.  Réim- 
primée dans  le  lomelldti  Dictionnaire  mathématique,  de  Richter. 

1746.  Kruûeh.  Table  des  nombres  premiers  jusqu'à  1  000  000 
(mais  elle  s'arrête  à  100  999). 

1767.  Anjema.  Table  des  divisetirs  des  nombres  jusqu'à  10000. 
OEuvre  posthume.  L'auteur  se  proposait  de  l'éleadre  jusqu'à 
100000. 

1768.  Rallier  des  Ouhhbs.  Même  sujet  que  De  Traytorens. 
1770.  Lambert.  Liste  des  nombres  premiers  jusqu'à  102  000. 
1 772.  Marci.  Liste  des  nombres  premiers  jusqu'à  400  000. 
1774.  EuLER.  Moyens  d'étendre  la  table  des  diviteurs  jusqu'au 

premier  million. 

1778.  Bertrand.  Remarques  sur  la  formation  des  t(Ales  de 
diviseurs. 

178S.  Nbunann.  Diviseurs,  autres  que  2,  3  ou  S,  des  nombres 
jusqu'à  100  100. 

1797.  Vboa.  Diwsettrs,  au/res  9«e  2,  3  ou  8,  des  nofwbres  jus- 
qu'à 102  000,  et  liste  de  nombre»  premiers,  de  102000  à  400031 . 

1804.  KRAU8E.Ï'a6teJdedrâ>e«rsdesno»iftresjMS9u'à  100000. 

M.  Glaisher  a  complété  cette  liste  par  l'indication  des  ouvrages 
suivanls,  omis  par  Cbernac  : 

1659.  Rabn.  Diviseurs  minima,autret  que  i  ou  S,  des  nonces 
juêqu'à  94  000. 

174S.  DoDsoN.  Même  travail  pour  les  nombres  jusqu'à  10000. 


1758.  PiORi.  Même  travail  que  Dodson. 

1 79S.  Masbres.  Extension  du  travail  de  Dodson  aux  nombres 
jusqu'à  ^(iO  GOO. 

i  798.  Grcson.  Table  des  diviseurs,  autres  que  %  3  ou  5,  des 
nombres  jusqu'à  10  500. 

1 800.  Snell.  Diviseurs  des  nombres  del  à  30  000, 

Il  convient  d*y  ajouter  le  titre  d'un  ouvrage  plus  récent,  indi- 
qué dai)s  les  Nouvelles  Annales  (1865,  p.  236)  : 

Tables  diverses  pour  la  décomposition  des  nombres  en  leurs  fac- 
teurs premiers.  (Le  Besgue.) 

Une  disposition  ingénieuse  permet  de  concentrer  en  18  pages 
tous  les  diviseurs  des  nombres ,  depuis  1  jusqu'à  115  500. 

Quant  aux  Tables  les  plus  complètes  et  de  Tusage  le  plus  fré- 
quent, il  faut  citer  : 

1*"  Celles  de  Ghernac,  publiées  en  1811  sous  le  titre  de  Cri- 
brum  arithmeticum,  s'étondant  jusqu'à  1  020  000; 

2^  Celles  de  Burckhardt,  publiées  de  1814  à  1817,  sous  le 
titre  de  Tables  des  diviseurs,  s'étendaDt  jusqu'à  3  036  000; 

Z""  Celles  de  Dase,  publiées  de  1862  à  1865,  sous  le  titre  de 
Factoren  Tafeln,  s'étendant  de  6  000  000  à  9  000  000. 

M.  J.  Glaisher  s'est  proposé  de  combler  la  lacune  qui  existe 
dans  rintervalle  de  3  036  000  à  6  000  000,  lacune  dont  il  explique 
ainsi  l'origine  : 

Burckhardt  avait,  en  1817,  complété  la  publication  de  ses  trois 
millions;  et,  vers  la  fin  de  l'année  1848,  Crelle  présenta,  à  l'Aca- 
démie de  Berlin,  le  manuscrit  des  tables  de  diviseurs  pour  le 
quatrième  million,  le  cinquième  el  le  sixième.  Gauss  engagea  Dase 
à  faire  le  calcul  pour  les  quatre  millions  suivants,  ne  doutant  pas 
de  la  prochaine  publication  des  Tables  de  Crelle.  Par  malheur, 
Dase  mourut  subitement  le  11  septembre  1861,  à  Hambourg, 
laissant  le  septième  million  achevé,  et  le  huitième  presque  com- 
plet, avec  de  nombreux  matériaux  pour  le  neuvième  million  et  le 
dixième*  Le  D' Rosenberg  entreprit  la  continuation  de  ce  travail, 
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et  publia  le  septième  million  en  1863,  le  huitième  en  1863,  et  le 
neuvième  en  1865,  annonçant  le  prochain  achèvement  du  dixième 
million.  Préoccupé  de  rattacher  ces  précieux  documents  à  ceux 
qui  avnient  été  puhliès,  M.  Gayley  demanda,  au  professeur  Kum- 
mer,  si  les  manuscrit  de  Crelle  avaient  quelque  chance  d'être 
bientôt  publiés.  Mais,  dans  une  lettre  dalée  du  29  avril  1877, 
M.  Kummer  répondit  que  l'Académie  de  Berlin,  après  un  nouvel 
examen  de  ce  travail,  l'avait  reconnu  trop  dérectueux  et  trop 
incomplet  pour  devoir  en  ordonner  la  publication.  Cesl  alors  que 
M.  i.  Glaisher  entreprit  son  travail,  avec  l'aide  de  deux  calcula- 
teurs, et  arriva  bientôt  à  le  mener  è  bonne  fin  pour  le  quatrième 
million,  le  cinquième  et  le  sixième,  en  attendant  que  le  0'  Rosen- 
berg  présentât  le  dixième  million  à  l'Académie  de  Berlin. 

La  publication  des  Tables  de  diviseurs,  pour  les  dix  premiers 
millions,  rendra  les  plus  grands  services  aux  Analystes  qui  s'oc- 
cupent de  la  théorie  des  nombres.  Elle  contribuera  à  élucider 
bien  des  points  encore  douteux  dans  ces  curieuses  et  difficiles 
recherches.  !1  est  à  souhaiter  que  les  Académies  prennent  cette 
publication  sous  leur  patronage;  car  une  entreprise  de  ce  genre 
ne  peut  être  l'œuvre  d'un  seul. 

Chernac  a  connu  les  Tables  de  Felkel,  mais  il  n'a  pu  en  faire 
mention,  parce  qu'il  ne  les  a  point  rencontrées.  Il  s'est  borné  à 
rappeler  que,  suivant  le  témoignage  de  Krause,  Felkel  avait  eu 
recours  ii  des  notations  en  lettres. 

Les  Tables  de  Felkel  ne  présentent  qu'un  intérêt  historique  : 
M.  J.  Glaisher  n'en  a  trouvé  que  deux  exemplaires,  un  à  la 
Société  Royale,  l'autre  à  la  librairie  de  l'Université  de  Londres. 
Le  premier  est  en  allemand,  édité  à  Vienne  le  30  septembre  1776; 
le  second  est  en  latin,  édité  à  Vienne  le  1"  avril  1777.  Ces  Tables 
s'étendent  jusqu'à  408  000,  et  occupent,  respectivement,  24  et 
68  pages,  dans  les  deux  exemplaires. 

L'usage  de  ces  Tables,  pour  l'essai  des  diviseurs  d'un  nombre 
donné,  est  laborieux  et  sujet  à  erreur.  L'auteur  a  cherché  à  repré- 
senter le  plus  grand  nombre  des  diviseurs  premiers  par  des  lettres 
ou   d'autres  symboles  empruntés  aux  alphabets  de  diverses 
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langues  ;  ce  qui  donne  è  ces  Tables  une  disposition  eurieiise  et 
bizarre. 

La  page  de  titre  renferme  une  belle  gravure  représentant  Fel- 
kelj^  entre  deux  bibliothèques  de  littérature  générale ,  en  dé- 
sordre :  Basedow,  Gcjrtius,  Gottsched,  etc.,  et  une  autre  de 
livres  mathématiques,  rangés  avec  soin  :  Euler,  Kastner,  Ncwtoh, 
Mac-Laurin,  etc.  Felkel  tient  à  la  main  un  livre  de  Lambert;  et 
Ion  aperçoit,  installée  sur  la  table,  une  machine  où  Ton  distingue 
huit  roues  d*engrenage.  Ce  doit  être  la  machine  arithmétique 
dont  s'est  servi  Felkel. 

En  tète  du  tableau  se  trouve  la  devise  : 

....  tici  certant,  geometrae  rcra  seqùntar. 
Bella  odi,  pacem  diligo,  yera  sequor; 

ahcision,  sans  doute,  au  célèbre  vers  d'Horace  : 

Grammatici  certant,  et  adhac  sab  jodice  lis  est. 

On  doit  aussi  à  Felkel  une  traduction  latine  d*un  ouvrage  de 
J.-H.  Lambert,  publiée  à  Lisbonne, en  1798.  Il  y  annonce  la  suite 
de  sa  Table*des  diviseurs,  jusqu'à  5  000  000.  De  son  côté,  Gauss 
avait  eu  connaissance  de  Tachèvement  des  Tables  de  Felkel, 
jusqu'à  2  000  000. 

La  publication  récente  de  la  Correspondance  de  Lambert  a 
jeté  beaucoup  de  lumière  sur  les  travaux  de  Felkel.  Le  lecteur 
en  trouvera  l'exposé  dans  le  Mémoire  de  M.  Glaisher,  qui  ren- 
ferme un  aperçu  des  publications  de  Lambert,  relatives  aux  Tables 
de  diviseurs,  et  de  la  correspondance  de  ce  Géomètre  avec  Felkel, 
Hindenburg,  Rosenthal  et  De  Stamford. 

Les  Tables  de  Chernac  ont  été  longtemps  les  plus  en  vogue. 
Leur  précision  était,  d'ailleurs,  fort  grande.  Burckhardt,  qui  les 
a  examinées,  n'y  a  reconnu  que  38  fautes,  dont  33  étaient  réelle- 
ment imputables  à  un  accident  typographique;  les  cinq  autres 
étaient  seules  des  erreurs  de  calcul. 

Chernac  n'a  pas  expliqué  nettement  le  procédé  qu'il  a  suivi.  11 
se  borne  à  dire  ceci  :  «  Parmi  les  mathématiciens  de  l'antiquité, 
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Eralosih^e  passe  pour  avoir  montré  une  voie  indirecte  pour 
séparer  les  nombres  premiers  des  nombres  composés;  nous  avons 
k  ce  sujet  les  témoignages  de  Nicomaque  de  Gérase  et  de  Boèce. 
Eratosthéne  appelait  crible  ce  mode  d'învesliplion....  > 

Les  Tables  de  Burckhardt  sont  assez  connues  pour  qu'il  soit 
inutile  d'y  revenir.  L'auieur  annonce,  dans  sa  Préface,  qu'il  a 
commencé  la  recherche  des  diviseurs  jusqu'au  septième  million, 
et  il  ajoute  :  «  Si  la  vente  de  ces  trois  premiers  millions  parais- 
sait assez  favorable  «u  libraire,  pour  qu'il  crût  pouvoir  se  char- 
ger de  l'impression  des  quatrième,  cinquième  et  siiième  millions, 
je  n'aurais  que  peu  de  chose  à  faire  pour  achever  le  manuscrit.  ■ 

Il  est  probable  que  Burckhardt  avait  tropprésuméde  ses  forces. 
Rien  que  pour  aller  jusqu'à  1  008  000,  l'entreprise  fut  plus 
pénible  qu'il  ne  s'y  attendait,  ■  soit  que  M.  Schenmark  n'eAi  pas 
dû  se  servir  de  la  méthode  d'Euler,  soit  que  les  cinq  élèves  et 
amis  qui  s'étaient  joints  au  savant  professeur  de  l'Université  de 
Lund  pour  cet  ouvrage,  n'y  aient  pas  mis  toute  l'attenlion  qu'il 
exige.. 

M.  GUisher  ajoute  qu'il  n'a  pu  trouver  d'autres  renseigne- 
ments sur  ce  que  doivent  être  devenus  les  manuscrits  de  Burck- 
hardt des  quatrième,  cinquième  et  sixième  millions. 

TLV 

Les  travaux  auxquels  a  donné  lieu  l'étude  des  nombres  pre- 
miers forment,  comme  on  le  voit,  une  série  assez  discontinue.  En 
les  coordonnant  et  en  les  complétant,  M.  James  Glaîsher  et  son 
fils,  M.  J.-W.-L.  Glaisher,  ont  rendu,  à  la  science,  un  service 
inappréciable.  Grâce  à  ces  deux  Géomètres,  la  chaîne  interrompue 
depuis  si  longtemps  se  trouvera  rétablie ,  et  les  savants  auront  à 
leur  disposition  des  Tables  exactes  el  vériliées,  faisant  connaître 
les  nombres  premiers,  jusqu'à  10000  OOO.La  théorie  des  nombres 
sera  ainsi  grandement  facilitée. 

Il  nous  reste  donc,  pour  terminer  notre  Mémoire,  h  indiquer 
les  principaux  documents,  ouvrages  ou  articles  de  journaux 
mathématiques,  qui  se  rapportent  au  même  sujet. 


1*  J.-W.-L. 
forme  4in- 1 , . 
L'auteur  est  an 


tHrilVULU  UN! 

0 

b      10 

riUM. 

,  no 

>  âio 

•   3  40 

.  610 

.  7Ï0 

.  810 

Ce  travail  es 
des  mêmes  éléi 
the  B.  S.,  n*  11 

2"  J.-W.-L. 
premiers.  (VUes: 
évaluations  din 


1000 
2000 
6000' 
7000' 
8000' 

Un  autre  lab 
répartition  dec 
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Z^  0.  BoifNET.  Joum.  de  math.f  1843,  t.  Vlll,  pp.  73  et  81. 
L'auteur  énonce  et  démontre  des  règles  de  convergence  des 
séries.  Il  en  fait  l'application  à  des  séries  qui  se  rencontrent  dans 
la  théorie  des  nombres. 

Soit  la  série 

Pî      pf      p? 

les  nombres  pi,  pj,  p^,...  vérifiant,  à  partir  d'une  certaine  limite, 
la  relation 

"-ÏS^Tb "> 

où  A  et  B  sont  des  constantes.  (C'est  ce  qui  a  lieu,  très-probable- 
ment, pour  les  nombres  premiers.) 
On  a 

i 

t*_  =  — 

On  trouve  que  la  série  est  convergente  et  divergente,  suivant 
que  a  est  >  1  ou  <  1. 

L'auteur  montre  ensuite  que  la  série 

ÎT  ^  1 

U  s=s— — —  -♦- h   •  •• 

Pl(lp.r    p.(lp.)* 

est  convergente  pourvu  que  a  soit  positif. 
Il  prouve  aussi  que  les  séries 

^pj}^'  ^pJp^mpJ^  ^pjipjwp^mpy 

sont  convergentes  pour  a  >  1,  divergentes  pour  a  <  1  ;  pourvu 
que  les  nombres  pm  vérifient,  à  partir  d'une  certaine  limite,  la 
relation  (1). 

«  U  serait  intéressant  de  vérifier,  par  un  procédé  direct,  si  les 
résultats  que  nous  venons  d'obtenir  sont  exacts,  lorsqu'on  substi- 
tue les  nombres  premiers  aux  nombres  représentés  par  pi,  p,,... 
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pm.  On  pourrait 9  je  crois,  déduire  de  cette  rérification,  nne 
démonstration  rigoureuse  de  la  loi  de  Legendre.  » 

4*  E.DoMOY.  Formuhgénérak  des  nombres  premiers.  (Cowvis 
RENDUS.  23  juillet  1866.) 

M.  E.  Dormoy  a  imaginé  un  procédé  qui  doit  donner  la  fomnale 
générale  des  nombres  premiers. 

Cette  méthode  a  pour  point  de  départ  la  formation  de  coeffi- 
cients particuliers,  qu'il  a  appelés  objectifs^  ^n,p.  Ces  objectifs 
donnent  ensuite  naissance  à  des  objectifs  compkts.  Leur  loi  de 
formation  est  indiquée  par  la  formule 

g  étant  le  nombre  à  employer,  dont  le  rang,  dans  la  série  des 
nombres  a,  6,  c,...,  estn — p  -f-  1. 

Si  Ton  opère  sur  la  série  S,  2,  5,  i ,  3, 4,  on  trouve  de  curieuses 
propriétés. 

L*auteur  arrive  à  cette  conséquence  : 

est  la  forme  complète  et  exclusive  de  tous  les  nombres  premiers, 
inférieurs  &  S^  ; 

N,=  30m  -♦-  6ai  -♦-  iOoi  —  15 

correspond,  de  même,  à  Njj  <  7*  ; 

N,  =  2!0i»—  900,  -♦-  5i6a,  f-  9IOas  —  1363 

correspond  à  Nj  <  H'. 

%  3,  S...  rj  5,  tf  u  étant  la  suite  naturelle  des  nombres  premiers, 
on  a 

N,  =  (2.3.5...r.s.«)m  -f-  D,a, -+-  tCJ)fi, -¥- tsCfifi^ -i 

-♦-  tsr  ...7.5.  C,C,C^. . . €7650303  H-  ^s . . . 7. 3 . 3. C|Gg . . .  C7C1G3. 

Q  est  Tobjectif  complet  de  tous  les  quotients  obtenus  dans  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  t  et  le  prodoit 
2.3.5...  r.s,  et  Di  égale  /Ci  db  1,  suivant  qu'il  y  a,  dans 
cette  même  recherche,  un  nombre  impair  ou  pair  d'opérations. 


L'extrait  de  trois  pages,  donné  dans  les  Comptes  rendu»,  est 
évidemment  insuffisant  pour  faciliter  la  compréhension  de  cette 
méthode,  qui  parait  conduire  à  des  calculs  fort  compliqués. 

5°  J.-W,-L.  Glaisubr.  Sur  la  valeur  de  la  constante  de  la  for- 
mule de  Legendre.  (Prog.  dp  the  Cahbridgb  Puil.  Soc.  1S79.) 

Étude  minutieuse  des  variations  du  paramètre  1,08566,  lors- 
qu'on cherche  à  reproduire  les  résultats  du  dénombrement  direct. 

Les  nombres  ainsi  trouvés  n'offrent  pas  de  variation  régulière, 
ils  sont  généralement  plus  petits  que  la  constante  de  Legendre. 

Pour  modifier  la  formule,  il  convient  d'observer  que  la  totalité 
cherchée,  étant  inférieure  au  logarithme  intégral,  ainsi  que  cela 
résulte  des  Mémoires  de  <>au9s,  Hargreave  et  Tchébychef,  il  suffit 
de  déterminer  le  paramétre  par  la  condition 


logx -A 

A  =  logx 

X 

~U.x' 

Et  comme 

U'. 

X 

X 

on  a,  pour  première  i 

approximation. 

A  =  l  + 

1 

et  la  formule  devient 

X 

logx-1 

i 

L'auteur  établit  la  comparaison  entre  les  résultats  donnés  par 
cette  formule,  celle  de  Legendre  et  la  formule -j^-—^.  L'avantage 
de  l'approximation  semble  rester  en  faveur  de  la  formule  de 
Legendre  jusqu'à  10  000  000. 

6"  J.-W.-L.  Glaisher.  Exposé  préliminaire  des  résultats  de 
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révaluation  de  la  totalité  des  nombres  première^  dans  lès  Tables  de 
Dase  (de  6  000  000  à  9  000  000)  et  de  Burckhardt  (de  2  à 
3  000  000)  (même  Recueil.  Dec.  1876  et  mars  1877). 

Révision  de  ces  Tables  et  indication  des  résultats  définitifs 
pouvant  servir  de  base  à  tous  les  autres  dénombrements. 

7^  James  Glaishbr.  Tables  des  nombres  premiers  des  quairième 
et  cinquième  millions. 

Voir  le  §  XIV. 

8""  Le  Besgue.  Àrithmologie  élémentaire.  (Nouvelles  Annales, 
1862,  pp.  219,  284  et  405.) 

En  désignant  par  lin  la  factorielle  1.2.3...  n  «=  n!  d'un 
nombre  n^  par  p  un  nombre  premier  et  par  P(p)  le  produit 
2. 3. S. 7. 11.13. ..p  des  nombres  premiers  jusqu'à  p  inclusi- 
vement, P(p)  sera,  par  analogie,  la  factorielle  du  nombre  pre- 
mier p. 

Si  Ton  remplace  p  par  un  nombre  quelconque  n,  ou  ^,  ou 

\/~ ,  la  notation , 

désignera  le  produit  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à 

n  *  / — 

rentier  n,  ou  à  l'entier  de  -,  ou  à  celui  de  %y  ». 

MM.  Tchébychef  et  A.  de  Polignac  ont  trouvé  la  proposition 
suivante  : 

n.=P(.)p(5)p(j)...p(=) 

xpr»)p(v/^)p(v/=)...p(v7T)' 

la  quantité  entre  parenthèses  restant  égale  ou  supérieure  à  2. 
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9*  Ad.  GuiBBftT.  Sur  ks  nombres  premiers  en  prc 
arithmétique.  (Journal  de  Math.»  1862,  p.  414.) 

Après  avoir  rappelé  que  Lagrange  a  justifié ,  sur  les 
premiers  en  progression  arithmétique,  certaines  propriél 
cées  par  Waring  (1771,  Mém,  de  Berlin)^  Tauteur  é 
théorème  suivant  :  n  élant  impair  >  3,  soit  la  progressa 
métique  croissante  Po  P29  •  •  •  Pn  de  n  termes  premiers  : 

1®  Tout  nombre  premier  qui  ne  surpasse  point  : 
n*est  1,  n*entre  pas  dans  la  progression;  quand  n  est 
s'il  est  un  terme  de  celte  suite,  il  est  au  premier  rang; 

^  La  raison  r  de  la  progression  est^divisible  par  cht 
nombres  premiers  qui  ne  surpassent  point  n,  et  par  n  lu 
s'il  esr  premier  et  s'il  n'entre  point  dans  la  progression. 

Si  trois  nombres  premiers,  dont  3  ne  fasse  pas  partie, 
progression  arithmétique,  la  raison  est  multiple  de  6. 

10  Le  Besgub.  (Loc.  cit.,  p.  417.)  L'auteur  établit  qu( 
cédé  de  démonstration  exposé  pour  justifier  l'existence  d'i 
nité  de  nombres  premiers  de  la  forme  2pz  -^  i  (jp  étant  i 
s'applique  aussi  à  la  forme  2pz  —  1 . 

11^  F.  Mertens.  Sur  quelques  lois  asymptotiques  de  h 
des  nombres.  (Journal  de  Crelle,  t.  LXXVU.  1873.) 

Ce  Mémoire  renferme  la  solution  de  diverses  questio 
tives  à  la  théorie  des  nombres  premiers.  On  le  trouve 
lysé  au  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  y  t.  VII,  p.  2 

12^   F.  Mertens.  Contribution  à  la   théorie  analyti 
nombres.  (Loc    cit.,  t.  LXXVIII.  1874;  et  Bulletin, 
p.  249.) 

On  a  vu  que  M.  Tchébyehef  a  modifié  la  formule  de  L 
afin  de  la  rendre  plus  approximative.  Cependant  le  prc 
M.  Tchébyehef  n'est  pas  à  l'abri  de  toute  incertitude  ;  c'e 
quoi  M.  Mertens  cherche  à  en  donner  une  nouvelle  dén 
tion  rigoureuse  et  à  déterminer  les  paramètres. 

13®  LiONNET.  Propositions  diverses  relatives  aux  nomb 
miers.  (Notv.  Annales,  1871,  p.  181.) 

14"  Chabert.  La  formule  3n*  -h  3n  -h  1  renferme  une 
de  nombres  premiers.  (Nouv.  Annales,  1844,  p.  251.) 
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1 5"*  Remarques  relatives  au  postulatum  de  Bertrand. 

Voir  Nouv.  Annales,  1857,  p.  46.  (Bibliogr.),  1872,  p.  172, 
et  1873,  p.  323. 

16®  Proth.  Propositions  et  remarques  sur  les  nombres  pre- 
miers. 

Voir  les  Comptes  rendus,  3  septembre  1878, 9  déeembre  1878. 

Rappelons  aussi  la  curieuse  propriété  des  dernières  différenoes 
des  nombres  premiers,  prises  |)ositivement,  exposée  dans  la 
N.  C.  H.,  t.  IV,  p.  237. 

La  série  des  nombres  premiers  est  la  seule  qui  donne,  pour 
dernières  différences,  1  1  1  1....  et  101010....  (*),  ainsi  que 
rindique  le  tableau  suivant  : 

1     2    5    5    7   11  13  17   ... 

1     1     2    2    4    2    4   ... 

0     1     0    2    2    2    ... 

1     1     2    0    0   ... 

0     I     2    0   ... 

1     4     2    ... 

0    1    ... 

i    ... 

* 
17''  Ed.  Lccas.  Notre  honorable  Collaborateur  a  enrichi  Tétude 

des  nombres  premiers  d*une  foule  de  propositions  très-impor- 
tantes, dont  nos  lecteurs  trouveront  la  plupart  exposées  dans  la 
N.  C.  Jf.,  les  Comptes  rendus^  les  Nouv.  Annales^  le  Messenger 
ofmath.f  V Annuaire  de  l'Association  française,  etc. 

Nous  y  renverrons  le  lecteur,  en  rappelant,  pour  terminer,  que 
plusieurs  Analystes  ont  contribué,  à  la  science  des  nombres  pre- 
miers, par  plusieurs  découvertes  isolées,  mais  d'un  grand  mérite. 
Que  Ton  nous  permette  de  citer,  à  ce  propos,  les  travaux  de 
MM.  Realis,  Landry,  Le  Lasseur,  W.  Loof,  Genoochi,  G.  Moreau, 
Hill,  etc. 


(*)  Cette  assertion  aurait  besoin  d*étre  justifiée.  L'intéressante  Note  dtt 
plus  zélé  de  nos  Collaborateurs  appellerait  d^autres  remarques;  mais  Tespaee 
nous  fait  défaut  (E.  C.} 
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OBSERVATIONS  SUR  LA  QUESTION  229; 

par  M.  Làquièrk. 
(Suite ei /Su,  voir  t.  VI,  p.  496.) 


Soit  construite,  sur  la  perpendiculaire  en  D  à  la  tige  Dm,  une 
longueur  DK=d,  quatrième  proportionnelle  à  ^a^ — 6^,  a  et  6: 
5*=  R2 —  r*;  et  comme,  d'après  les  relations  (4) 

on  aura  les  longueurs  R,  r  : 

l"*  En  joignant  le  point  K  au  point  m,  et  menant  Kco  perpen- 
diculaire à  Km,  jusqu'à  sa  rencontre  co  avec  le  prolongement  de 
mD  ;  la  longueur  Dco  sera  égale  à  r,  et  par  conséquent  Ka>=3R; 

2®  En  supposant  la  tige  BA  repliée  sur  Dm,  si  Ton  joint  K  au 
rabattement  de  A,  la  perpendiculaire  menée  à  cette  droite,  par  le 
point  K,  détachera  sur  mD  une  longueur  R,  partant  du  point  D, 
et  dont  l'extrémité  sera  distante  tangentiellement  de  r  du  cercle 
dont  D  et  DK  sont  le  centre  et  le  rayon. 

Rabattons  cdK  =>  R  autour  de  cd,  sur  la  droite  Dm,  et  du  côté 

de  D  :  soit  I  le  rabattement  du  point  K.  Sur  a>I ,  prenons  une 

longueur 

«(p'  =  DI«R— r  =  /; 

enGn,  prenons  les  points  S,  cp,  <ù'  symétriques  de  D,  f',<ù  par 
rapport  au  point  I. 

i°  La  courbe  rail  est  la  conchoïde,  par  rapport  au  point  D  de 
sa  circonférence,  du  cercle  goD  ;  la  longueur  constante  que  Ton 
retranche  des  rayons  vecteurs  étant  égale  à  3R.  La  courbe  passe 
en  S  et  y  est  normale  à  Taxe. 

2^  La  même  courbe  rail  est  la  podaire  du  point  D,  par  rapport 
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au  cercle  dont  le  rayon  est  2R ,  passant  en  S,  et  dont  le  centre 
Q  est  à  une  distance  DU=  2Du  =  9r  du  point  D,  du  o6té 
opposé  à  S. 

3®  Faisons  rouler  sur  le  cercle  gdI,  un  cercle  égal  qui  lui  soit, 
au  départ,  tangent  extérieurement  en  I.  Ce  cercle  (ù',  entraînant 
le  point  S ,  lui  fera  décrire  une  épkychtde  allongée,  laquelle  est 
la  courbe  rail. 

De  même,  permutant  a  et  6,  on  obtient  la  courbe  raulanU 
rapportée  à  son  point  double  B,  que  nous  avons  supposé  être 
venu  se  rabattre  en  D,  les  tiges  b  réunies  se  repliant  sur  la  tige 
Dm.  La  position  de  départ,  du  mouvement  de  roulement,  sera 
celle  qui  correspond  à  la  limite  commune  aux  périodes  2  et  3  de 
la  description  donnée  plus  haut.  L'équation  de  la  roulette  est 

u'  «  -  —  --,-  (a  cos  «'  —  6) , 

ou 

u'  =  2R  cos  a  —  2r. 

La  courbe  roulante  est  donc  : 

l""  La  cotichoîdcy  par  rapport  au  point  D  de  sa  circonférence, 
du  cercle  de  rayon  (pD,  dont  les  rayons  vecteurs  sont  raccourcis 
de  2r.  La  courbe  passe  en  S  et  y  est  normale  à  Taxe.  C'est,  au 
départ,  son  point  de  contact  sur  la  courbe  rail. 

2*  La  podaire  du  point  D,  par  rapport  au  cercle  $S,  dont  le 
centre  <ft  est  à  une  distance 

du  point  D,  du  côté  du  point  S. 

3''  Vépicydoïde  allongée  y  tracée  par  le  point  S  du  plan  du 
cercle  9,  tangent,  en  I,  à  son  égal  7',  et  roulant  extérieurement 
sur  celui-ci,  en  entraînant  le  point  décrivant. 

On  observera  que  le  quadrilatère,  après  une  révolution  com- 
plète ,  revient  à  son  point  de  départ  ;  par  conséquent,  les  lon- 
gueurs totales  des  circonférences  des  deux  épicycloïdes ,  rail  et 
roulette.  Tune  ccmvexe,  Tautre  à  point  double,  sont  égales;  et  la 


longueur  de  la  boucle  intérieure  de  l'épicycloîde  allongée  est 
égale  à  celle  de  l'arc  d'épicyctoïde  eccourcie,  sa  conjugaée,  com- 
pris entre  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  foyer, 
pâle  d'inversion. 

La  correspondance  des  arcs  égaux  du  rail  et  de  le  roulette  peut 
être  établie  de  la  manière  suivante,  point  par  point. 

Soient  deui  cercles  R,  r,  tangents  au  point  H,  intérieu- 
rement. Soit  S  le  milieu  de  la  partie  du  diamètre  commun, 
interceptée  par  les  points  diamétralement  opposés  b  M.  Rou- 
lant l'un  et  l'autre,  chacun  sur  son  symétrique  par  rapport  à 
leur  tangente  en  M,  ils  feront  décrire  au  point  S ,  entraîné  dans 
le  mouvement,  le  rail  et  la  roulette.  Si,  par  le  point  M,  on  mène 
un  rayon  mobile  Mfiv,  coupant  en  fit  el  v  les  cercles  R  et  r,  les 
longueurs  Sp,  Sv,  dislances  du  point  S  aux  points  d'intersec- 
tions correspondanis,  seront  égales.  Par  suite,  si  l'on  prend  deux 
couples  correspondants  fa,  ^'v',  infiniment  voisins,  les  arcs 
d'épicycloides  élémentaires,  décrits  entre  les  époques  de  contact 
suivant  fi.  et  fi'  pour  l'une,  suivant  y  el  v'  pour  l'autre,  avec  des 
rotations  élémentaires  communes,  égales  au  quadruple  de  l'angle 
d6  des  rayons  Mfi,  tiiit',  seront  de  longueur 

4.Sft.da<-4.Si'.dS. 

D'après  cela,  les  ares  é-gaux  du  rail  Pt  de  la  roulette,  qui, 
dans  le  mouvement,  se  développent  l'un  sur  l'auu-e,  sont  déter- 
minés par  des  rotations  égales  des  cercles  générateurs  dont  ils 
sont  épicycloïdes. 

Si,  du  point  S,  on  mène  les  tangentes  St,  Sf|,  au  cercle  intérieur, 
les  transversales  Mt,  Mf, ,  détermineront,  sur  le  cercle  extérieur, 
les  points  correspondants  q,  9|.  Ce  seront  les  points  dont  le  con- 
tact sur  les  cercles  symétriques  détermine  le  point  double  de 
Tépicyclolde  allongée;  et,  par  suite,  le  point  de  contact,  sur  l'épi- 
cycloîde accourcie,  des  tangentes  issues  du  foyer  de  réciprocité. 
La  première  partie  est  évidente,  puisque  chaque  point  venant  suc- 
cessivement en  contact  sur  son  symétrique,  le  point  S  mobile 
sera  ramené  au  symétrique  de  son  point  de  départ  par  rapport  è 
VI  5» 
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la  tangente  en  M,  lorsque  les  points  I  ou  l|  seront  devenus 
points  de  contact  La  seconde  partie  est  h  conséquence  de  h 
première. 

L*angle  des  tangentes  au  point  double  est  supplémentaire  de 
celui  des  tangentes  S^,  S/^  symétriques  des  normales  aux  deux 
branches.  Or,  si  nous  désignons  celui-ci  par  2e,  nous  avons 

r      6 
sine----; 

ce  qui  concorde  avec  la  valeur  précédemment  trouvée  : 

co8d»B3-"=8mr. 
a 

Tels  sont  les  points  qui  nous  ont  paru  les  plus  dignes  de 
remarque,  dans  le  mouvement  considéré.  Il  nous  paraît,  en  con- 
séquence, que  renoncé  de  M.  Mannheim  gagnerait  en  précision 
à  être  formulé  de  la  manière  suivante  : 

Théorème.  Si,  dans  un  quadrilatère  arUcuté^  à  Hge$  égabi  par 
paires  non  opposées,  savoir  : 

on  fixe  Pune  des  tiges  ;  le  mouvement  de  la  tige  opposée  revient 
au  roulement,  Vune  sur  Vautre,  de  deux  épicycUndes,  Pune  aUonr 
gée,  Vautre  accourde,  pour  chacune  desquelles  le  cercle  roukmt  et 
le  cercle  base  de  la  roulette  sont  extérieurs  et  égaux. 

Les  distances  du  point  décrivant.  Tune  intérieure,  Fautre 
extérieure,  à  Tune  et  Tautre  des  circonférences  qui  l'entraînent, 
sont  égales  à  la  différence  des  rayons  des  cercles  généra- 
teurs. Ceux-ci  sont  proportionnels  aux  longueurs  des  tiges 
auxquelles  sont  unies  les  épicycloîdes  qui  leur  doivent  naissance, 
avec  un  rapport  de  similitude  égal  à  ^_^  • 

Pour  faciliter  la  construction  de  la  figure,  aux  lecteurs  qui 
éprouveraient  le  désir  de  s*aider  du  dessin,  donnons,  en  termi- 
nant, la  consuruction  des  divers  éléments,  convenablement  dis- 
posés pour  le  roulement,  dans  Tordre  des  quatre  périodes. 
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1*  Oq  donne  les  longueurs  a,  b  des  couples  de  tige.  DisposoDi, 
sur  les  ediés  d'uo 
angle  droit  mDA,  ces 
deux  liges  suivant 
Dm  — a,    DA  — 6. 

Du  point  m  comme 
centre,  décrivons  un 
cercle  de  rayon  b,  au- 
quel nous  mènerons 
la  tangente  Vt,  pour 
la  rabattre,  suivant  Dn,  sur  la  tige  Dm.  Traçons  nA,  et  menons- 
lui  une  parallèle, par  tn,qui  vienne  couper,  en  K,  le  prolongement 
de  DA.  La  perpendiculaire  Ku  à  Km  détermine  le  centre  u ,  et 
(dK  ^  R  est  le  rayon  du  grand  cercle  générateur  :  uD  =  r  est  la 
longueur  du  petit.  Rabattant  uK  suivant  al  sur  um,  on  a  le  point 
I  de  contact  des  deux  cercles  générateurs,  lorsque  les  épicycloides 
sont  en  contact  sur  leurs  sommets  les  plus  voisins  du  point,  double 
pour  l'un,  singulier  pour  l'autre,  alors  confondus  avec  le  point 
D.  Le  point  de  contact  S,  de  ces  sommets,  s'obtient  en  prenant 
DS  double  de  DL  Prenant  de  plus  u^'  ^  DI ,  et  traçant  les  symé- 
triques (ù'  et  9,  de  o>  et  9',  par  rapport  &  I,  00  a  les  points  utiles 
de  la  figure. 
3*  On  donne  R ,  r  :  déterminer  a  et  b. 
Soit  D  te  sommet  d'un  angle  droit  sur  l'un  des  càtés  duquel 
on  prend  Dw  =  r.  Traçons, 
de  u  comme  centre,  avec  R 

Ipour  rayon ,  un  arc  coupant  en 
K  et  en  I  la  perpendiculaire  et 
le  cdté  (ùD.  Menons  Km  per- 
pendiculaire à  uK,  jusqu'à  la 
rencontre  du  côté  uD  ;  puis 
projetons,  d'autre  part,  D  en  L  sur  oK.  Les  longueurs  Dm,  KL 
seront  réciproquement  égales  à  a,  4  6.  Les  autres  points  se 
disposeront  comme  dans  la  figure  précédente. 


I. 

■Ik» 


y— 
n 


de  f 
lèlei 


reclsngle  RMS  est  invariable,  car  MS^ifca;  ei,  quant  à  MR,  on  a 
—  — — •  =  n,    NR  =  na,     BÏR  — (m  +  «)o. 


Ainsi,  la  position  de  la  circonférence,  par  rapport  k  A  A',  ne 
change  pas;  mais  la  position  de  H,  sur  la  circonrérence ,  varie  à 
chaque  iDStant.  Cela  posé,  il  est  clair  que  le  maximum  de  HH'  a 
lieu  lorsque  H  coïncide  avec  le  milieu  K  de  l'arc  MS.  Ainsi 


Or: 

CK' —  MN  —  1 NR  =- ma  —  i  (m -*- (i)o  =.  ^^  o; 
donc 


m.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  due  à  Pon- 
celet.  Dans  quelques  Court  de  réêUtance  des  fnatériaux,  on  a 
commencé  par  la  modifier,  et  Ton  a  fini  par  la  trouver  incompré- 
hensible. Ou  l'a  alors  remplacée  par  des  calculs  vulgaires,  tels 
que  le  suivant  : 

PH  =  PQcos<p -1- QS8in9)=>armcoBf -•- (i  —  ntg<p)Bin<]>], 
OP— i- 

GOSIp 

Donc 

y  s=  m  GOS^  +  k  sin  ipeosf  —  nsin*^. 

Le  maximum  de  y  a  lieu  pour 

-:-2(m  +  tt)sinf  cos<p  +  fc(co8'ç  —  8iD*ip)  =  0, 


Arrivé  i 
l'on  subsU 
Ce  modei 

IV.  Si, 
à  înierpri 
sur  la  mi 


Or  MRH 

bissectrio 
cide  avec  '. 

V.Voi. 
la  questioi 


En  résumé,  on  voit  que  la  méthode  de  Poneelet  est  la  plus 
simple,  la  plus  claire,  la  seule  élégante;  el,  s'il  y  a  quelque 
chose  d'incompréhensible,  ce  sont  les  fautes  grossières  dont  elle 
est  accompagnée  dans  certains  livres. 

EmissT  CuÀBO. 


QUELQUES  THÉORÈMES  EXTRAORDINAIRES. 


Nous  croyons  pouvoir  donner  ce  nom  aux  propositions  soi- 
vantes,  extraites  d'un  important  Mémoire  de  M.  Alkxahdkr 
Bbrger  C),  et  sur  lesquelles  nous  appelons  l'attention  des  Ana- 
lystes. 

I.  Les  enlieri  environnant  a  ont,  en  moyenne,  autant  de  dt»- 
teurs  que  les  entiers  compris  entre  1  et  ne. 

II.  Les  nombres  entiers,  de  S  chiffres,  ont  en  moyenne,  chacun 

5l.iO-t- Jl.tO^âC  — 1 
diviseurs  (•*). 

III.  La  somme  des  diviseurs  d'un  nombre  entier  n  est,  en 
moyenne,  n  -^. 

IV.  La  somme  des  inverset  des  diviseur»  d'un  nombre  entier 
est,  en  moyenne,  —. 


(*)  Sur  qtulqutt  appHeaiioru  de  la  fonction  gamma  à  la  théoria  A 
nombrtt.  Piloté  ii  la  Société  des  Sciences  d'Upial,  le  83  avril  1880.  - 
UpMl,  Ed.  Berling,  imprimeur  de  rUDÏTersilé. 

(**)  CestlaoontbMtAd'ftibr,  égaleiO,H77  31tt66... 


Prenant  »-«  1,3, 3,...,  je  Tonne  le  tableau  suivant  : 


n 

y 

n 

y 

9-   2"+    2-*i 

15 

1437—  57"+   8"+  2" 

55—    5'+    2"+ S" 

16 

1629-  40"+   5"+  2" 

69—  8'*    S'*)' 

17 

1833-  40"  +  15"+  8" 

117-10'+    *'-i-l' 

18 

2049-  45"  +  10"  +  10" 

ITT-iy*    2'*2' 

19 

2277-  47"+   8"+  2" 

219  =  U"+    3'+ a' 

20 

2617—  60"+   4"+  1" 

335  =  »'-l-ll"-fl' 

21 

2769-  62"+  8"+  1" 

429-20"+    6'+2" 

22 

3033—  36"  +   2"+  2" 

837  — 25'+    V^■r 

23 

3309-  36"  +  13'+  2" 

657-2»"+    *"+4» 

24 

3S97-  69" +  10"+  4" 

789  —  28"+    2"+l" 

26 

3897—  62"+   7"+  2" 

055  =  28"+ 10" +7" 

1089='52"+    8"+4" 

9» 

S9049_245"  +  lî'  +  12" 

1257  —  36"+    4"  +  *" 

100 

60  697  — 244" +  31* +  10" 

Voilà  un  certain  nombre  de  cas  dans  lesquels  y  eât  la 
de  trois  carré»,  positifs. 
Donc,  au  moins  Jusqu'à  un«  certaine  limite  : 

La  somme  des  cinquièmes  puissances  des  n  premiers  nombres 
naturel»,  ou  neuf  fois  cette  somme,  est  décomposable  en  trois 
carrés,  entiers  et  positifs  (*).  (E.  C.) 


(*)  1°  SE  n  tel  an  maltipte  de  B,  on  on  mnltiple  de  5 ,  dimlmij  de  J ,  le 
facteur  »'  (n  •*•  S)'  est  divûlble  par  9; 

9°  Si  n  B3  J]t3  -1- 1,  y  Mt  dJTÙible  par  9}  mail  |  n'a  pu  toqjonri  la 
forme  A*  -h  B*  -«-  C. 
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sont  les  équations  des  polaires  de  quatre  poiniB  arbitraires  A,  B, 
C,  D,  noD  situés  dans  un  même  plan  ;  l'équation 

-(A)  +  p{B)  +  y(C)  +  J(D)-0      ....()) 

représente  la  polaire  d'un  point  quelconque  de  l'espace.  Suppo- 
sons  que  A  et  B  soient  deux  points  de  la  droite  r  de  F,,  dont 
les  équations  soient  x  =  0,  y=:0.  Alors  l'hypothèse  x=>jr^O 
réduira  l'équation  (1)  à  la  suivante  : 

y(C)  +  <f(D)-0 (S) 

Ainsi,  les  intersections  de  r,  par  toutes  les  surfaces  du  sys- 
tème triplement  infini  (1),  coïncident  avec  les  intersections  par 
les  surfaces  du  faisceau  (S);  par  conséquent,  elles  sont  en  invo- 
lution.  (L.  CRuONi.)  (*) 


Q-neatlou  ST». 

THÉORàn.  Si  a  e»t  un  nombre  non  premier,  tupêrieur  à  4,  on  a 

1.2.3...(»— 2)=- Jltn- 

(E.  C.) 
Soit  n  — oAc..,,  les  facteurs  a,  b,  c, ...  étant  premiers  entre 
eux,  deux  à  deux.  Chacun  de  ces  facteurs  ne  surpasse  pas  |;  donc 
il  se  rencontre  dans  la  suite  2,  3, ...  (n  —  2).  Par  conséquent,  le 
produit  1 .2.3...  (n  —  2)  est  divisible  par  abc... 

(E.C.) 
Autre  solution  par  H.  Ferdinand  Mbteb,  professeur  à  VÊcole 
reale  de  Munich  ("*). 


(')  Tous  les  amis  de  la  Géométrie  regretteront,  mds  doute,  que  la  N.  C.  M. 
disparaisse  au  moment  où  elle  pouvait  compter  sur  la  collaboration  de  l'il- 
lustre professeur  Crihoni.  Hais,  comme  l'a  dit  un  grand  poète  : 

■  C'est  le  destin:  il  tant  une  proie  in  trépaa; 

■  Il  faut  que  l'berbe  tombe  au  tranchant  des  faucilles  t  ■         (  E.  C.) 
C)  Dans  le  petit  Mémoire  qu'il  me  foil  l'honnenr  de  m'adresser,  H.MiTn 


Une  turface  de  révolutiùn  auUnar  de  Vaxe  t ,  en  coordonnées 
rectangulaires,  est  définie  par  FéquaHon 

r  étant  la  distance  d'un  point  de  la  surface  à  Vaxe  de  rotation. 
Trouver  l'équation  différentielle,  en  coordonnées  polaires,  des 
projections,  sur  le  plan  ly,  des  courbes  tracées  sur  cette  surface 
et  qui  jouissent  de  la  propriété  que  le  plan  osculateuTy  en  chacun 
des  points  de  l'une  d'elles,  comprenne  la  normale  à  la  surface  au 
même  point.  Prendre  r  pour  variable  indépendante. 

(Examen  de  licence.  —  Lille.) 


PRBMIÉRB  SOLUTION. 


Si  Ton  pose  : 


h,  ^  dyd^z  ^  dxé^ , 
B  s»  djsrcfx  —  dxcPx» 
CsdxcPy  —  dyd^x, 

réquation  du  plan  osculateur,  en  un  point  M  (x,  y,  z))  d*une 
courbe,  est 

A  (X  —  «)  H-  B(Y  —  y)  +  C  (Z  —  «)  =  0  ; 

et  les  équations  de  la  normale  à  la  surface,  au  même  point,  sont 

X_x  +  ^{Z-z)  =  0, 


démontre  diverses  propositioos,  parmi  lesquelles  on  peut  signaler  eeUe-<î  : 
La  somtM  des  produits  n  —  3dn  —  Z^des  nombres  3,  3, ...  (n  —  t),  etC 

diwsibte  par  le  nombre  n,  supposé  non  premier  .• 
i*  Si  n  est  impairs 

3*  Si,  n  étant  pair^  ^  est  un  nomibre  etmpo&i,  supérieur  à  4.      (E.  C) 


^887  — 


La  normale  sera  dans  le  plan  osculateur  si 


dz        dz 
dx         dy 


Or,  en  désignant  par  0  Tangle  que  fait,  avec  Taxe  de 
jection,  sur  le  plan  xy^de  la  droite  qui  joint  Torigine  .1 
on  a: 

xcarcosOi    y^rsine; 

d*où 


dx  .     dd  cPar  .     dB  de* 

-r-  =  co8e  — rsine-7-»  -rT=  —  âsintf-; — rcoso-r-r* 

dr  dr  dr  dr  dr* 

dy  do  d*t/  dB  do* 

■~-ss8in8-+-rcosO-pt  ^-7-=2co80-t rslne-j^  -♦ 

dr  dr  df'  dr  dr' 


Par  suite  : 


,      d»z/  .  dB\     dzf^       de         .     do« 

A=-(sina-*.rco8e-j--(2co8e--rsine-H 

d%/  .     dd\      dzf    .de  df 

B  =  — r-il  CO8O  -h  rsine-;-  —- T-  2sino-r- h- rcoso-r-z 

df^\  dri      dr\         dr  dr^ 


=  (co8e--r8inO~)( 


If 


dû 

âcosO- rsinO 

dr 


L 


sino  +  rcosO 


dA\l     ,     dB 


rcose 


d? 
de» 
dï^ 


rcose 


rsine 


dr\ 

é?B 

d? 


D'ailleurs 


donc 


dz       dz    dz       dz  dz      dz    dr      di 

dx      dr    dx      dr        *     dy      dr    dy      di 


dz         dr  dz 

A-7-  +  B- C=»— (Acose  +  Bsine)—  I 

dx        dy  dr^ 


L'él 


—  »»9  — 
t.  Dans  le  cas  particulier  considéré, 

donc  la  seconde  équation  se  réduit  à 


ou  plutôt  9  à 


ds  da 

^         y 


"'■î-y'-è-' •  w 


Cette  équation  différentielle  est  du  deuxième  ordre  ;  mais  on 
peut,  immédiatement,  en  trouver  une  intégrale.  En  effet,  le  pre- 
mier membre  est  la  différentielle  de 

dy        dx 

donc 

xdy  —  ydx  t=2  kds  f (2) 

A:  étant  une  constante  arbiuraire. 

S.  La  distance  u  représente  le  rayon  vecteur  delà  projection  m, 
sur  le  plan  xyt  du  point  M.  Si  gd  est  Tangle  mOx,  on  a  donc 

xssficos»,    y^^usinof    .     •    •    •    •    (3) 

dx  =  co»odu  —  usincùdo,  ) 
dysssinttduH- tfCOSflDcIoiii  ) 

xdy  —  ydxsau'd»! (5) 


les  cosinus  directiû  de  la  normale  à  la  surface  sont  proportionnels  k 

dF       dF       dF  ^ 
Sp*     ^*     S' 

•te.  (Coure  d* Analyse  de  l'Unhenité  de  Liège). 


di»  =  ii«do'-»-{l  +/'»)«fai». (6) 

Au  moyen  de  ees  valears,  l'éqnalioD  (2)  devient  d'abord 

tfdf~kdt, (7) 

pois 

fAw  =  e[u*d^  +  (I  H-  /•>«*}. 

On  peut  rempltcer  celle-ci  par  Is  formule 

<fo— t— i-lt/ldw. (8) 

«l/«'  —  *■ 

dans  laquelle  les  variabUi  iont  ûparie».  On  a  donc ,  Gnalemeot , 

équation  qui  représeoie  la  projection  de  la  gèodétique. 

4.  ReMAnQDB.  L'équation  (7),  analc^e  ft  celle  qui  constîme  le 
principe  det  aire$,  peut  être  interprétée  ainsi  : 

Vaire  décrite,  lur  le  plan  xy,  par  te  rayon  vectevr  Oin,  est 
proportionntUe  à  la  hngueitr  de  la  trajectoâv. 


—  :w<  — 


Question  S8S. 

Calculer  les  valeurs  des  angles  x  et  y  qui  satisfont  aux  rela" 
tùms 

(2  +  cos2x  -«-  8in2x)sin2y  -t-  (cosx  +  6inx)cos2y  =»  0,     (1) 

2(cos2x  —  sm2y)siay  -4-  (cosa?  —  sina:)cosy  =  0.      (2) 

(Collège  S*.Louis,  1835.) 
On  tire,  de  Téquation  (1), 

cosx  +  sinx 

^  ^ ^  "■  2  -^  cos2x  -♦-  sinâx'       ••••() 

et,  de  Féquation  (2)  : 

cosx  —  Aux 
**""^2(cos2x-sm2x)'  '    '    \'    '    ^^^ 
Or, 

^^      l-tg»y' 

donc,  après  suppression  du  facteur  cos2x — sinSx,  commun  aui 
deux  termes  d*une  fraction, 

cos  X  +  sin  X  4(co8  x  —  sin  x)(eos  2x  —  sin  2x) 


2  -I-  ces  2x  +  sin  2x      4(cos2x — sin2x)' —  (cosx  —  sinx)'  * 

Si  Ton  chasse  les  dénominateurs  et  que  Ion  effectue  quelques 
simplifications,  cette  équation  (5)  devient,  successivement  : 

4  (cos  2x  —  sin  2x)*(cos  x  -t-  sin  x)  —  (cos  x  h-  sin  x)(co8  x  —  sin  x)' 
e=s  8(cosx  —  8inx)(oos2x  —  sin2x) 

-t-  4(cosx  —  sinx)(co82x  —  sin2x)(cos2x  +  8in2x), 

4(cos2x  —  sin2x) 
[(cos2x— sin  2xXcos  x-i-sinx) — (cos  2xH-sin  2xXcosx— sin  x)! 
=  (cosx  —  sinx)[cos'x  —  sin'x  -♦-  8cos2x  —  8sin2x], 
VL  36 


L'éi 

Foopi 


et  le  p 


TEt 

quadr 
Les  di 
quatre 


tout  q 
parallt 


est  suri 

(■)  " 

qncslio 


—  563  — 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


\.  Les  centres  des  triangles  équilatéraux  coi 
extérieurement,  soit  intérieurement  sur  les  trois  cl 
angle,  sont  les  sommets  d'un  nouveau  triangle  équil.   i 

(H.  VAN  Ac 

•07.  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  o 
extérieurement  ou    intérieurement,  les   triangles      | 
BA'Cy  GB'A,  AG'B;  puis»  sur  les  trois  côtés  du  tria  | 
on  construit,  extérieurement  ou  intérieurement ,  1  ■ 
équilatéraux  B'A"C',  C'B"A',  A'C'B'. 

Démontrer  que  les  points  A,  B,  G  sont  respec 
milieux  des  droites  A' A",  B'B",  G'G".        (H.  van  A  i 

608.  Construire  un  triangle ,  connaissant  les  poii  : 
sent  (en  allant  dans  le  même  sens)  ses  trois  côtés  (  ; 
port  de  1  à  3.  (H.  van  Ai  • 

609.  Gonstruire  un  triangle,  connaissant  les  poii  i 
sent  (en  allant  dans  le  même  sens)  les  trois  côtés  <  i 
et  extrême  raison.  (H.  van  Ai  ; 

610.  Soient  A',  B'  G',  D'  les  points  qui  partage  i 
AB,  BG,  GD,  DA  d'un  quadrilatère,  dans  le  rappoi 
Si  l'on  prolonge  A'B'  d'une  longueur  B'M  =»  A'B  . 
mène  ensuite  la  droite  MF  =  2C'B',  parallèle  à  G'I  ' 
dans  le  même  sens,  puis  NP  égale  et  parallèle  à  AT 
dans  le  même  sens,  les  points  A,  A',  P  seront  en  li  | 
et  le  point  A'  partagera  la  droite  AP  dans  le  rappoi  ! 
(Gette  propriété  permet  de  construire  le  quadrilatère , 
connaît  les  points  A',  B',  G',  D'.  (H.  van  Ai  i 
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